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Вступ 

 

Мета даного навчального посібника допомогти студентам спеціальності 

174 «Автоматизація, комп'ютерно-інтегровані технології та робототехніка» 

закріпити теоретичні знання, одержані на лекційних заняттях, та відпрацювати 

навички самостійного розв’язування задач з дисципліни «Фізика», розділ 

«Кінематика». 

Вивчення розділу «Кінематика» – фундаментальний етап у засвоєнні 

студентами фізики, оскільки формули кінематики надалі використовуються 

при вивченні практично всіх інших розділів фізики, що входять у даний курс.  

Розв’язування задач є важливим етапом у вивченні фізики, який 

допомагає краще усвідомити зміст того чи іншого фізичного явища, дає 

можливість навчитися знаходити оптимальний шлях вирішення досить 

складних фізичних та технічних проблем, а також можливість оцінювати 

реальність кінцевого результату, шляхом порівняння його з загально відомими 

величинами . 

У посібнику представлені найбільш типові та важливі задачі, що 

охоплюють основні закони та поняття кінематики: рівномірний та 

рівноприскорений прямолінійний рух, криволінійний рух, обертальний рух та 

ін. Для кожної задачі наведено докладний розв’язок з поясненням фізичних 

принципів та математичних методів, що використовуються. 

Цей посібник допоможе студентові більш глибоко зрозуміти фізичну 

суть явищ, розвинути просторове і логічне мислення, а також набути навичок 

для вирішення більш складних задач в ході подальшого навчання. 

 

Відомості про наближені обчислення 

 

При розв’язанні фізичних задач числові значення найчастіше мають 

наближений характер. Задачі з наближеними даними треба розв’язувати, 

виконуючи правила підрахунку значущих цифр. Значущими називають всі 

цифри, крім нуля, а також нуль у двох випадках: 1) коли він стоїть між 

значущими цифрами; 2) коли він стоїть в кінці числа і відомо, що одиниці 

відповідного розряду в даному числі немає. 

Наближені обчислення треба проводити з виконанням наступних правил: 

1. Так як за допомогою розрахунків одержати більш точний 

результат, ніж у вихідних даних, неможливо, то достатньо проводити 

обчислення, що мають не більше знаків, ніж вихідні дані. 

2. При додаванні та відніманні наближених чисел, що мають різну 

точність, більш точне число треба округлити до точності менш точного. 

Наприклад: 8,92,06,9176,06,9  ; 4,1004,08,100427,08,100  . 



3. При множенні або діленні в одержаному результаті треба зберігати 

стільки значущих цифр, скільки їх має наближене число з найменшою 

кількістю значущих цифр. Наприклад: 0132,0023,0637,0  , але не 0,0132496; 

6,32:3 = 2, але не 2,107. 

4. При піднесенні до квадрата або куба треба зберігати стільки 

значущих цифр, скільки їх має число, що підноситься до ступеня. Наприклад: 

1,252 = 1,56, але не 1,5625; 1,013 = 1,03, але не 1,030301. 

5. При знаходженні квадратного та кубічного коренів в результаті 

треба зберігати стільки значущих цифр, скільки їх має підкорінне число. 

Наприклад: 2,310  , але не 3,162; 2,2103  , але не 2,154. 

 

Основні закони та формули кінематики 

 

Положення матеріальної точки в просторі визначається радіус-вектором 

r , проведеним з початку координат в цю точку 

kzjyixr


 , 

де kji


,  ,    – одиничні вектори напрямків (орти), x, y, z – координати точки. 

Кінематичне рівняння руху в координатній формі: 

x = f1(t); 

y = f2(t); 

z = f3(t), 

де t – час. 

Вектор переміщення з точки 1 у точку 2 

12 rrr


 , 

де 1r


 та 2r


 – радіус-вектори точок 1 і 2. 

Середня швидкість 

t

r
v







, 

де r  – переміщення матеріальної точки за інтервал часу t . 

Середня шляхова швидкість 

t

s
v   

де s – шлях, пройдений точкою за час t  

Миттєва швидкість 



kvjviv
dt

rd
v zyx


 ,  

де 
dt

dx

x
v  ; 

dt

dy
vy  , 

dt

dz
vz   – проекції швидкості на осі координат. 

Модуль швидкості 

222
zyx vvvv   

Середнє прискорення 

t

v
a









, 

де v


  – зміна швидкості матеріальної точки за інтервал часу t . 

Миттєве прискорення 

kajaia
dt

rd

dt

vd
a zyx




2

2

, 

де 
dt

dv
a x

x  ; 
dt

dv
a

y

y  , 
dt

dv
a z

z   – проекції прискорення на осі координат. 

Модуль прискорення 

222
zyx aaaa   

При криволінійному русі прискорення можна 

представити як суму нормального 
n

a  та тангенціального 


a  прискорення 

Тангенціальне прискорення направлене паралельно 

до вектора швидкості. Змінює величину модуля швидкості. 

dt

dv
a 


, 

Тангенціальне прискорення направлене перпендикулярно до вектора 

швидкості. Змінює напрямок швидкості. 

R

v
a

n

2

  

де R радіус кривизни траєкторії, по якій рухається тіло, v миттєве значення 

швидкості. 

Повне прискорення 


aaa

n


  



Модуль повного прискорення 

22


aaa

n
  

Кінематичне рівняння рівномірного прямолінійного руху constv 


 

а) у векторній формі 

tvrr


 0  

де r


 – радіус-вектор матеріальної точки в момент часу t, 0r


 – радіус-вектор 

матеріальної точки в початковий момент (t = 0); 

б) в координатній формі (в проекціях на осі координат) 

tvxx x 0 ; 

tvyy y 0 ; 

tvzz z 0 , 

де x0, y0, z0 – початкові координати; vx, vy, vz – проекції швидкості на осі 

координат. 

Кінематичне рівняння рівноприскореного прямолінійного руху  

( consta 


) 

а) у векторній формі 

2

2

00

ta
tvrr




 , 

де 0v


 – швидкість матеріальної точки в початковий момент (t = 0); 

б) в координатній формі (в проекціях на осі координат) 

2

2

00

ta
tvxx x

x  ; 

2

2

00

ta
tvyy

y

y  ; 

2

2

00

ta
tvzz z

z  , 

де v0x, v0y, v0z – проекції початкової швидкості на осі координат, ax, ay, az – 

проекції прискорення. 

Швидкість точки при рівноприскореному прямолінійному русі 

а) у векторній формі 

tavv


 0 , 

б) в координатній формі (в проекціях на осі координат) 



tavv xxx  0 ; 

tavv yyy  0 ; 

tavv zzz  0 . 

Положення матеріальної точки при заданій осі обертання, визначається 

кутовим переміщенням (кутом повороту) 

R

s
 , 

де s – шлях, пройдений точкою по дузі кола радіуса R. Кутове переміщення 

можна розглядати, як вектор d, напрямок якого співпадає з віссю обертання і 

визначається правилом правого гвинта. 

Середня кутова швидкість  

t





 , 

де   – кутове переміщення за час t . 

Миттєва кутова швидкість  

dt

d




 , 

в проекції на вісь обертання 

dt

d
   

Кутове прискорення  

2

2

dt

d

dt

d 



 , 

в проекції на вісь обертання 

2

2

dt

d

dt

d 
   

Кінематичне рівняння рівномірного ( = const) обертання в проекції на 

вісь обертання 

t  0  

де 0 – початкове кутове переміщення 

Частота обертання 

Tt

N 1
  



де  – число обертів тіла за час t, T – період обертання (час одного повного 

оберту) 

Зв’язок між кутовим переміщенням і кутовою швидкістю з наведеними 

вище величинами 

N 2 ; 

 2 ; 

T




2
 . 

Кінематичне рівняння рівноприскореного ( = const) обертання в 

проекції на вісь обертання 

 
2

2

00

t
t


   

де 0  – початкова кутова швидкість 

Кутова швидкість при рівноприскореному обертанні 

 0 t   

Зв'язок між лінійними та кутовими 

величинами: 

а) швидкість точки 

 rv


  ; 

Rv  , 

де R  відстань від точки до осі обертання, r


 – 

радіус-вектор точки 

б) прискорення точки 

Ra   ; 

 Ra


  ; 

 vaRa
R

v
a nnn   або ,    або , 2

2

; 

Ran

 2  

  



Приклади розв’язування задач 

 

Приклад 1. Тіло з точки (-2; 4) (м) здійснило переміщення 

)  (46 мjir


 . Знайти кінцеве положення тіла.  

Розв’язок. Радіус-вектор початко-

вого положення точки 

 420 jir


  

Переміщення дорівнює різниці 

радіус-векторів кінцевого та початкового 

положень точки 

0rrr


  

Відповідно радіус-вектор, що 

визначає кінцеве положення тіла: 

) (44642 мijijir


  

 

 

Приклад 2. Як напрямлені один відносно одного вектори bia


     , якщо 

їхній скалярний добуток дорівнює половині добутку їх модулів? 

Розв’язок. За визначенням скалярного добутку 

  cos baba


    (1) 

За умовою задачі 

  baba



2

1
    (2) 

З (1) і (2) отримуємо 

 
2

1
cos 






ba

ba



       

Відповідно, кут між векторами bia


      

 60       

 

  



Приклад 3. Початкове значення швидкості дорівнює 

)/ (5311 смkjiv


 , кінцеве )/ (6422 смkjiv


 . Знайти: а) приріст 

швидкості v


 , б) модуль приросту швидкості v


 , в) приріст модуля 

швидкості v . 

Розв’язок. а) Приріст швидкості v


  дорівнює різниці між кінцевим 2v


 і 

початковим 1v


 значеннями швидкості 

    )/ (111531 64212 смkjikjikjivvv


    

б) Модуль вектора це сума квадратів проекцій вектора на осі координат. 

Відповідно, знаючи приріст швидкості v


 , знайдемо його модуль 

)/  (73,1111 222 смv 


     

в) Для того, щоб знайти приріст модуля швидкості слід визначити модулі 

початкового і кінцевого значень швидкості 

)/ (9,5531 222
11 смvv 


     

)/ (5,7642 222
22 смvv 


     

Відповідно, приріст модуля швидкості 

)/  (6,112 смvvv         

 

 

Приклад 4. Частка рівномірно рухається за годинниковою стрілкою по 

колу з радіусом R і робить один оберт за час . Коло лежить в координатній 

площині x0y. Центр кола співпадає з початком координат. В початковий 

момент часу (t = 0) частка знаходиться в точці з координатами (0, R). Знайти 

середнє значення швидкості частки та модуль швидкості за проміжок часу:  

а) від 0 до /4, б) від 0 до /2 

Розв’язок. Середня швидкість переміщення v


дорівнює відношенню 

переміщення r


  до часу, за яке воно відбулося 

t

r
v









      

а) За час від 0 до /4 частка пройде чверть кола (див. рис.) Радіус-вектор 

початкового положення частки 



jRr


1       

Радіус-вектор кінцевого положення частки 

iRr


2       

Переміщення частки за час від 0 до /4 

 jiRrrr


 12      

Відповідно, середня швидкість за цей час 

   


jiRjiR

t

r
v


 










4

4
    

Модуль середньої швидкості 





























с

мRRR
v   

2444
22


   

а) За час від 0 до /2 частка пройде половину кола (див. рис.) Радіус-

вектор початкового положення частки 

jRr


1      

Радіус-вектор кінцевого положення частки 

jRr


2      

Переміщення частки за час від 0 до /2 

jRrrr


212      

Відповідно, середня швидкість за цей час 



jRjR

t

r
v


 4

2

2





     

Модуль середньої швидкості 











с

мR
v   

4


    

  



Приклад 5. Частка, що початково знаходилась у стані спокою, пройшла 

за час  = 10 c півтора кола радіусом R = 5 м зі сталим тангенціальним 

прискоренням. Обчислити для цього проміжку часу значення: а) середнього 

модуля швидкості v , б) модуля середньої швидкості v


, в) модуля 

середнього прискорення a


.  

Розв’язок. а) Середній модуль швидкості це середня шляхова швидкість. 

Щоб знайти її треба обчислити пройдений часткою шлях s. Довжина кола 2, 

частка пройшла півтора кола, відповідно 

 мRRs   325,1         

Відповідно 














с

мRs
v   7,4

10

514,333






     

б) Щоб знайти модуль середньої швидкості треба спочатку знайти 

середню швидкість переміщення. Для цього треба знати переміщення частки. 

З рисунка видно, що довжина вектора 

переміщення з точки 1 у точку 2 дорівнює 2R. Напрямок 

вектора – в негативному напрямку осі 0y. Відповідно 

)  (2 мjRr


      

Середня швидкість 














c

м
j

Rr
v    

2 



      

Модуль середньої швидкості 














c

мR
v    1

10

522




     

в) Щоб знайти модуль середнього прискорення слід визначити середнє 

прискорення 











2
   

с

мv
a






       

Приріст швидкості 12 vvv


 , де 1v


 та 2v


 – швидкості частки в 

початковий та кінцевий момент руху. Оскільки частка знаходилась у стані 

спокою 01 v


. В кінцевий момент (точка 2) швидкість частки направлена по 

дотичній до кола в негативному напрямку осі 0x. Щоб знайти модуль 

швидкості частки 2v  виразимо шлях пройдений часткою та швидкість 2v  через 

тангенціальне прискорення частки a   























av

a
s

2

2

2         

Звідси 











с

мRs
v    

62
2






      











с

м
i

R
v    

6
2






       

Знайдемо середнє прискорення 














22

12    
6

с

м
i

Rvv
a









      

Відповідно, модуль середнього прискорення 














22
   94,0

100

514,366

с

мR
a




     

 

 

Приклад 6. Частка рухається згідно з рівняннями  5cos 0,1x t  , 

 5sin 0,1y t , z = 0. Визначити швидкість частки v


, скалярний добуток 

 v r , прискорення частки a


, модуль переміщення r


  та шлях за перші 10 

секунд руху. 

Розв’язок. Знаючи координати радіус-вектора r


 отримаємо вираз для 

радіус-вектора  

     мjtitr   1,0sin51,0cos5


   

Знайдемо швидкість частки, як похідну від радіус-вектора за часом 

    









c

м
jtit

dt

rd
v   1,0cos5,01,0sin5,0




  

Знайдемо прискорення частки, як похідну від швидкості за часом 

    









2

22   1,0sin05,01,0cos05,0
c

м
jtit

dt

rd

dt

vd
a




  

Взаємне розташування векторів r


, v


 та a


 в довільній точці траєкторії 

показане на рисунку. 

Знайдемо скалярний добуток  v r  



           
        01,0cos1,0sin25,01,0cos1,0sin25,0

 1,0sin51,0cos51,0cos5,01,0sin5,0





tttt

jtitjtitrv






 

Оскільки скалярний добуток дорівнює нулю, вектори v


 та r


 взаємно 

перпендикулярні. Отже, частка рухається по колу радіуса R = 5 м.  

Переміщення частки за перші 10 секунд руху дорівнює різниці радіус-

векторів частки 2r


 у момент часу t = 10 с та 1r


 у момент часу t = 0. 

        
 мijiji

jijirrr

  100505 

0sin50cos5 sin5cos512






 
 

Модуль переміщення 

10 ( )r м   = 2R 

Знайдемо період обертання частки 

 cT   20
1,0

22









 

Тепер, вирахувавши положення точки в 

початковий момент та в довільний момент часу 

менший половини періоду, наприклад 
4

T
t  , ми 

можемо встановити напрямок руху частки по колу. Вона рухається за 

годинниковою стрілкою. 

Очевидно, що за 10 секунд частка проходить половину кола. Відповідно, 

шлях, пройдений часткою, дорівнює  

 мRs   5   

Для порівняння знайдемо шлях, пройдений часткою, іншим способом. 

Модуль швидкості частки  

    









c

м
ttv   5,01,0cos25,01,0sin25,0 2222   

Відповідно, шлях частки за перші 10 секунд 

 
10 10

10

0

0 0

0,5 0,5 5  s vdt dt t R м          

Цей результат повністю співпадає з результатом, одержаним першим 

методом. 

 

  



Приклад 7. Радіус-вектор частки визначається виразом: 

) (743 22 мkjtitr


 . Обчислити: а) шлях s, який проходить частка за перші 

10 с руху, б) модуль переміщення r


  частки за той же час, в) пояснити 

результати, які отримано. 

Розв’язок. а) З виразу для радіус-вектора видно, що швидкість частки 

буде змінною, тому шлях частки s будемо шукати інтегруючи вираз для модуля 

швидкості від часу початку руху 01 t  до сt  102  . 

 
2

1

t

t

dttvs        

Знайдемо швидкість частки 











c

м
jtit

dt

rd
v   86




      

Модуль швидкість частки 

    









c

м
ttttv   1010086 222

    

Відповідно, шлях, який частка пройшла за перші 10 секунд 

) (500
2

1010

10

0

210

0

м
t

tdts        

б) Радіус-вектор частки в момент початку руху ( 01 t ) 

) (71 мkr


        

Радіус-вектор частки в момент сt  102   

) (74003002 мkjir


      

Переміщення частки за перші 10 с руху 

)  (400300 7740030012 мjikkjirrr


   

Модуль переміщення 

)  (500400300 22 мr 


    

в) Шлях частки може бути більше ніж переміщення, або дорівнювати 

йому. Якщо шлях частки дорівнює переміщенню, це означає, що частка 

рухається по прямій лінії. 

 

  



Приклад 8. Радіус-вектор частки змінюється з часом за законом: 

) (123 22 мktjtitr


 . Знайти: а) швидкість v


 та прискорення a


 частки, б) 

модуль швидкості частки v в момент часу t = 1 c. в) приблизне значення шляху 

s, який частка пройшла за шосту секунду руху. 

Розв’язок. а) Швидкість частки це похідна радіус-вектора частки за 

часом 











c

м
ktjit

dt

rd
v   226




     

Прискорення частки це похідна швидкості частки за часом 











2
  26

c

м
ki

dt

vd
a




      

б) Знайдемо модуль швидкості частки 

    









c

м
tttv   1102226 2222

    

Модуль швидкості частки в момент часу t = 1 c 











c

м
v   6,61102       

в) Можна вважати, що шлях, який частка пройшла за шосту секунду руху 

приблизно дорівнює модулю переміщення частки за цей час. Щоб знайти це 

переміщення треба визначити значення радіус-вектора частки для моментів 

часу t = 5 c та t = 6 c.  

  ) (2510755 мkjir


      

  ) (36121086 мkjir


      

Переміщення за шосту секунду 

      ) (11233566 мkjirrr


     

Приблизне значення шляху за шосту секунду 

  ) (84,34112336 222 мrs 


    

Для порівняння визначимо точне значення шляху за шосту секунду. В 

діапазоні від t = 5 c до t = 6 c 110 2 t , тому можна знехтувати 1 в виразі для 

модуля швидкості 











c

м
ttv   102102 2      

   мtdttdttvsт  79,3410 102
6

5

2
6

5

6

5

     



Порівнявши точне і приблизне значення шляху бачимо, що відносна 

похибка склала приблизно 0,1%, тобто припущення, зроблене у в) було 

справедливе. 

 

 

Приклад 9. Частка рухається згідно з рівняннями x = t3, у = 3t2, z = 6t. 

Визначити швидкість частки v


, її прискорення a


 та модуль переміщення r


  

і шлях за перші 10 секунд руху. 

Розв’язок. Знаючи координати радіус-вектора r


 отримаємо вираз для 

радіус-вектора  

) (63 23 мktjtitr


      

Переміщення за перші 10 секунд руху 

    ) (603001000010 мkjirrr


     

Модуль переміщення 

) (1046603001000 222 мr 


    

Знайдемо швидкість частки, як похідну від радіус-вектора за часом 











c

м
kjtit

dt

rd
v    663 2




     

Знайдемо прискорення частки, як похідну від швидкості за часом 











2
   66

c

м
jit

dt

vd
a




     

Для того, щоб знайти шлях, пройдений часткою, знайдемо модуль її 

швидкості  

  









c

м
ttttv   63 6336369 22224    

Відповідно, шлях частки за перші 10 секунд 

     мttdtts   1060663
10

0

3
10

0

2      

Як і слід було очікувати, шлях виявився більшим ніж переміщення, бо 

судячи з рівняння руху, траєкторія руху частки не пряма лінія. 

 

  



Приклад 10. Невелике тіло (матеріальну точку) кинуто з початку 

координат O під кутом  до горизонту з початковою швидкістю 0v  (див. рис.). 

Нехтуючи опором повітря знайти: а) час польоту  , б) дальність польоту l, в) 

найбільшу висоту підйому тіла h, г) радіус кривизни траєкторії у точках O та 

O’. Вважати, що точки кидання та падіння лежать на одному рівні 

Розв’язок. Відповідно до 

першого закону Ньютона вздовж 

осі 0x тіло рухається рівномірно зі 

сталою швидкістю, оскільки жодні 

сили в цьому напрямку не діють. 

Вздовж осі 0y тіло рухається 

рівноприскорено з прискоренням 

g, оскільки рухається в полі сили 

тяжіння. 

Напишемо рівняння залежності координат тіла та проекцій швидкості 

тіла на осі координат від часу. Враховуємо, що прискорення вільного падіння 

g спрямовано протилежно до осі 0y 
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а) Для того, щоб знайти час польоту  , скористаємось тим фактом, що в 

кінці польоту тіло знаходиться на висоті y = 0. Підставивши 0 рівняння (2) 

отримаємо 

0
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Останнє рівняння має два корені: 0t , який відповідає початку руху, і 

g

v
t

sin2 0 , яке відповідає закінченню польоту тіла. Таким чином, час польоту 

тіла 

g

v 


sin2 0      (5) 

б) Оскільки тіло кинуто з початку координат, дальність його польоту 

дорівнює координаті x тіла в кінці польоту. З (1) та (5) маємо 
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Врахувавши, що  2sincossin2   отримуємо 

g

v
l

2sin2
0      (6) 

в) Для того, щоб знайти найбільшу висоту підйому h можна використати 

рівняння (4), підставивши у нього час підйому. Оскільки опір повітря відсутній 

можна припустити, що траєкторія польоту тіла симетрична і час підйому 

дорівнює часу падіння. Відповідно час підйому дорівнює половині часу 

польоту (див. вище).  

Перевіримо це припущення. В верхній точці траєкторії вертикальна 

складова швидкості дорівнює нулю, бо тіло вже не підіймається, але ще не 

падає. Скориставшись цим з (4) можна отримати час підйому tп 

0sin0  пgtv        
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v
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sin0      (7) 

Як бачимо, припущення було правильне. Тепер, підставивши (7) в (2) 

знайдемо максимальну висоту підйому тіла 
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д) Радіус кривизни траєкторії в даній точці R, це радіус кола, дотичного 

до траєкторії в даній точці. В точці O’ – верхній точці траєкторії – швидкість 

тіла напрямлена по горизонталі, а прискорення тіла, яке у всіх точках траєкторії 

це прискорення вільного падіння g, напрямлене по вертикалі до центру 

дотичного кола. Таким чином g в даному випадку співпадає з доцентровим 

прискоренням тіла na . 

Вираз для доцентрового (нормального) 

прискорення 

R

v
an

2

     (9) 

Підставивши в (9) g та хv  знайдемо радіус 

кривизни траєкторії R в точці O’ 
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Для того, щоб знайти радіус кривизни 

траєкторії тіла в точці О треба знайти нормальне 

прискорення в цій точці. Покажемо на рисунку 

тангенціальне прискорення a , напрямлене по 

дотичній до траєкторії, нормальне прискорення na , 

напрямлене перпендикулярно до тангенціального 

до центру кривизни траєкторії, та повне 

прискорення g, що є векторною сумою a  та na  і 

спрямоване вздовж осі 0y. На тому ж рисунку 

покажемо швидкість тіла 0v , напрямлену по 

дотичній до траєкторії, а також складові швидкості 

xv  та yv . Як видно з рисунку, прискорення та 

швидкість з її складовими утворюють подібні трикутники. З рисунку видно, що 
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З іншого боку  
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Приклад 11. Тіло кинули з поверхні землі під кутом  = 30° до горизонту 

зі швидкістю 0v = 5 м/с. Опір повітря не враховувати. а) зобразити траєкторію 

тіла і вказати вектори швидкості та прискорення кульки в початковій, кінцевій 

та найвищій точках траєкторії; б) знайти вираз вектора зміни швидкості тіла 

v


  за весь час руху та обчислити його модуль.  

Розв’язок. а) Оскільки опір повітря не враховується, на тіло діє лише 

сила тяжіння. Відповідно, прискорення тіла в усіх точках траєкторії однакове 

–прискорення вільного падіння g, направлене вертикально вниз. Відповідно, 

рух вздовж осі 0y рівноприскорений і координата змінюється з часом за 

законом  
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В горизонтальному напрямку на тіло сили не діють, тому відповідно до 

першого закону Ньютона вздовж осі 0x тіло рухається рівномірно зі сталою 

швидкістю, а рівняння його руху має вигляд  

tvtvx x  cos00      (2) 

Виразимо з (1) і (2) рівняння траєкторії тіла 
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Очевидно, це рівняння параболи, повернутої рогами донизу 

В найвищій точці траєкторії вертикальна складова швидкості дорівнює 

нулю, тому швидкість тіла напрямлена горизонтально і дорівнює 

cos0vvx        (4) 

Знайдемо швидкість тіла в кінцевій точці траєкторії. Для цього запишемо 

залежність вертикальної складової швидкості від часу 

gtvgtvv yy  sin00     (5) 

Час польоту тіла 
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sin2 0      (6) 

Підставивши (6) в (5) отримаємо значення вертикальної складової 

швидкості в кінці польоту 
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Видно, що ця складова така ж 

за величиною, як вертикальна 

складова швидкості в початковій 

точці, але спрямована вниз. А 

оскільки горизонтальна складова 

швидкості незмінна, швидкість в 

кінцевій точці траєкторії така ж за 

величиною, як і початкова 

швидкість і спрямована під таким 

же кутом до горизонту, але вниз. 

Траєкторія тіла і вектори швидкості та прискорення кульки в початковій, 

кінцевій та найвищій точках траєкторії, описані вище, зображені на рисунку.  



б) Для того, щоб знайти вираз вектора зміни швидкості 

тіла v


  за весь час руху на основі (4) (5) та (7) запишемо вирази 

для векторів початкової та кінцевої швидкості тіла 
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Підставивши чисельні значення отримаємо 
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Приклад 12. Тіло кинули вертикально вгору з початковою швидкістю 

v0 = 5,1 м/с. Коли воно досягло верхньої точки польоту, з тієї ж точки, с тією ж 

початковою швидкістю v0 вертикально вгору кинули друге тіло. На якій 

відстані h від початкової точки зустрінуться тіла? Опір повітря не враховувати. 

Розв’язок. Знайдемо максимальну висоту hmax на яку 

підніметься перше тіло. Оскільки опором повітря ми 

нехтуємо, можемо скористатись для цього законом 

збереження енергії, прирівнявши кінетичну енергію в 

початковій точці, розташованій на нульовому рівні, до 

потенціальної енергії тіла в верхній точці польоту 
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Запишемо рівняння руху для двох тіл, перше з яких знаходиться у 

верхній точці польоту, а друге кидають вгору з вихідної точки 
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Підставивши (2) у (3) та прирівнявши (3) і (4) знайдемо час зустрічі тіл 
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Підставивши (7) у (4) знайдемо висоту, на якій зустрінуться тіла 
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Отримаємо чисельне значення h 
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Приклад 13. Матеріальна точка рухається прямолінійно з прискоренням 

a = 5м/с2. Визначити, на скільки шлях, що пройшла точка в n-ту секунду, буде 

більше шляху, що вона пройшла в попередню секунду. Прийняти v0 = 0. 

Розв’язок. Залежність шляху від часу у випадку рівноприскореного руху 

з нульовою початковою швидкістю (v0 = 0) 
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Шлях, який пройшла матеріальна точка в n-ту секунду дорівнює різниці 

шляхів за n секунд та n – 1 секунду 
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Шлях, який пройшла матеріальна точка в n – 1-шу секунду 
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Визначаємо на скільки шлях, що пройшла точка в n-ту секунду, буде 

більше шляху, що вона пройшла в попередню секунду 
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Приклад 14. Велосипедист їхав з одного пункту до іншого. Першу 

третину шляху він проїхав зі швидкістю v1 = 18 км/год. Далі половину часу, що 

залишився, він їхав зі швидкістю v2 = 22 км/год, після чого до кінцевого пункту 

йшов пішки зі швидкістю v3 = 5 км/год. Визначити середню швидкість v

велосипедиста. 

Розв’язок. За визначенням середня швидкість дорівнює відношенню 

пройденого шляху до часу, за який шлях пройдено 
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Шлях складається з трьох ділянок s1, s2 та s3, які велосипедист проходить 

відповідно за час t1, t2 і t3. Запишемо співвідношення між цими величинами, що 

витікають із умови задачі  
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Виразимо час t1, t2 і t3 через відповідні швидкості та пройдені відрізки 

шляху s1, s2 та s3. 
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З (4), (6) та (7) отримуємо 
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Знайдемо загальний час проходження шляху з (4), (5) та (11) 
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Підставивши (12) в (1) отримаємо середню швидкість велосипедиста 
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Отримаємо чисельне значення v  
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Приклад 15. По прямій дорозі АВ рухається зі сталою швидкістю 

va = 20 м/с автомобіль. Із точки С, яка знаходиться від АВ на відстані l = 2000 м, 

в момент, коли автомобіль і точка С опиняються на одному перпендикулярі до 

АВ, стріляють з гармати (див. рис). Вважаючи, що снаряд летить прямолінійно 

зі сталою швидкістю vc = 200 м/с, визначити: а) кут , на який слід повернути 

ствол гармати, щоб поцілити в автомобіль; б) шлях s, який пройде автомобіль 

до зустрічі зі снарядом; в) час польоту t снаряда. 

Розв’язок. Запишемо рівняння руху для автомобіля та снаряда, 

позначивши шлях, який пройде снаряд до зустрічі з автомобілем, cs .  
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а) Знайдемо sin  з прямокутного 

трикутника ABC  
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З (1), (2) і (4) отримуємо 
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б) З трикутника ABC видно, що 
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в) Час польоту снаряда знайдемо з (1) та (6) 
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Приклад 16. Човен випливає з точки А і пливе через річку завширшки 

мS  400  зі швидкістю смvч /  5  відносно води, тримаючи курс під кутом 

 30  відносно берега. Внаслідок зносу він опиняється на мl  100  нижче 

точки В, що лежить з точкою А на одному перпендикулярі до берега. Визначити 

швидкість течії рv .  

Розв’язок. Розкладемо швидкість човна відносно води на дві складові 











с

м
vv ччх    cos    

 (1) 











с

м
vv ччy    sin    

 (2) 

Складова швидкості човна відносно 

берега, напрямлена вздовж берега (див. 

рисунок) 













с

м
vvvvv чрчхрх    cos    (3) 

Складова швидкості човна відносно берега, напрямлена 

перпендикулярно до берега 











с

м
vvv ччyy    sin     (4) 

Під час переправи човен проходить відстань S перпендикулярно до 

берега, та відстань l вздовж берега (див. рисунок). Запишемо рівняння руху 

човна перпендикулярно до берега та вздовж берега 

   мtvvtvl чрх    cos    (5) 

 мtvtvS чy    sin       (6) 

З (5) та (6) виразимо швидкість річки 




















c

м
v

S

l
v чр   sinctg    (7) 

Чисельне значення швидкості 




















c

м
vр   530sin503ctg

400

100
 

 

 

Приклад 17. Мотоцикліст рухається по колу радіуса мR  50 . Рівняння 

руху задано дуговою координатою    мtttl  5,01010 2 . Визначити 

швидкість мотоцикліста та його тангенціальне, нормальне і повне прискорення 

на момент часу сt   5 .  

Розв’язок. Знайдемо швидкість руху мотоцикліста по колу 











c

м
t

dt

dl
v    10       

В момент часу сt   5   











c

м
v   5  

Тангенціальне прискорення мотоцикліста дорівнює похідній швидкості 

за часом 











2
   1

c

м

dt

dv
a      

В момент часу сt   5   













2
   1

c

м
a       

Нормальне прискорення 

 










2

22

   
10

c

м

R

t

R

v
an     

В момент часу сt   5   

 













2

2

   5,0
50

510

c

м
an     

Знаючи na  та a  знайдемо повне прискорення a  

 













22

4
22    1

10

c

м

R

t
aaa n      

В момент часу сt   5   











2
   1,1125,0

c

м
a      

 

 

Приклад 18. Снаряд вилетів зі ствола гармати зі швидкістю v = 320 м/с, 

зробивши всередині ствола N = 2 оберти. Довжина ствола l = 2 м. Вважаючи 

рух снаряда в стволі рівноприскореним, знайти кутову швидкість  його 

обертання навколо осі в момент вильоту. 

Розв’язок. Снаряд рухається рівноприскорено з прискоренням а та 

нульовою початковою швидкістю ( 00 v ). Відповідно, шлях l, який він пройде 

в стволі за час t 

 м
at

l    
2

2

       (1) 

За цей же час снаряд повернеться навколо своєї осі на кут N 2  з 

кутовим прискоренням    

 рад
t

   
2

2
       (2) 

З (1) і (2) знайдемо відношення шляху снаряда в стволі до кута його 

повороту 











рад

мal
   


     (3) 



Виразимо швидкість снаряда, та його кутову швидкість в момент вильоту 

зі ствола через час та відповідні прискорення 











с

м
atv           (4) 











с

рад
t           (5) 

З (4) і (5) отримуємо 











рад

мav
   


     (6) 

З (3) та (6) виражаємо кутову швидкість обертання снаряду в момент 

вильоту 











c

рад

l

Nv

l

v
   

2
     (7) 

Розрахуємо чисельне значення  














c

рад
   2011

2

320214,32
     

 

 

Приклад 19. Розкручений маховик починає гальмувати так, що його 

кутова швидкість змінюється за законом  12    25,010100  сtt . 

Визначити початкову кутову швидкість маховика 0 та кутову швидкість  на 

момент t = 20 c, а також середню кутову   за цей проміжок часу. 

Розв’язок. Підставивши у закон t = 0 визначимо початкову кутову 

швидкість 

 1
0    100  с  

Визначимо кутову швидкість на момент t = 20 c 

02025,02010100 2   

Кут повороту маховика за t = 20 c  

   

 рад

tttdtttdtt

   7,66620
3

25,0
20

2

10
20100    

3

25,0

2

10
10025,010100

32

20

0

32
20

0

2
20

0











 

 

Середня кутова швидкість за t = 20 c  



 1   3,33
20

7,666  c
t


  

 

 

Приклад 20. Тверде тіло починає обертатися навколо нерухомої осі з 

кутовим прискоренням  2/    cрад�t  , де  32 /   102 cрад� . У який 

момент часу t кут між векторами повного прискорення і швидкості довільної 

точки тіла складе  60 .  

Розв’язок. Вектор швидкості v


 

спрямований так само, як вектор 

тангенціального прискорення a


, а повне 

прискорення a


 дорівнює сумі тангенціального 

a


 та нормального na


 прискорень. З рисунка 

видно, що 




a

antg  

Тангенціальне прискорення зв’язане з 

кутовим 

 2/    cм�RtRa   , 

де R – радіус кола 

Нормальне прискорення 

 22
2

/     cмR
R

v
an  , 

де  – кутова швидкість тіла. Врахувавши, що в початковий момент тіло 

нерухоме, знайдемо   

 cрад�
t

dttdt /   
2

2
    

Відповідно 

44
tg

3422 t

t

t

Rt

R 








 


  

Звідси знаходимо час 

 ct   7
102

064tg4tg
3

2
3 









 

 

  



Приклад 21. Знайти відношення лінійних швидкостей та повних 

прискорень кінців хвилинної та годинної стрілок механічного годинника, якщо 

хвилинна стрілка в 1,5 рази довша за годинну. 

Розв’язок. Лінійна швидкість кінця 

стрілки зв’язана з кутовою швидкістю стрілки   











c

м
l

T
lv   

2
  

де T – період обертання стрілки, l – довжина 

стрілки 

Оскільки стрілки рухаються рівномірно 

повне прискорення кінця стрілки складається 

лише з доцентрового прискорення 











22

2
2    

4
 

c

м
l

T
laa дц


  

Врахувавши, що період обертання хвилинної стрілки Tхв = 1 год, 

годинникової Tгод = 12 год, а lхв = 1,5lгод знайдемо відношення лінійних 

швидкостей та повних прискорень кінців хвилинної та годинної стрілки 
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Приклад 22. Ротор електродвигуна, що обертався з частотою  
1

0  50  cn , рухаючись після вимкнення струму рівносповільнено, зупинився, 

зробивши 1680N  повних обертів. Знайти кутове прискорення  якоря. 

Розв’язок. Залежність кута повороту ротора від часу: 

 рад
t

t    
2

2

00


      (1) 

де 0 – початкова кутова швидкість ротора, кутове прискорення  негативне, 

оскільки рух рівносповільнений.  

Кут, на який повернувся ротор 

 радN    20        (2) 

Виразимо початкову кутову швидкість через частоту 

 1
00    2  сn       (3) 



З (1) – (3) маємо 

 рад
t

tnN    
2

22
2

0


      (4) 

В (4) два невідомих, тому запишемо ще залежність кутової швидкості від 

часу  

 1
0      сt       (5) 

Врахувавши (3) та те, що кінцева кутова швидкість ротора дорівнює 

нулю отримаємо  

 1
0    20  сtn       (6) 

З (6) виразимо час 

 с
n

t    
2 0




       (7) 

Підставимо (7) в (4) 

   
 рад�

nnn
N    

22
 

2

2
2

2
0

2

2

2

0

2

0












     (8) 

Звідси 

 2
2
0      c�

N

n
       (9) 

 2
2

   7,4
1680

5014,3 


 c�       

 

 

Приклад 23. Тіло бере участь у двох обертаннях, що відбуваються з 

кутовими швидкостями )/ (2
1 срадit


  та )/ (2 2

2 срадjt


 . а) На який кут 

 повернеться тіло за перші 3 с руху? б) Навколо якої осі воно буде обертатись?  

Розв’язок. а) Кутова швидкість тіла 

)/  (2 22
21 срадitit


   

Модуль кутової швидкості 

)/ ( 54 244 срадttt   

Знайдемо кут, на який повернеться тіло за перші 3 секунди руху 



)  (1,20
3

 5
 5

3

0

33

0

2
3

0

рад
t

dttdt    

б) Щоб показати орієнтацію шуканої осі в просторі 

знайдемо кут між нею та віссю 0х. Напрямок осі 

обертання співпадає з напрямком кутової швидкості, 

відповідно, з рисунку видно 

2
2

tg
2

2

1

2 
t

t




  

 4,632arctg  

 

 

Приклад 24. Автомобіль, що рухався зі швидкістю v = 100 км/год, після 

вимикання двигуна проїхав відстань s = 1 км. Чому дорівнює середнє кутове 

прискорення   коліс автомобіля, якщо радіус колеса R = 35 см? 

Розв’язок. Шлях, який проїхав автомобіль до зупинки з початковою 

швидкістю v та середнім прискоренням a   

)   (
2

2

м
ta

vts   

Зв’язок між кінцевою та початковою швидкостями 

)/   (0 смtav   

Звідси 

)   (с
a

v
t   

Підставимо цей час у вираз для шляху 

)   (
22

2

2

22

м
a

v

a

va

a

v
s   

Звідси виразимо середнє прискорення автомобіля 

)/   (
2

2
2

см
s

v
a   

  



Зв’язок між середнім прискоренням будь-якої точки на краю колеса та 

кутовим прискоренням цієї ж точки 

)/   (
2

2
2

срад
sR

v
  

)/   (1,1
35,010002
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