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Передмова

Неодмiнною складовою любого курса з фiзики та теоретичної фiзики є розв’язання
задач. Звичайно, курс квантової механiки не є виключенням. У даному збiрнику
приведенi задачi, якi напротязi довгого часу були опробуванi на семiнарських занят-
тях та в розрахункових роботах студентiв з квантової механiки при пiдготовцi бака-
лаврiв з спецiальностi «Прикладна фiзика» в Київському полiтехнiчному iнститутi
iм. Iгоря Сiкорського.

Задачi охоплюють широке коло принципових питань нерелятивiстької квантової
механiки (розд. 1-13), квазiкласичне наближення, теорiя представлень, теорiя кутово-
го моменту, багаточастинковi системи, теорiя розсiяння, а також методи розв’язку рiв-
няння Шрьодiнгера. Деякi питання релятивiстської квантової механiки розглянуто у
розд. 14. Частина задач оригiнальна, проте бiльшiсть було взято з вiдомих пiдручникiв
[8,9,11,12]. Для допомоги студентам при вивченнi предмету до усiх задач дано розв’я-
зки та/або вiдповiдi. Для тих, хто хоче глибше закрiпити свої знання можна запро-
понувати задачi пiдвищенного рiвня складностi з книги [13].
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Роздiл 1

Лiнiйнi оператори

1. Оператором називають дiю, яка переводить кожний елемент g множини G у
елемент g′ множини G ′.

2. Оператор F̂ називають лiнiйним, якщо для довiльних елементiв g1 та g2 множини
G виконується рiвнiсть

F̂ (a1g1 + a2g2) = a1F̂ g1 + a2F̂ g2,

де a1 та a2 — довiльнi комплекснi числа.

3. Добутком операторiв F̂1 i F̂2 називають послiдовну дiю операторiв на довiльний
елемент g множини G:

F̂1F̂2g = F̂1(F̂2g).

У добутку операторiв важлив порядок дiї окремих операторiв.

4. Величину [F̂1, F̂2] = F̂1F̂2 − F̂2F̂1 називають комутатором операторiв F̂1 та F̂2.
Якщо комутатор дорiвнює нулевi, то говорять, що оператори комутують, якщо нi —
то говорять, що оператори не комутують.

5. Одиничним оператором називають такий оператор, який любий елемент множини
G переводить сам у себе

Îg = g.

6. Оператором оберненим до оператора F̂ називають такий оператор F̂−1, для якого

F̂−1F̂ = F̂ F̂−1 = Î .

7. Функцiю вiд оператора f(F̂ ) визначають як ряд Маклорена

f(F̂ ) = f(0)Î +
∞∑

n=1

1

n!
f (n)(0)F̂ n,

де f (n)(0) — n-та похiдна вiд функцiї f(x) в точцi x = 0.
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8. Скалярним добутком двох хвильових функцiй ϕ(x) та ψ(x) називають число1

(ϕ, ψ) =

∫
ϕ∗(x)ψ(x)d3x, де d3x ≡ dxdydz.

Часто скалярний добуток записують через «бра» та «кет» вектори:

〈ϕ|ψ〉 ≡ (ϕ, ψ) =

∫
ϕ∗(x)ψ(x)d3x.

9. Скалярний добуток

〈ϕ| F̂ |ψ〉 ≡ (ϕ, F̂ψ) =

∫
ϕ∗(x)F̂ψ(x)d3x,

називають матричним елементом оператора F̂ мiж функцiями ψ(x) та ϕ(x). У
випадку, коли цi функцiї спiвпадають i хвильова функцiя нормована на одиницю
〈ψ|ψ〉 = 1, матричний елемент 〈F 〉 ≡ 〈ψ| F̂ |ψ〉 називають середнiм значенням опера-
тора F̂ по цiй функцiї.

10. Оператор F̂ † називають спряженим до оператора F̂ , якщо справджується рiв-
нiсть

〈ϕ| F̂ |ψ〉 = 〈ψ| F̂ † |ϕ〉∗ .
Оператори, для яких спряжений оператор спiвпадає iз самим оператором

F̂ † = F̂ ,

називають ермiтовими або самоспряженими.

11. Якщо для оператора F̂ знайдено таку функцiю ψ(x), для якої виконується
спiввiдношення

F̂ψ(x) = fψ(x),

де f — комплексне число, то функцiю ψ(x) називають власною функцiєю оператора,
а число f — власним числом. Для ермiтових операторiв власнi значення дiйснi числа,
а власнi функцiї взаємно ортогональнi.

12. Якщо спряжений оператор дорiвнює своєму оберненому оператору, то такий
оператор називають унiтарним

F̂ † = F̂−1, або F̂ †F̂ = F̂ F̂ † = Î .

1Тут i далi зiрочка означає комплексне спряження.
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1.1 Задачi

1.1. Довести, що сума двох лiнiйних операторiв є теж лiнiйним оператором.

1.2. Â та B̂ два ермiтових оператора. Чи будуть ермiтовими оператори ÂB̂ та ÂB̂ +
B̂Â?

1.3. Для довiльного оператора L̂ показати наступне:

1. (L̂†)† = L̂;

2. оператори L̂†L̂ та L̂L̂† ермiтовi;

3. оператори L̂† + L̂ та i(L̂− L̂†) ермiтовi;

4. [Â, Ân] = 0;

5. Â−1B̂nÂ =
(
Â−1B̂Â

)n
;

6. Â−1f
(
B̂
)
Â = f

(
Â−1B̂Â

)
.

1.4. Довести, що для операторiв, якi задовольняють умовi [Â, B̂] = C, де C — число,
виконується наступне спiввiдношення [f(Â), B̂] = Cf ′(Â), де f ′(x) = df(x)

dx
.

Вказiвка: Спочатку розглянути окремий випадок, коли f(Â) = Ân.

1.5. Довести, що eξÂB̂e−ξÂ = B̂ − Cξ, якщо [B̂, Â] = C, де C та ξ довiльнi числа.

1.6. Довести тотожнiсть

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

3!

[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ . . . .

1.7. Довести тотожнiсть Якобi [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0.

1.8. Оператор Â ермiтов. Показати, що оператор Û = exp
(
iÂ
)

унiтарний.

1.9. Довести, що для двох ермiтових операторiв Â та B̂ комутатор є iF̂ , де F̂ —
ермiтовий оператор.

1.10. Знайти оператор спряжений до ∂n

∂xn . При яких значеннях n з цей оператор
ермiтов?

1.11. Показати, що наступнi оператори є ермiтовими

1. оператор iмпульсу p̂ = ~

i
∇;

2. оператор моменту iмпульсу L̂ = x× p̂;

3. ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
.

1.12. Розглянути оператори

9



1. iнверсiї P̂ : P̂ψ(x) = ψ(−x),

2. зсуву T̂a: T̂aψ(x) = ψ(x+ a),

Якi з цих операторiв є ермiтовими?

1.13. Знайти власнi функцiї та власнi значення оператора iнверсiї.

1.14. Знайти у явному виглядi дiю наступних операторiв на хвильову функцiю

(1) exp(iπP̂ ), де P̂ оператор iнверсiї;

(2) T̂a = exp (a∇).

1.15. Для стану, що описується хвильовою функцiєю

ψ(x) = C exp

[
i
p0x

~
− (x− x0)

2

2σ

]
,

де p0, x0 — дiйснi параметри, в σ — додатнє число, знайти середнi значення та
флюктуацiї координати та iмпульсу.
Примiтка: Флюктуацiя є (∆L)2 = 〈L̂2〉 − 〈L̂〉2.
1.16. Довести, що 〈(p̂−〈p̂ 〉)2〉〈(x̂−〈x̂ 〉)2〉 ≥ ~2

4
. Для яких хвильових функцiй нерiвнiсть

перетворюється на рiвнiсть?

1.2 Вiдповiдi та розв’язки

1.1. (Â+ B̂)(c1ψ1+c2ψ2) = c1Âψ1+c1B̂ψ1+c2Âψ2+c1B̂ψ2 = c1(Â+ B̂)ψ1+c2(Â+ B̂)ψ2.

1.2. ÂB̂ — нi, ÂB̂ + B̂Â — так.

1.3. Тотожностi 1–5 доводяться елементарно. Для встановлення тотожнiстi 6 потрiбно
розкласти в ряд f(Â) по степенях Â i застосувати тотожнiсть 5.

1.4. Розглянемо випадок, коли f(Â) = Ân:

[Ân, B̂] = [Ân−1, B̂]Â+ CÂn−1 = ... = nCÂn−1 = Cf ′(Â).

В загальному випадку:

[f(Â), B̂] =
∞∑

n=0

cn[Â
n, B̂] = Cf ′(Â).

1.5. Використати результ попередньої задачi.

1.6. Розглянянемо функцiю F̂ (t) = etÂB̂e−tÂ i розложимо її в ряд по парметру t:

F̂ (t) = F̂ (0) +
∞∑

n=1

tn

n!

dnF̂ (ξ)

dξn

∣∣∣∣∣
ξ=0

.
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По iндукцiї легко показати, що

dnF̂ (ξ)

dξn
|ξ=0= etÂ [Â, [Â, · · · [Â, B̂]] · · · ]︸ ︷︷ ︸

n

e−tÂ|ξ=0= [Â, [Â, · · · [Â, B̂]] · · · ]︸ ︷︷ ︸
n

.

Тодi

eÂB̂e−Â = F̂ (1) = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

3!

[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ . . . .

1.7. Доводиться прямою пiдстановкою.

1.8. U † =
(
eiÂ
)†

= e−iÂ†

= e−iÂ = U−1.

1.9. [Â, B̂]† = B̂†Â† − Â†B̂† = [B̂, Â] = −[Â, B̂]. Якщо записати комутатор як [Â, B̂] =

iF̂ , то маємо (iF̂ )† = −iF̂ або F̂ † = F̂ .

1.10. (−1)n ∂n

∂xn . Ермiтовим є оператор з парним n.

1.11.

1. (ϕ, p̂ψ) = ~

i

∫
ϕ(x)∇ψ(x)d3x = ~

i

∫ [
∇
(
ϕ∗(x)ψ(x)

)
− ψ(x)∇ϕ∗(x)

]
d3x =

=
[
~

i

∫
ψ(x)∇ϕ∗(x)d3x

]∗
= (ψ, p̂ϕ)∗.

2. Аналогiчно задачi 1.

3. Використати результат задачi 1.

1.12. P̂ — ермiтов, T̂a — не ермiтов.

1.13. Усi парнi та непарнi функцiї є власними функцiями орератора iнверсii, яким
вiдповiдають власнi функцiї P = +1 та −1

1.14. Розкладаючи в ряд одержимо:

(1) exp(iπP̂ )ψ(x) =

(
1− π2

2!
+
π4

4!
+ ...

)
ψ(x) + i

(
π − π3

3!
+ ...

)
ψ(−x) =

= cosπψ(x) + i sin πψ(−x) = −ψ(x);

(2) T̂aψ(x) = exp (a∇)ψ(x) =

[
1 + a∇+

1

2!
(a∇)2 + ...

]
ψ(x) = ψ(x+ a).

1.15. З умови нормування одержимо C =
1

4
√
πσ

. Тодi:

〈x〉 = 1√
πσ

∫
dxxe−

(x−x0)
2

σ = x0, 〈x2〉 = 1√
πσ

∫
dxx2e−

(x−x0)
2

σ = x20 +
σ

2
, (x)2 =

σ

2
.

Аналогiчно для iмпульса:

〈p̂ 〉 = p0, 〈p̂ 2〉 = p20 +
~
2

2σ
, (p̂ )2 =

~
2

2σ
.
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1.16. Розглянемо нерiвнiсть
∫

| [α(p̂− a)− i(x̂− b)] Ψ(x)|2dx ≥ 0, (1.1)

де α, a та b довiльнi дiйснi числа. Використовуючи наступнi спiввiдношення
∫
(p̂ ∗ − a)Ψ∗(x)(p̂− a)Ψ(x)dx =

= −~

i

∫
∂

∂x
[Ψ∗(x)(p̂− a)Ψ(x)] dx+

∫
Ψ∗(x)(p̂− a)2Ψ(x)dx =

= 〈(p̂− a)2〉,∫
(x̂∗ − b)Ψ∗(x)(p̂− a)Ψ(x)dx = 〈(x̂− b)2〉,

−
∫

[(p̂ ∗ − a)Ψ∗(x)(x̂− b)Ψ(x)− (x̂− b)Ψ∗(x)(p̂− a)Ψ(x)] dx =

=
~

i

∫
∂

∂x
[Ψ∗(x)(p̂− a)Ψ(x)] dx−

−
∫

Ψ∗(x)(p̂− a) [(p̂− a), (x̂− b)] Ψ(x)dx = i~

перепишемо лiву нерiвностi у виглядi

α2〈(p̂− a)2〉+ α~+ 〈(x̂− b)2〉 ≥ 0.

Для того, щоб лiва частина була невiдємною, потрiбно вимагати

〈(p̂− a)2〉〈(x̂− b)2〉 ≥ ~
2

4
.

Покладаючи a = 〈p̂〉 та b = 〈x̂〉 одержимо необхiдну рiвнiсть.
Спiввiдношення (1.1) перетворюється на рiвнiсть у випадку, коли пiдiнтегральний

вираз дорiвнює нулю, [α (p̂− a)− i(x̂− b)] Ψ(x) = 0.
Перепишемо це рiвняння у виглядi

α
dΨ(x)

Ψ(x)
=

1

~

(
−x
α
+ l
)
dx, де l = ia +

b

α
,

i проiнтегруємо його:

Ψ(x) = N exp

(
− x2

2~α
+
lx

~

)
= Ñ exp

(
−(x− 〈x̂〉)2

2σ
+
ix〈p̂〉
~

)
.

Для того, щоб хвильова функцiя була нормованою, необхiдно, щоб σ було додатнiм
числом.
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Роздiл 2

Квантовий рух в одномiрному

просторi

1. В одномiрному просторi стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера є

− ~
2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x), (2.1)

де m та E — маса та енергiя частинки, ψ(x) — її хвильова функцiя.

2. Рiвняння неперервностi для одномiрного простору має наступний вигляд:

∂ρ(t, x)

∂t
+
∂j(t, x)

∂x
= 0,

де

ρ(t, x) = |ψ(t, x)|2,

j(t, x) =
~
2

2mi

[
ψ∗(t, x)

∂ψ(t, x)

∂x
− ∂ψ∗(t, x)ψ(t, x)

∂x

]
,

(2.2)

вiдповiдно, густина ймовiрностi та густина струму ймовiрностi.

3. Вiд потенцiала U(x) не обов’язково вимагати неперервностi, в деяких точках вiн
може змiнюватись стрибком. Якщо в точцi розриву x = x0 потенцiал змiнюється на
кiнцеву величину, то вимагається виконання двох умов — неперервностi хвильової
функцiї та її першої похiдної:

lim
ǫ→0

ψ(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ(x0 + ǫ),

lim
ǫ→0

ψ′(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ′(x0 + ǫ).
(2.3)

Якщо ж в точцi розриву потенцiал зростає на безмежну величину, то вiд хвильової
функцiї вимагається тiльки її неперервностi в точцi розриву:

lim
ǫ→0

ψ(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ(x0 + ǫ). (2.4)

13



4. При невеликих вiдхиленнях x вiд положення рiвноваги потенцiал можна розкласти
в ряд по степенях x. Враховуючи, що в точцi рiвноваги U ′(x)|x=0 = 0, потенцiал
зводиться до потенцiалу гармонiчного осцилятора

U(x) ≈ 1
2
κx2ψ(x),

де κ параметр пружностi. В класичнiй фiзицi частинка пiд дiєю сили F = −κx
виконує гармонiчнi коливання з частотою ν =

ω

2π
, де ω =

√
κ/m — кругова частота.

Її енергiя може приймати довiльнi додатнi значення. В квантовому випадку енергiя
квантується1:

En = ~ω(1
2
+ n), де n = 0, 1, 2, ... (2.5)

Вiдповiднi хвильовi функцiї є

ψn(x) ≡ |n〉 = AnHn(ξ)e
−1
2
ξ2, (2.6)

де

ξ =

√
ωm

~
x i An = 4

√
ωm

π~
(2nn!)−

1
2 ,

а Hn(ξ) — полiном Ермiта n-го порядку. З властивостями останнiх можна ознайо-
митись у Математичних доповненнях. Тут варто лише сказати, що полiном Ермiта
є парною функцiєю при парному n та непарною функцiєю при непарному n. Явнi
вирази для декiлькох полiномiв Ермiта наведено нижче

H0(ξ) = 1, H1(ξ) = 2ξ, H2(ξ) = 4ξ2 − 2,

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ, H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12.
(2.7)

Полiномi Ермiта мають важливу властивiсть

ξHn(ξ) =
1
2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ). (2.8)

Звiдси випливає, що

x|n〉 =
√

~

ωm

(√
n+ 1

2
|n+ 1〉+

√
n

2
|n− 1〉

)
. (2.9)

2.1 Задачi

2.1. Знайти спектр енергiї та хвильовi функцiї для частинки, яка знаходиться в
потенцiальнiй ямi безмежної глибини (рис. 2.1).

2.2. Частинка утримається в ямi обмеженої глибини, яку зображено на рис. 2.2. Її
гамiльтонiан комутує з оператором iнверсiї (не змiнюється при замiнi x → −x). Це
означає, що власнi функцiї гамiльтонiана є одночасно власними функцiями оператора

1Розв’язок рiвняння Шрьодiнгера для гармонiчного осцiлятора можна знайти у любому
пiдручнику з квантової механiки або атомної фiзики. Тому тут приводимо лише остаточну вiдповiдь
для енергетичного спектру та вiдповiднi хвильовi функцiї.

14



iнверсiї i, таким чином, розв’язки дiляться на такi, якi вiдповiдають парним та непар-
ним хвильовим функцiям. Показати це шляхом прямого розв’язку рiвняння Шрьо-
дiнгера.

2.3. Знайти умову на параметри U0 та a потенцiала рис. 2.2, при якiй частинка має
лише один дискретний енергетичний рiвень.
Вказiвка: Скористатися результатом попередньої задачi.

2.4. Частинка знаходиться в потенцiалi

U(x) = −αδ(x),

причому α > 0. Знайти дискретний енергетичний спектр та вiдповiднi хвильовi функ-
цiї.
Вказiвка: Розглядати потенцiал як граничний перехiд ями, яку зображено на рис. 2.2

з a = ǫ та U0 =
α

2ǫ
, коли ǫ → 0.

2.5. При описi властивостей двоатомних молекул часто використовують потенцiал
Морза (рис. 2.3)

U(r) = D0

(
e−2αx − 2e−αx

)
,

де r — вiдстань мiж ядрами, x = r − r0 — вiдхилення вiд положення рiвноваги r0,
D0 — потенцiал в точцi рiвноваги, а α — параметр моделi. Знайти дискретний спектр
молекули та вiдповiднi хвильовi функцiї.
Вказiвки:

• По визначеню x = r − r0 i тому −r0 ≤ x ≤ ∞. Проте, враховуючи те, що при
r → 0 потенцiал рiзко зростає вважати, що −∞ ≤ x ≤ ∞.

• В рiвняннi Шрьодiнгера перейти до нової змiнної

z =

√
8mD0

~2α2
e−αx.

• Показати, що: ψ ∼ zν при z → 0 (знайти ν), та ψ ∼ e−
1
2
z при z → ∞ .

• Шукати роз’вязок у виглядi ψ(z) = Nzνe−
1
2
zw(z). Записати рiвняння для w(z).

• Шукати розв’язок одержаного рiвняння у виглядi полiнома

w(z) =
n∑

µ=0

aµz
µ

та знайти рекурентне спiввiдношення для коефiцiентiв aµ.

2.6. Знайти дискретний енергетичний спектр та вiдповiднi хвильовi функцiї для час-

тинки, яка знаходиться у полi U(x) = − U0

ch2 αx
.

Вказiвки:

• В рiвняннi Шрьодiнгера (2.1) перейти до нової змiнної z = thαx, −1 ≤ z ≤ 1.
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a

U(x)

x0

Рис. 2.1: Потенцiальна яма
безмежної глибини (до задачi
2.1)

1
2
a−1

2
a

U(x)

x

−U0

I II III

Рис. 2.2: Потенцiальна яма
обмеженої глибини (до задач
2.2, 2.3 та 2.8)

EDD0

r0 r
U(r)

n = 1
n = 2
n = 3
n = 4
n = 5
n = 6
n = 7

Рис. 2.3: Потенцiал Морза (до задачi 2.5)

• Показати, що при z → ±1 хвильова функцiя ψ(z) ∼ (1∓ z)σ. Знайти σ.

• Шукати розв’язок у виглядi ψ(z) = (1− z2)
σ
w(z), де w(z) полiном степенi n:

w(z) =
∑n

µ=0 aµz
µ. Знайти рекурентне спiввiдношення для коефiцiентiв an.

2.7. Розрахувати коефiцiенти проходження D та вiдбиття R частинки, яка рухається
у полi зображеному на рис. 2.4 (a) та (b).
Вказiвка: Коефiцiенти проникливостi та вiдбивання визначаються як вiдношення D =
j′/j, R = jв/j, де j, j′ та jв потоки ймовiрностi падаючої хвилi, хвилi, що пройшла,
та вiдбитої хвилi.

2.8. Розрахувати коефiцiенти проходження D та вiдбиття R частинки, яка рухається у
полi зображеному на рис. 2.2. При якiй умовiD = 1 (це явище називають резонансом)?

2.9. Знайти коефiцiент проходження частинки, яка рухається у полi зображеному на
рис. 2.5 з енергiєю, яка менша за енергiю сходинки, E < U0.

2.10. Розрахувати коефiцiенти проходження D та вiдбиття R для частинки, яка
рухається в потенцiалi U(x) = αδ(x), α > 0.

16



U(x)

x

U0

E
(a)

U(x)

x

U0

E (b)

Рис. 2.4: До задачi 2.6

U(x)

x

U0

E

−b b

I II III

Рис. 2.5: До задачi 2.8. Тунельний
ефект

Вказiвка: Скористатися результатом попередньої задачi.

2.11. Розрахувати матричний елемент 〈n′|x |n〉 =
∫∞
∞ dxψn′(x)xψn(x) мiж двома кван-

товими станами гармонiчного осцилятора.

2.12. Використовуючи результат попередньої задачi знайти середньоквадратичне вiд-
хилення вiд положення рiвноваги гармонiчного осцилятора в квантовому станi n.

2.13. Потенцiал взаємодiї двох частинок з рiзними масами (m1 та m2) є U(x1, x2) =
1
2
κ(x1−x2)2, де x1 та x2 — координати частинок. Знайти енергетичний спектр системи

та вiдповiднi хвильовi функцiї.

2.14. Оператор Гамiльтона системи двох взаємодiючих мiж собою частинок з одна-
ковими масами є

Ĥ =
p̂ 2
1

2m
+
p̂ 2
2

2m
+ 1

2
κ(x21 + x22) + αx1x2.

1. При яких умовах на параметри задачi κ та α система має скiнченну енергiю
(вважити κ > 0)?

2. Знайти енергетичний спектр складної частинки та вiдповiднi хвильовi функцiї.

3. Знайти середньоквадратичний розмiр та область локалiзацiї центра мас складної
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частинки.

2.15. Три частинки з однаковими масами взаємодiють попарно мiж собою

U(x1, x2, x3) =
1
2
κ
[
(x1 − x2)

2 + (x1 − x3)
2 + (x2 − x3)

2
]
,

де xi — координата вiдповiдної частинки. Знайти енергетичний спектр системи та
вiдповiднi хвильовi функцiї.
Вказiвка: Ввести новi змiннi — координату центра мас X та двi вiдноснi координати
x i ρ (їх називають координатами Якобi, див. рис. 2.7)

2.16. Знайти зсув енергетичних рiвнiв та хвильових функцiй стацiонарних станiв
заряженного одномiрного гармонiчного осцилятора при накладаннi на нього одно-
рiдного електричного поля, яке направлено вздовж коливань осцилятора.

2.17. Знайти рiвнi енергiї системи двох частинок маси M1 та M2, якi знаходяться в
полi κ

2
(x21 + x22) + αx1x2, де |α| < κ.

2.2 Вiдповiдi та розв’язки

2.1. Загальний розв’язок рiвняння Шрьодiнгера в областi 0 < x < a є: ψ(x) =
A sin(kx + ϕ), де k =

√
2mE, а A та ϕ — константи iнтегрування. В iнших областях,

x < 0 та x > a, хвильова функцiя дорiвнює нулю, ψ(x) = 0. Накладаючи на хвильову
функцiю ψ(x) умови ψ(0) = ψ(a) = 0 одержимо ϕ = 0 та умову квантування енергiї

kn =
nπ

a
, де n = 1, 2, 3, . . . ; константу A знаходиться з умови нормування:

En =
(~πn)2

2ma2
, ψn(x) =





√
2

a
sin

nπx

a
при 0 ≤ x ≤ a,

0 при x ≤ 0 та x ≥ a.

2.2.2 По умовi задачi частинка утримається в ямi i тому її енергiя вiд’ємна, E < 0, а
хвильова функцiя має спадати до нуля, коли частинка знаходиться далеко вiд ями:

ψ(x) → 0, якщо x→ ±∞.

Тому в областях I та III (див. рис. 2.2) потрiбно вибрати наступнi розв’язки рiвняння
Шрьодiнгера (2.1)

ψI(x) = A1e
κx, ψIII(x) = A3e

−κx, де κ =

√
−2mE

~
.

В областi II загальний розв’язок є:

ψII(x) = A2e
ikx +B2e

−ikx, де k =

√
2m(U0 + E)

~
.

2Детальний аналiз задачi про частинку в такому потенцiалi можна знайти в [10].
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Константи iнтегрування A1, A2, A3 та B2 визначаються з умов неперервностi (2.3),
якi в нашому випадку зводиться до

A1e
−κa = A2e

−ika +B2e
ika,

κA1e
−κa = ik

(
A2e

−ika −B2e
ika
)
,

A2e
ika +B2e

−ika = A3e
−κa,

ik
(
A2e

ika −B2e
−ika

)
= −κA3e

−κa.

(2.10)

Додатково на хвильову функцiю необхiдно ще накласти умову нормування, що дає ще
одне рiвняння. Таким чином маємо переозначену систему — 5 рiвнянь на 4 коефiцiенти
i для того, щоб задовольнити систему рiвнянь потрiбно розглядати енергiю, як до-
даткову невiдому.

Запишемо умову сумiсностi рiвнянь (2.10)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e−κa −e−ika −eika 0

κe−κa −ike−ika ikeika 0

0 eika e−ika −e−κa

0 ikeika −ike−ika κe−κa

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

i будемо розглядати її як рiвняння на енергiю. Обчислюючи детермiнант отримаємо,
що енергетичний спектр має задовольняти рiвнянню:

κ2 − k2 + 2kκctg(2ka) = 0. (2.11)

Розв’яжемо його вiдносно κ:

κ =

{
k tg(ka), (a)

− k ctg(ka). (b)
(2.12)

З перших двох рiвнянь системи (2.10) виразимо константи A2 та B2 через A1:

A2 =
k − iκ

2k
e−(κ−ik)aA1,

B2 =
k + iκ

2k
e−(κ+ik)aA1.

(2.13)

Пiдставляючи (2.13) в третє рiвняння системи (2.10) одержимо

A3 =
[
cos(2ka) +

κ

k
sin(2ka)

]
A1. (2.14)

Беручи до уваги (2.12–2.14) отримаємо:
для випадку (a) хвильова функцiя є парною

ψ(x) =





A1e
κx при x ≤ −a,

A cos(kx) при − a ≤ x ≤ a,
A1e

−κx при x ≥ a,
(2.15)
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π

2a

π

a
k

y

Рис. 2.6: До задачi 2.4. Функцiя y =

√
2mU0

~
cos(ka) зображена неперервною жирною лiнiєю,

y =

√
2mU0

~
sin(ka) пунктиром, а y = k тонкою неперервною лiнiєю

для випадку (b) хвильова функцiя є непарною

ψ(x) =





A1e
κx при x ≤ −a,

A′ sin(kx) при − a ≤ x ≤ a,
−A1e

−κx при x ≥ a,
(2.16)

де A =
e−κa

cos(ka)
A1 та A′ = − e−κa

sin(ka)
A1.

2.3. Враховуючи те, що k2 + κ2 = 2mU0/~
2, вирази (2.12) перетворяться на рiвняння

для k:

k =

√
2mU0

~
cos(ka), (a)

k =

√
2mU0

~
sin(ka). (b)

(2.17)

Рiвняння (2.17) розвязуються графiчно (див. [10]). В зв’язку з тим, що κ та k не
можуть бути вiд’ємними, випливає, що у випадку (a) tg(ka) має бути додатнiм, а
у випадку (b) — вiд’ємним. Тому найнижчi енергетичнi рiвнi вiдповiдають областi

k ≤ π

2a
(для симетричної хвильової функцiї) та

π

2a
≤ k ≤ π

a
(для антисиметричної

хвильової функцiї). Як легко бачити з рис. 2.6 при умовi

π

2a
>

√
2mU0

~
(2.18)

залишається лише один рiвень, який вiдповiдає симетричнiй функцiї (2.15).

2.4. Перш за все покажемо, що

δ(x) = lim
ǫ→0

δǫ(x), де δǫ(x) =





0, x < −ǫ,
(2ǫ)−1, −ǫ < x < ǫ,
0, x > ǫ.

(2.19)
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Дiйсно, iнтегруючи функцiю δǫ(x) з любою фунцiєю f(x), яка не має особливостей в

околi точки x = 0, одержимо
∫∞
−∞ dxf(x)δǫ(x) = f(0)+O(ǫ).Тому lim

ǫ→0

∫ ∞

−∞
dxf(x)δǫ(x) =

f(0), що i є визначенням δ-функцiї.
Легко бачити, що при ǫ→ 0 нерiвнiсть (2.18) виконується, i тому iснує лише один

рiвень, який вiдповiдає парнiй хвильовiй функцiї ψ(x) = Ae−κ|x|, де κ =

√
−2mE

~
.

В точцi x = 0 ця хвильова функцiя має неперервний характер, проте її похiдна має
розрив. Розрив похiдної пов’язан з тим, що потенцiал має безмежно великий стрибок
при x→ 0.

Для того щоб знайти енергiю скористаємось рiвнянням (2.17.a) де

k =

√
αm+ 2ǫmE

ǫ~2
.

В результатi одержимо рiвняння для енергiї

√
α + 2ǫE =

√
α cos

√
ǫαm+ 2ǫ2mE

~
. (2.20)

Розкладаючи праву та лiву частини рiвняння (2.20) по степеням ǫ одержимо значення
енергiї:

E = −mα
2

2~2
.

2.5. Пiсля замiни
z = λe−αx, 0 ≤ z ≤ ∞,

рiвняння Шрьодiнгера (2.1) приймає вигляд:

ψ′′ + z−1ψ′ +

(
λ2E

4D0
z−2 +

λ

2
z−1 − 1

4

)
ψ = 0, (2.21)

де λ =

√
8mD0

α~
.

Знайдемо поведiнку хвильової функцiї у граничних випадках:

• При z → 0 рiвняння перетворюється на

ψ′′ + z−1ψ′ +
λ2E

4D0
z−2ψ = 0.

Його розв’язок, який прямує до нуля, є

ψ ∼ zν , ν =
λ

2

√
− E

D0
.

• При z → ∞ одержимо
ψ′′ = 1

4
ψ, ψ ∼ e−

1
2
z.
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Тому розв’язок рiвняння будемо шукати у виглядi

ψ = zνe−
1
2
zw(z), (2.22)

де w(z) полiном степенi n:

w(z) =
n∑

µ=0

aµz
µ.

Пiдставляючи (2.22) у рiвняння (2.21) одержимо

n∑

µ=1

µ(µ+ 2ν)aµz
µ−1 +

n∑

µ=0

(
−µ + 1

2
λ− 1

2
− ν
)
aµz

µ = 0.

Пiсля замiни µ−1 → µ iндекса сумування в першому доданку i прирiвнюючи до нуля
коефiцiенти при однакових степенях z одержимо рекурентне рiвняння на коефiцiенти
aµ

aµ+1 =
µ− 1

2
λ+ 1

2
+ ν

(µ+ 1)(µ+ 2ν + 1)
aµ, µ ≤ n− 1, (2.23)

та умову обривання ряду
ν = 1

2
λ− 1

2
− n. (2.24)

Останнє визначає енергетичний спектр:

En = −(α~)2

2m

(√
2mD0

α~
− 1

2
− n

)2

, 0 ≤ n < 1
2
λ− 1

2
.

Обмеження зверху на n виникає з умови, що ν не може бути вiд’ємним.
Пiдставляючи (2.24) в (2.23) одержимо остаточне рекурентне рiвняння:

aµ+1 =
µ− n

(µ+ 1)(µ+ λ− n)
aµ.

Отже, усi коефiцiенти виражаються через a0. Останнiй визначається з умови норму-
вання.

2.6. Пiсля замiни
z = thαx, −1 ≤ z ≤ 1,

рiвняння Шрьодiнгера приймає вигляд:

d

dz

(
1− z2

) dψ(z)
dz

+

(
λ− ν

1− z2

)
ψ(z) = 0, (2.25)

де λ =
2mU0

(α~)2
та ν = − 2mE

(α~)2
.

Знайдемо поведiнку хвильової функцiї при z → ±1. В цих областях рiвняння
Шрьодiнгера перейде в

4
d

dz
(1± z)

dψ(z)

dz
− ν

1± z
ψ(z) = 0.
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Його розв’язки, якi прямують до нуля при z → ±1, є:

ψ ∼ (1± z)
1
2

√
ν .

Тому слiд шукати розв’язок повного рiвняння у виглядi

ψ(z) = (1− z2)
1
2

√
νw(z),

де невiдома функцiя w(z), представляє собою полiном кiнцевої степенi,

w(z) =

n∑

µ=0

aµz
µ.

Пiдставляючи цей вираз у рiвняння (2.25) одержимо

n∑

µ=0

{[
λ− ν −

√
ν − 2µ

(
1 +

√
ν
)]
zµ +

(
1− z2

)
µ(µ− 1)zµ−2

}
aµ = 0,

або

n∑

µ=0

[
λ− ν −

√
ν − 2µ(1 +

√
ν)− µ(µ− 1)

]
aµz

µ+

+

n−2∑

µ=0

(µ+ 2)(µ+ 1)aµ+2z
µ = 0.

Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при однакових степенях z одержимо:

λ− ν −
√
ν − 2n(1 +

√
ν)− n(n− 1) = 0,

an−1 = 0,

aµ+2 =
−λ + ν +

√
ν + 2− 2µ

√
ν + µ(µ− 1)

(µ+ 2)(µ+ 1)
aµ, при µ ≤ n− 2.

З першого з цих рiвнянь одержимо енергетичний спектр

En = −α
2
~
2

8m

(
−1 − 2n+

√
1 + 4λ

)2
, де 0 ≤ n < −1

2
+

1

2

√
1 + 4λ.

Верхнє обмеження на n виникає iз умови, що ν має бути додаднiм.
Наступнi два рiвняння визначають (з точнiстью до нормiровки) полiном w(z).

Легко бачити, що останнiй мiстить лише парнi або непарнi степенi.

2.7. Розглянемо випадок (а). В лiвiй напiвпощинi iснують двi хвилi, що пройшла, та
та, що вiдбилась, а в правiй — тiльки та, що пройшла. Тому в окремих областях маємо
такi розв’язки рiвняння Шрьодiнгера:

ψл(x) = A1e
ikx +B1e

−ikx, x < 0,

ψп(x) = A2e
ik′x, x > 0,
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де k =

√
2m(E − U0)

~2
та k′ =

√
2mE

~2
. Використовуючи в точцi x = 0 умови неперервностi

отримаємо наступнi обмеження на коефiцiєнти

A1 +B1 = A2,

k(A1 −B1) = k′A2.

Звiдси маємо

A2 =
2k

k + k′
A1, B1 =

k − k′

k + k′
A1.

Розраховуючи вiдповiднi потоки одержимо:

D = 4

√
E(E − U0)(√

E +
√
E − U0

)2 , R =

(√
E −

√
E − U0√

E +
√
E − U0

)2

.

У випадку (b) задача розв’язується аналогiчно, причому вiдповiдь буде тiєю самою.

2.8. В зв’язку з тим, що E > 0 розв’язки в усiх трьох областях мають осцилюючий
характер:

ψI(x) = A1e
ik0x +B1e

−ik0x,

ψII(x) = A2e
ikx +B2e

−ikx,

ψIII(x) = A3e
ik0x +B3e

−ik0x,

де k0 =

√
2mE

~
, k =

√
2m(E + U0)

~
. Далi будемо вважати, що потiк частинок падає

злiва направо, тому в областi III iснує лише хвиля, яка пройшла, i потрiбно покласти
B3 = 0. В областi I iснують двi хвилi — та, що падала, i та, що вiдбилась.

Використовуючи (2.2) розрахуємо струми jп (для хвилi, що падає), jв (для хвилi,
що вiдбилась) i jпр (для хвилi, що пройшла):

jп =
~k0
m
A1, jв =

~k0
m
B1, jпр =

~k0
m
A3.

Звiдси випливає, що коефiцiєнти проходження та вiдбiвання визначаються наступним
чином:

D =

∣∣∣∣
A3

A1

∣∣∣∣
2

, R =

∣∣∣∣
B1

A1

∣∣∣∣
2

.

Умови неперервностi на границях областей (2.3) зводяться до чотирьох лiнiйних
рiвнянь

A1e
−ik0a +B1e

ik0a = A2e
−ika +B2e

ika,

k0
(
A1e

−ik0a − B1e
ik0a
)
= k

(
A2e

−ika −B2e
ika
)
,

A2e
ika +B2e

−ika = A3e
ik0a,

k
(
A2e

ika − B2e
−ika

)
= k0A3e

ik0a.
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Звiдси випливає

A1 = (4kk0)
−1
[
(k0 + k)2e2i(k0−k)a − (k0 − k)2e2i(k0+k)a

]
A3,

B1 =
i

2

(
k

k0
− k0

k

)
sin(2ka)A3.

В результатi отримаємо:

D =

[
1 +

1

4

(
k0
k

− k

k0

)2

sin2(2bk)

]−1

та R = 1−D.

Явище резонансу вiдбувається при умовi 2kb = nπ.

2.9. Можна скористатись формулами попередньої задачi, де

k = iκ, κ =

√
2m(U0 −E)

~
.

Тодi

D =

[
1 +

1

4

(
k0
κ

+
κ

k0

)2

sh2(2bκ)

]−1

та R = 1−D.

2.10. D =
2~2E

2~2E + α2m
, R =

a2m

2~2E + α2m
.

2.11.

√
~

mω

(√
n

2
δn′,n−1 +

√
n + 1

2
δn′,n+1

)
.

2.12.
~

mω

(
n+

1

2

)
.

2.13. Перейдемо до нових змiнних: координати центра мас X та вiдносної координати
x мiж частинками,

X =
m1

m1 +m2
x1 +

m2

m1 +m2
x2, x = x1 − x2. (2.26)

Вiдповiднi канонiчно спряженi до них iмпульси є

P̂ = −i~
(

∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
,

p̂ = −i~
(

m2

m1 +m2

∂

∂x1
− m1

m1 +m2

∂

∂x2

)
.

(2.27)

(Перевiрте, що мiж новими операторами координат та iмпульсiв зберiгаються кому-
тацiйнi спiввiдношення.)

В нових змiнних рiвняннi Шрьодiнгера (2.1) є
(
− ~

2

2M

∂2

∂X2
− ~

2

2µ

∂2

∂x2
+
κ

2
x2
)
ψ(X, x) = Eψ(X, x),

де M = m1 +m2, та µ =
m1m2

m1 +m2

(2.28)
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Рiвняння (2.28) дозволяє роздiлення змiнних:

ψ(X, x) = Φ(X)φ(x), E = T + ε,

− ~
2

2M

∂2

∂X2
Φ(X) = TΦ(X),

(
− ~

2

2µ

∂2

∂x2
+
κ

2
x2
)
φ(x) = εφ(x).

(2.29)

Перше з рiвнянь (2.29) описує вiльний рух частинки з масоюM , а друге — частинку
iз зведеною масою µ, яка знаходиться в осциляторному полi. Розв’язки обох рiвнянь
добре вiдомi (див., наприклад, [7]). Отже, маємо:

Epn = Tp + En,

де Tp =
p2

2M
, E0n = ~ω

(
n+ 1

2

)
,

Φp(X) =
1√
2π~

ei
pX
~ , φn(x) = AnHn(ξ)e

− 1
2
ξ2.

An та ξ визначенi в п. 4 передмови до цього роздiлу, p — довiльний iмпульс, n =

0, 1, 2, 3, ..., ω =

√
κ

µ
.

Систему можна розглядати як вiльну частинку, яка має масу M та iмпульс p,
середньоквадратичний розмiр якої є

〈
x2
〉
n
= A2

n

∫ ∞

−∞
dxx2H2

n(ξ)e
−ξ2 =

=
~

µω

(
n+

1

2

)
.

2.14. Запишемо гамiльтонiан задачi в змiнних (2.26) та (2.27), де m1 = m2 = m:

Ĥ = − ~
2

2M

∂2

∂X2
− ~

2

2µ

∂2

∂x2
+ (κ + α)X2 +

κ− α

4
x2,

M = 2m, µ =
1

2
m,

X =
1

2
(x1 + x2), x = x1 − x2.

Роздiляючи змiннi у вiдповiдному стацiонарному рiвняннi Шрьодiнгера одержимо два
рiвняння Шроьодiнгера для частинок з масами 2m та m/2, якi знаходяться в полi
гармонiчного осцилятора:

ENn = EN + En,(
− ~

2

2M

∂2

∂X2
+ (κ+ α)X2

)
ΦN(x) = ENΦN (x),

(
− ~

2

2µ

∂2

∂x2
+
κ− α

4
x2
)
φn(x) = Enφn(x).

(2.30)
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ρ

Рис. 2.7: До задачi 2.15. Координати Якобi

1. З (2.30) видно, що система має скiнченну енергiю, коли κ > α > −κ.
2. Розв’язуючи рiвняння (2.30) одержимо:

ENn = ~Ω

(
N +

1

2

)
+ ~ω

(
n +

1

2

)
,

ψNn(X, x) = ANanHN(ρ)Hn(ξ)e
− 1

2
(ρ2+ξ2), N, n = 0, 1, 2, ...

де

Ω =

√
κ+ α

m
, ω =

√
κ− α

m
,

ρ =

√
ΩM

~
X, ξ =

√
ωµ

h
x,

AN =
4

√
ΩM

4π
(2NN !)−1/2, aa =

4

√
ωµ

4π
(2nn!)−1/2.

3. r2 = 〈x2n〉 =
~

mω

(
n + 1

2

)
; центр мас локалiзований в крузi з центром в початку

координат координат (x1 = x2 = 0) з радiусом

R =

√
~

2mΩ

(
N +

1

2

)
.

2.15. Введемо координати Якобi:

X =
1

3
(x1 + x2 + x3) ,

x = x1 − x2, ρ =
x1 + x2

2
+ x3.
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Тодi пiсля роздiлення координат одержимо:

Epn1n2 = ~ω (n1 + n2 + 1) +
p2

2M
,

ω =

√
3κ

m
, M = 3m,

ψpn1n2(X, x, ρ) =
1√
2π~

ei
pX
~ An1An2Hn1(ξ1)Hn2(ξ2)e

− 1
2
(ξ21+ξ22),

де p — довiльний iмпульс, а n1, n2 = 0, 1, 2, 3, ...

2.16. Запишемо гамiльтонiан:

Ĥ = − ~
2

2m

d2

dx2
+
κ

2
x2 − EQx,

де Q — заряд частинки, а E — напруженiсть поля. Зробимо замiну x→ y = x− EQ
κ

i

гамiльтонiан перетвориться на

Ĥ = − ~
2

2m

d2

dy2
+
κ

2
y2 − Q2E2

2κ
,

звiдки очевидно, що усi рiвнi енергiї зсунуться на сталу величину ∆E = −Q2E2

2κ
,

En = ~ω

(
n+

1

2

)
− Q2E2

2κ
,

а аргумент хвильових функцiй змiститься на ∆ξ = −
√
ωm

~

EQ
κ

,

ψn(x) = AnHn(ξ +∆ξ)e−
(ξ+∆ξ)2

2 .

2.17. Зробимо замiни змiнних

y1 =
√

M1

M1+M2
x1, y2 =

√
M2

M1+M2
x2,

q̂1 =
√

M1+M2

M1
p̂1, q̂2 =

√
M1+M2

M2
p̂2

пiсля чого гамiльтонiан системи буде:

Ĥ =
q̂ 2
1 + q̂ 2

2

2(M1 +M2)
+

(M1 +M2)κ

2

(
y21
M2

1

+
y22
M2

2

)
+
α(M1 +M2)√

M1M2

y1y2.

Тепер зробимо перетворення, поворот на кут ϕ в «площинi» (1,2),

q̂1 = cosϕ Q̂1 + sinϕ Q̂2, q̂2 = − sinϕ Q̂1 + cosϕ Q̂2,

y1 = cosϕ Y1 + sinϕ Y2, y2 = − sinϕ Y1 + cosϕ Y2,
(2.31)

в результатi чого одержимо наступний гамiльтонiан:

Ĥ =
q̂ 2
1 + q̂ 2

2

2(M1 +M2)
+
κ1
2
Y 2
1 +

κ2
2
Y 2
2 + α′Y1Y2
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де

κ1,2 =
M1 +M2

2

{
κ [M1 +M2 ∓ (M1 −M2) cos 2ϕ]

2M1M2
∓ α√

M1M2

sin 2ϕ

}
,

α′ = (M1 +M2)

[
κ

2

M2 −M1

M1M2
sin 2ϕ+

α√
M1M2

cos 2ϕ

]
.

Слiд сказати, що це перетворення канонiчне, тобто воно не змiнює комутацiйнi спiв-
вiдношення мiж операторами iмпульсiв та координат.

Кут ϕ визначимо з умови, що α′ = 0,

tg2ϕ =
2α

√
M1M2

κ(M1 −M2)
,

i пiдставивши його в вираз для κ1,2 одержимо:

κ1,2 =
M1 +M2

4M1M2

[
κ(M1 +M2)∓

√
κ2(M1 −M2)2 + 4α2M1M2

]

В результатi маємо наступний енергетичний спектр:

En1n2 = ω1

(
n1 +

1

2

)
+ ω2

(
n2 +

1

2

)
,

де

ω1,2 =

{
1

2M1M2

[
κ(M1 +M2)∓

√
κ2(M1 −M2)2 + 4α2M1M2

]}1/2

.
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Роздiл 3

Метод квазiкласичного наближення

1. Квазiкласичним наближенням називають розклад рiвняння Шрьодiнгера та його
розв’язкiв по степеням ~. Цей метод розв’язання рiвняння Шрьодiнгера також нази-
вають методом Вентцеля-Крамерса-Брiллюена (ВКБ).

2. В нульовому порядку розкладу рiвняння Шрьодiнгера зводиться до класичного
рiвняння Гамiльтона-Якобi. Наступнi порядки розкладу вiдповiдають за квантовi влас-
тивостi системи. Приймаючи до уваги члени порядку ~ можна одержати наступний
вираз для одномiрної хвильової функцiї стацiонарного стану частинки у потенцiаль-
ному полi U(x) (див., наприклад, [7]):

ψ(x) =
A√
p(x)

exp

[
i

~

∫ x

x0

dy p(y)

]
+

B√
p(x)

exp

[
− i

~

∫ x

x0

dy p(y)

]
, (3.1)

де x0 — деяка довiльна точка, а

p(x) =
√

2m[E − U(x)].

3. Умовою допустимостi квазiкласичного розкладу (у випадку одномiрного руху)
є

|p| ≫ 3

√
~m

∣∣∣∣
dU(x)

dx

∣∣∣∣.

4. У випадку фiнiтного руху частинки (див. рис. 3.1) з умови «зшивання» хвильової
функцiї в точках x0 та x1 випливають1:

• правило квантування Бора-Зоммерфельда

I = π~

(
n +

1

2

)
, I ≡

∫ x1

x0

dyp(y), (3.2)

де n — цiле число i iнтегрування охоплює область допустимої для руху класичної
частинки;

1Точки x0 та x1 називають точками повороту бо в них класична частинка рухаючись у потенцiалi
змiнює напрямок руху.
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I
II

III

x0 x1

U(x)

x

E

Рис. 3.1: Класично допустимою областю
руху частинки при фiнiтному русi є x0 ≤
x ≤ x1

x0 x1

E

Umax

U(x)

x

Рис. 3.2: Класично допустимi областi
руху частинки при iнфiнiтному русi
лежать злiва вiд точки x0 та справа вiд
точки x1

• умови на коефiцiєнти хвильових функцiї з рiзних областей, рис. 3.1:

ψn(x) =





N

2
√
p̃n(x)

exp
[
1
~

∫ x

x0
p̃n(y) dy

]
, x < x0,

N√
pn(x)

sin
[
1
~

∫ x

x0
pn(x) dy +

π
4

]
, x0 < x < x1,

(−1)nN

2
√
p̃n(x)

exp
[
−1

~

∫ x

x1
p̃n(y) dy

]
, x > x1,

де p̃n(x) =
√

2m[U(x)− En] та pn(x) =
√

2m[En − U(x)].

(3.3)

5. У випадку iнфiнiтного руху (див. рис. 3.2) метод ВКБ дає можливiсть розраху-
вати коефiцiєнт проходження потенцiального бар’єру

D ≈ exp

{
−2

~

∫ x1

x0

dy
√
2m [U(y)−E]

}
. (3.4)

3.1 Задачi

3.1. Використовуючи правило квантування Бора-Зоммерфельда знайти енергетичнi
рiвнi для частинки, яка знаходиться у полi одномiрного гармонiчного осцилятора.
Порiвняти з точними розв’язками та зясувати умови застосування метода квазiкла-
сичного наближення.

3.2. Використовуючи правило квантування Бора-Зоммерфельда знайти енергетичнi
рiвнi для частинки, яка знаходиться у полi потенцiала Морза (задача 2.5). Порiвняти
з точним розв’язком.
Вказiвка: При обчисленi iнтеграла зробити замiну z = e−αx.

3.3. Використовуючи правило квантування Бора-Зоммерфельда знайти енергетичнi
рiвнi для частинки, яка знаходиться у полi

U(x) = − U0

ch2αx
.
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Порiвняти з точним розв’язком.
Вказiвка: При обчисленi iнтеграла в умовi Бора-Зоммерфельда зробити двi замiни:
z = th(αx) i далi тригонометричну замiну.

3.4. Як змiниться умова квантування Бора-Зоммерфельда для потенцiала зображен-
ного на рис. 3.3.

3.5. Методом квазiкласичного наближення знайти рiвнi енергiї частинки, яка знахо-

U(x)

x

a

E

I II

III

Рис. 3.3: До задачi 3.4

U(x)

xметал вакуум

E

Рис. 3.4: Холодна емiсiя електронiв

ab−b

I II III

U(x)

x−a

IV V

Рис. 3.5: До задачi 3.9

диться в полi

U(x) =

{
∞, при x < 0,
λx, при x > 0,

де λ > 0.

3.6. Виходячи з наближення ВКБ одержати вираз для зсуву енергетичних рiвнiв
частинки при змiнi потенцiала на величину δU(x).
Примiтка: Знехтувати зсувом точок повороту.

3.7. На основi метода квазiкласичного розкладу знайти коефiцiєнт проходження D
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через параболiчний потенцiальний бар’єр

U(x) =





U0

[
1−

(x
a

)2]
, при |x| < a,

0, при |x| > a.

3.8. При накладаннi на металевий провiдник зовнiшнього сильного електричного
поля вiдбувається явище холодної емiсiї електронiв з металу. Пояснюється це явище
тунелюванням електронiв через бар’єр, який зображений на рис. 3.4

U(x) =

{
0, при x < 0,
W − eEx, при x > 0,

де W — робота виходу електрона iз зразка. Використовуючи метод ВКБ розрахувати
залежнiсть коефiцiєнта проходження бар’єру вiд величини електричного поля E .

3.9. Поле U(x) являє собою двi однаковi ями, якi роздiленi бар’єром (рис. 3.5). Якби
бар’єр був непроникливим, то iснував би один двiчi вироджений рiвень E, що вiдповi-
дає руху частинки в окремих ямах. Можливiсть проникнення крiзь бар’єр призводить
до зняття виродження. Використовуючи метод квазiкласичного наближеня знайти
величину розщеплення рiвня.

3.2 Вiдповiдi та розв’язки

3.1. Враховуючи що −x0 = x1 =
√

2E/κ запишемо умову квантування Бора-Зоммер-
фельда (3.2) √

2E/κ∫

−
√

2E/κ

dx

√
2m
(
E − κ

2
x2
)
= π~

(
n + 1

2

)
.

Iнтеграл береться тригонометричною пiдстановкою. В результатi одержимо енерге-
тичний спектр

E = ~ω

(
n+

1

2

)
, ω =

√
κ

m
,

який спiвпадає з точним розв’язком. Це результат того, що точний розв’язок пропор-
цiйний ~. Щоб з’ясувати умови застосування ВКБ-метода потрiбно порiвняти хвильовi
функцiї.

Iнтеграли, якi фiгурують в хвильових функцiях (3.3), легко беруться

ξI(ρn) = ~
−1

x∫

x0

p̃(y)dy =
(
n+ 1

2

) {
α1(ρn)− 1

2
sh[2α1(ρn)]

}
,

ξII(ρn) = ~
−1

x∫

x0

p(y)dy =
(
n+ 1

2

) {
−α2(ρn) +

1
2
sin[2α2(ρn)]

}
,

ξIII(ρn) = −~
−1

x∫

x1

p̃(y)dy = ξI(ρn),
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Ψ
(ρ

)

ρ

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

Рис. 3.6: Хвильовi функцiї гармонiчного осцилятора у квазiкласичному наближеннi
(неперервнi лiнiнiї), пунктирнi лiнiї — точнi розв’язки

де ρn =

√
ωm

~

x√
2n+ 1

, α1(ρ) = arcch|ρ| та α2(ρ) = arccosρ, i хвильова функцiя є:

ψ(ρ) =





Ne ξI(ρn)

2 4

√
1
2
ρ2 − n− 1

2

, при ρ < −
√
2n+ 1,

N sin
[
ξII(ρn) +

π
4

]

4

√
n+ 1

2
− 1

2
ρ2

, при −
√
2n+ 1 < ρ <

√
2n+ 1,

(−1)n
Ne ξIII(ρn)

2 4

√
1
2
ρ2 − n− 1

2

, при ρ >
√
2n+ 1.

Константа N визначається з умови нормування
∞∫

−∞

dρψ2(ρ) = 1.

Слiд сказати, що в точках ρ = ±
√

2
(
n+ 1

2

)
пiдiнтегральна функцiя має особливостi,

проте цi особливостi є iнтегрованi.
На рис. 3.6 проведено порiвняння хвильових функцiй розрахуваних у квазiкласич-

ному наближеннi з точними розв’язкам. Легко бачити, що рiзниця мiж наближеним
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розрахунком i точним зменшується з ростом головного квантового числа n, звичайно,
за виключенням вузьких областей в околi точок повороту.

3.2. В новiй змiннiй iнтеграл, який входить в умову Бора-Зоммерфельда (3.2), буде

I = α−1
√

2mD0

1+
√

1+E/D0∫

1−
√

1+E/D0

dz

z

√
−z2 + 2z + E

D0
,

де E < 0. Для того, щоб взяти iнтеграл використаємо тотожнiсть
∫
X1/2dx

x
= X1/2 +

b

2

∫
dx

X1/2
+ a

∫
dx

xX1/2
, де X1/2 =

√
a+ bx+ cx2. (3.5)

При a < 0 та 4ac−b2 < 0 iнтеграли в правiй частинi (3.5) є (див. [17] (2.261) та (2.266))
∫

dx

X1/2
=

−1

(−c)1/2 arcsin
2cx+ b√
b2 − 4ac

, ,

∫
dx

xX1/2
=

1

(−a)1/2 arcsin
bx+ 2a

x
√
b2 − 4ac

.

В результатi з умови квантування Бора-Зоммерфельда (3.2) одержимо наступне рiв-
няння для енергї:

α−1
√

2mD0

(
1 +

√
−En

D0

)
= ~

(
n +

1

2

)

або

En = −D0

[
1− α~√

2mD0

(
n+

1

2

)]2
. (3.6)

В зв’язку з тим, що метод ВКБ дає правильну вiдповiдь з точнiстю до членiв ∼ O(~2)
у виразi (3.6) члени ∼ O(~2) потрiбно вiдкинути. Таким чином остаточна вiдповiдь є

En = −D0

[
1− α~

√
2

mD0

(
n +

1

2

)]
, 0 ≤ n < (α~)−1

√
mD0

2
− 1

2
.

Обмеження на n виникає з умови, що єнергiя не може бути додатньою, бо iнакше
зникає верхня точка повороту.

Результат спiвпадає з точним розв’язком, якщо в останньому знехтувати членом
∼ ~

2.

3.3. При обчисленi iнтеграла в умовi Бора-Зоммерфельда зробимо замiну z = th(αx).
Тодi iнтеграл стане

I =
2
√

2m(E + U0)

α

z0∫

0

dz

1− z2

√
1− U0

E + U0
z2,

де

z0 =

√
E + U0

U0
.
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Далi з допомогою тригонометричної замiни

sinϕ =

√
U0

E + U0
z, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
,

iнтеграл зводиться до

I =
2(E + U0)

α

√
2mU0

π/2∫

0

dϕ cos2 ϕ

−E + (E + U0) cos2 ϕ
.

Останнiй iнтеграл легко береться якщо використати формулу (2.562.2) [17]

∫
dϕ cos2 ϕ

a+ b cos2 ϕ
=
ϕ

b
+

signa

b

√
a

a+ b
arctg

(√
a+ b

a
tgϕ

)
, при

b

a
> −1.

Таким чином умова Бора-Зоммерфельда дає:

√
2mU0

α

(
1−

√
−En

U0

)
= ~

(
n+ 1

2

)
,

або

En = −U0

[
1− α~√

2mU0

(
n+

1

2

)]2
.

Як вiдомо метод ВКБ дає правильну вiдповiдь для енергiї лише в першому порядку
по ~. Тому член порядку ~

2 потрiбно вiдкинути:

En = −U0 + α~

√
U0

2m
(2n+ 1) , n <

1

2

(√
2mU0

α~
− 1

)
. (3.7)

Звичайно, результат (3.7) випливає з точного розв’язку (задача 2.6), якщо знехтувати
членами порядку O(~2).

3.4. При x < 0 хвильова функцiя ψI(x) = 0. З iншого боку, з неперервностi хвильової
функцiї та її похiдної в точцi x = a випливає, що (див., наприклад, формулу (2.38)
[7])

ψII(x) ∼ sin


~−1

a∫

x

√
2m[E − U(y)] dy +

π

4


 .

Тому, для того, щоб хвильова функцiя була неперервна в точцi x = 0, потрiбно
вимагати

sin


~−1

a∫

0

√
2m[E − U(y)] dy +

π

4


 = 0.

Звiдси одержуємо правило квантування
∫ a

0

p(x) dx = π~

(
n+

3

4

)
, n = 0, 1, 2, ...
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3.5. Використовуючи результат попередньої задачi пишемо
∫ a

0

√
2m(En − λx) dx = π~

(
n+

3

4

)
, a = E/λ, n = 0, 1, 2, 3, ...

Обчислюючи iнтеграл одержимо:

En =
1

2
3

√
9π2(~λ)2

m

(
n+

3

4

)2

.

3.6. Нехтуючи зсувом точок повороту (якi дають внесок в енергiю другого порядку)
пишемо умову квантування Бора-Зоммерфельда для зсунених рiвнiв:

∫ b

a

√
2m[E0

n − U(x) + δEn − δU(x)]dx = π~

(
n+

1

2

)
.

Розкладаючи iнтеграл до членiв першого порядку по δU та δEn одержимо:

δEn =

∫ b

a
δU(x) [E0

n − U0(x)]
−1/2

dx
∫ b

a
[E0

n − U0(x)]
−1/2 dx

.

3.7. Використовуючи (3.4) отримаємо:

D = exp

[
−πa

~

√
2m

U0
(U0 − E)

]
.

Iнтеграл береться з допомогою тригонометричної пiдстановки.

3.8. Використовуючи (3.4) отримаємо:

D = D0 exp

[
−4

√
2m (W − E)3/2

3~eE

]
.

3.9. В областi I потрiбно вiдiбрати розв’язок, який зникає при x→ −∞,

ψI =
A1√
p̃(x)

exp

[
~
−1

∫ x

−a

p̃(y)dy

]
.

«Зшиваючи» цей розв’язок з загальним розв’язком iз областi II одержимо:

ψI =
A

2
√
p̃(x)

exp

[
~
−1

∫ x

−a

p̃(y)dy

]
,

ψII =
A√
p(x)

sin

[
~
−1

∫ x

−a

p(y)dy +
π

4

]
,

де p̃(x) та p(x) визначенi в (3.3).
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З другого боку, в областi II хвильову функцiю можна записати як

ψII =
A′

√
p(x)

sin


~−1

−b∫

x

p(y)dy +
π

4
+ φ2


 =

= (−1)n
A√
p(x)

sin

[
~
−1

∫ x

−a

p(y)dy +
π

4
− φ

]
,

(3.8)

де

φ = ~
−1

∫ −b

−a

p(y)dy +
π

4
+ φ2 = πn.

Виконуючи стандартну процедуру лiнеарiзацiї потенцiала в околi точки x = −b (див.,
наприклад, [7])

U(x) ≈ U(−b) + F (b+ x)

легко записати хвильову функцiю (3.8) через функцiї Ейрi 1-го та 2-го роду (див.
Математичнi додатки А.1)

ψII ≈
A′

√
p(x)

[
cosφ2 sin

(
2
3
|ρ|3/2 + π

4

)
+ sinφ2 cos

(
2
3
|ρ|3/2 + π

4

)]
∼

∼ A′
√
p(x)

[2 cosφ2Ai(ρ) + sinφ2Bi(ρ)] , ρ = (b+ x)

(
2Fm

~2

)1/3

.

(3.9)

В зв’язку з тим, що потенцiал U(x) симетричний вiдносно замiни x → −x, роз-
в’язками рiвняння Шрьодiнгера в областi III будуть парнi або непарнi функцiї:

ψIII =
A3√
p̃(x)

{
exp

[
~
−1

∫ x

0

p̃(y)dy

]
± exp

[
−~

−1

∫ x

0

p̃(y)dy

]}
. (3.10)

Для того, щоб «зшити» розв’язки в околi точки x = −b слiд переписати (3.10) на-
ступним чином

ψIII =
A3√
p̃(x)

{
R exp

[
~
−1

∫ x

−b

p̃(y)dy

]
± R−1 exp

[
−~

−1

∫ x

−b

p̃(y)dy

]}
,

де R = exp

[
−~

−1
0∫

−b

p̃(y)dy

]
. Звiдси випливає, що в околi точки x = −b хвильову

функцiю можна записати як

ψIII ≈
A3√
p̃(x)

[
R exp

(
2
3
ρ3/2

)
± R−1 exp

(
−2

3
ρ3/2

)]
∼

∼ R Bi(ρ)± R−1Ai(ρ).

(3.11)

Спiвставляючи (3.9) та (3.11) знайдемо фазу φ2:

φ2 = ±arctg
(
1
2
R2
)
. (3.12)

Пiдставляючи цю фазу в умову Бора-Зоммерфельда (3.9) одержимо рiвняння на
енергiю E. У випадку, коли R = 0, енергiї для парного та непарного розв’язкiв
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спiвпадають з енергiєю в однiй з ям, E+ = E− = E0. Явним чином зсув енергiй
∆E± = E± − E0 можна одержати у випадку, коли R ≪ 1. З цiею метою вираз для
p(x) розкладемо в ряд по ∆E±, а в виразi для фази (3.12) проведемо замiну E на E0.
В результатi отримаємо:

∆E± = ∓~ω

2π
exp


−1

~

b∫

−b

√
2m(U(x)− E0)dx


 ,

ω =
2π

T
, T = 2

−b∫

−a

dx√
2
m
[E0 − U(x)]

.
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Роздiл 4

Теорiя представлень

1. Перехiд вiд одного представлення до iншого вiдбувається з допомогою унiтарного
оператора Û : хвильовi функцiї перетворюються за правилом ψ → ψ′ = Ûψ, а опера-
тори F̂ → F̂ ′ = Û F̂ Û−1.

2. Перехiд вiд координатного представлення до iмпульсного вiдбувається з допомо-
гою iнтегрального перетворення

φ(p) =
1

(2π~)3/2

∫
d3x exp

(
−ip · x

~

)
ψ(x). (4.1)

Обернене перетворення (вiд iмпульсного до координатного представлення) задається

ψ(x) =
1

(2π~)3/2

∫
d3p exp

(
ip · x
~

)
φ(p). (4.2)

4.1 Задачi

4.1. У квантовiй механiцi рух потоку вiльних частинок з iмпульсом q описується
плоскою хвилею

ψq(x) =
1

(2π~)3/2
exp

(
iq · x
~

)
.

Знайти плоску хвилю у iмпульсному представленi.

4.2. Нормувати хвильову функцiю

ψ(x) = N exp

[
i
p0 · x
~

− (x− x0)
2

2a2

]

i знайти її у iмпульсному представленi.

4.3. В загальному випадку дiю лiнiйного оператора L̂ на хвильову функцiю у коор-
динатному представленi можна представити як iнтегральний оператор:

ψ′(x) = L̂ψ(x) =

∫
d3x′G(x,x′)ψ(x′). (4.3)
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Показати, що у iмпульсному представленi цей оператор теж буде iнтегральним опе-
ратором та знайти його ядро g(p,p′).

4.4. Використовуючи результат попередньої задачi записати стацiонарне рiвняння
Шрьодiнгера в iмпульсному представленнi.

4.5. Знайти в iмпульсному представленнi

(1) осциляторний потенцiал U(x) =
κ

2
x2,

(2) лiнiйно зростаючий потенцiал U(x) = λx?

4.6. Використовуючи результати задач 4.3 та 4.5(2) знайти точний розв’язок (енерге-
тичний спектр та хвильовi функцiї) для частинки, яка знаходиться у потенцiалi

U(x) =

{
∞, при x < 0,
λx, при x > 0.

Порiвняти з результатом квазiкласичного наближення (задача 3.5) для трьох нижнiх
рiвнiв.

4.7. Знайти дiю операторiв iнверсiї P̂ та зсуву T̂a (див. задачу 1.14) на хвильову
функцiю в iмпульсному представленi.

4.8. Знайти оператори Гамiльтона, координати та iмпульса для лiнiйного гармонiчного
осцилятора в енергетичному представленi.

4.9. Перша модель ядерних взаємодiй, що була розроблена Х. Юкава в 1934 р.,
виходила з того, що взаємодiя мiж нуклонами (спiльна назва для протона та нейтрона)
зумовлена обмiном мiж ними масивних частинок (π-мезонiв). В результатi це приво-
дить до такого потенцiалу взаємодiї мiж складовими ядра (потенцiал Юкави)

U(r) = −g2πNN

e−kr

r
,

де r — вiдстань мiж нуклонами, gπNN — константа взаємодiї та k — константа про-
порцiйна масi π-мезона. Знайти потенцiал Юкави у iмпульсному представленi.

4.10. Знайти iмпульсний розподiл електрона в атомi водню в основному станi.

4.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

4.1. Φp(q) =
1

(2π~)3
∫
d3x exp

(
i(q− p) · x

~

)
= δ(p− q).

4.2. Записуючи умову нормування знайдемоN =

(
1

a2π

)3/4

. Використовуючи формулу

(4.1) перейдемо до iмпульсного представлення:

φ(p) =

(
1

4a2~2π3

)3/4 ∫
d3x exp

[
i(p0 − p) · x

~
− (x− x0)

2

2a2

]
.
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Пiсля iнтегрування одержимо:

φ(p) =

(
a2

~2π

)3/4

exp

[
i

~
(p0 − p) · x0 −

a2

2~2
(p− p0)

2

]
.

4.3. g(p,p′) =

(
1

2π~

)3 ∫
d3xd3x′e−

i
~
p · xG(x,x′)e

i
~
p′ · x′

.

4.4. Приймаючи до уваги, що за визначенням (4.3) ядро оператора Гамiльтона є

G(x,x′) = δ(x− x′)Ĥ

i враховуючи результат задачi 4.3 знайдемо ядро для оператора Гамiльтона в iмпуль-
сному представленнi

g(p,p′) =
1

(2π~)3

∫
d3xd3x′e−

i
~
p · xδ(x− x′)

[
− ~

2

2m

∂2

∂x′2 + U(x′)

]
e

i
~
p′ · x′

=

= δ(p− p′)
p2

2m
+ u(p− p′),

де

u(p) =

(
1

2π~

)3 ∫
d3xe−

i
~
p · xU(x).

Тодi рiвняння Шрьодiнгера в iмпульсному представленнi буде:

[
p2

2m
Φ(p) +

∫
d3qu(p− q)Φ(q)

]
= EΦ(p).

Слiд зауважити, що в загальному випадку оператор потенцiальної енергiї в iмпульс-
ному представленi стає iнтегральним оператором.
4.5. (1) Використовуючи результати задачi 4.4 знайдемо дiю осциляторного потенцiала
на хвильову функцiю в iмпульсному просторi:

∫
u(p− p′)φ(p′)d3p′ =

κ

2

(
1

2π~

)3 ∫
d3xd3p′e

i
~
(p′ − p) · xx2φ(p′) =

= −κ
2

~
2

(2π~)3
∂2

∂p2

∫
d3xd3p′e

i
~
(p′ − p) · xφ(p′) =

= −κ~
2

2

∂2

∂p2

∫
d3p′δ(p− p′)φ(p′) = −κ~

2

2

∂2

∂p2
φ(p).

Отже оператор осциляторного потенцiалу в iмпульсному просторi є оператором ди-
ференцiювання:

−κ~
2

2

∂2

∂p2
.

(2) Аналогiчно знаходимо оператор лiнiйно зростаючого потенцiалу в iмпульсному

представленi: iλ~
d

dp
.
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4.6. Використовуючи результати задач 4.4 та 4.5(2) рiвняння Шрьодiнгера можна
записати у наступному виглядi:

dφ

φ
=

i

λ~

(
p2

2m
− E

)
dp. (4.4)

Iнтегруючи праву i лiву частини рiвняння (4.4) одержимо:

φ(p) = N exp

[
i

~λ

(
p3

6m
−Ep

)]
.

Виконуючи обернене Фур’є-перетворення знаходимо хвильову функцiю у координат-
ному представленнi

ψ(x) ∼
∫ ∞

−∞
dp exp

{
− i

~

[
p

(
x+

E

λ

)
− p3

6λm

]}
∼

∼
∫ ∞

0

dz cos

(
ρz +

z3

3

)
∼ Ai(ρ),

де ρ = 3

√
2mλ

~2

(
x+

E

λ

)
та z =

p
3
√
2mλ~

.

Тепер треба задовольнити умовi ψ(ρ)∣∣
x=0

= 0. Це дає умову квантування енергiї

En = −ρn+1
3

√
(~λ)2

2m
≡ εn

3

√
(~λ)2

2m
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

де ρn — значення аргументу при якому функцiя Ейрi дорiвнює нулю.
Порiвняємо результати точного розрахунку з розрахунком у ВКБ наближеннi:

n εn εВКБ
n ∆En/En (%)

1 2,3381 2,3203 8
2 4,0879 4,0818 0,15
3 5,5205 5,5172 0,08

4.7. P̂Φ(p) = Φ(−p), T̂aΦ(p) = e
i
~
p·aΦ(p).

4.8. В енергетичному представленi оператор Гамiльтона представляє собою дiагональ-
ну матрицю, по дiагоналi якої стоять власнi значення енергiї

〈n′| Ĥ |n〉 =




1
2
~ω 0 0 0 · · ·
0 3

2
~ω 0 0 · · ·

0 0 5
2
~ω 0 · · ·

0 0 0 7
2
~ω · · ·

...
...

...
...

. . .




а оператором координати є матриця

〈n′| x̂ |n〉 =
∫
dxψn′(x)xψn(x), (4.5)

44



яку було знайдено в задачi 2.11, 〈n′| x̂ |n〉 =
√

~

2mω

(√
nδn′,n−1 +

√
n+ 1δn′,n+1

)
, або

〈n′| x̂ |n〉 =
√

~

2mω




0 1 0 0 · · ·
1 0

√
2 0 · · ·

0
√
2 0

√
3 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
...

. . .




(4.6)

Для того, щоб знайти матрицю для оператора iмпульсу скористаємось комутацiйним
спiввiдношенням мiж операторами координати та iмпульсу, яке в даному разi виглядає
як ∑

n′′

〈n′| p̂ |n′′〉 〈n′′| x̂ |n〉 −
∑

n′′

〈n′| x̂ |n′′〉 〈n′′| p̂ |n〉 = −i~δn′n. (4.7)

Виходячи iз структури спiввiдношення (4.7) зауважимо, що

1. матричнi елемент матрицi 〈n′| p̂ |n〉 чисто уявнi,

2. матриця для оператора iмпульсу мiстить ненульовi елемени лише над i пiд
головною дiагоналлю.

В зв’язку з властивiстю (1) для того, щоб матриця була ермiтовою, потрiбно
вимагати її антисиметрiю вiдносно взаємної замiни стрiчок та стовпчикiв. Пiсля цих
зауважень матриця 〈n′| p̂ |n〉 повинна мати наступну структуру

〈n′| p̂ |n〉 = i

√
~mω

2




0 a1 0 0 · · ·
−a1 0 a2 0 · · ·
0 −a2 0 a3 · · ·
0 0 −a3 0 · · ·
...

...
...

...
. . .




(4.8)

де an дiйснi числа. Їх легко знайти з комутацiйного спiввiдношення (4.7), an =
√
n.

Остаточно маємо наступний вираз для матрицi iмпульсу:

〈n′| p̂ |n〉 = i

√
~mω

2




0 1 0 0 · · ·
−1 0

√
2 0 · · ·

0 −
√
2 0

√
3 · · ·

0 0 −
√
3 0 · · ·

...
...

...
...

. . .




(4.9)

4.9. Використовуючи, що в нашому випадку ядро перетворення (див. задачу 4.4) є
G(x′,x) = δ(x− x′)U(r), одержимо

V (p,q) = V (Q) =
g2πNN

(2π~)3

∫
d3xr−1 exp

(
− i

~
Q · x− kr

)
=

= − g2πNN

2π2~(~2k2 +Q2)
, де Q = p− q.
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4.10. Хвильова функцiя основного стану атома водню є (див. передмову до розд. 2)

ψ1s(x) =
1√
πa30

e−ρ/2.

Iмпульсний розподiл визначається як

dw(p) = |φ1s(p)|2 d3p,

де φ1s(p) — хвильова функцiя у iмпульсному представленi:

φ1s(p) =
1

(2π~)3/2

∫
d3xe−

i
~
p·xψ1s(x) =

(a0
~

)3/2 √8

π

[
1 +

(a0p
~

)2]−2

.
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Роздiл 5

Квантовi рiвняння руху

1. У представленнi Шрьодiнгера хвильова функцiя залежить вiд часу, а опера-
тори координати та iмпульсу не залежать вiд часу. Розвиток у часi квантової системи

описується оператором еволюцiї Ŝ(t) = exp
(
−i Ĥt

~

)
:

ΨШ(x, t) = Ŝ(t)ΨШ(x, 0),

де Ĥ — оператор Гамiльтона. Повна похiдна вiд деякого оператора F̂ по часу визна-
чається як

dF̂Ш

dt
=
∂F̂Ш

∂t
+
i

~

[
Ĥ, F̂Ш

]
.

2. У представленнi Гайзенберга хвильова функцiя не залежить вiд часу, проте
оператори координати та iмпульсу залежать вiд часу. Хвильова функцiя у представ-
леннi Гайзенберга спiвпадає з хвильовою функцiєю у представленнi Шрьодiнгера в
момент часу t = 0:

ΨГ(x) = ΨШ(x, 0) = Ŝ−1(t)ΨШ(x, t).

Рiвняння руху:
dF̂Г

dt
=
∂F̂Г

∂t
+
i

~

[
Ĥ, F̂Г

]
.

3. Представлення взаємодiї використовують у випадку, коли оператор Гамiль-
тона можна розбити на двi частини Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, де Ĥ0 оператор Гамiльтона для
невзаємодiючої квантової частинки, а Ĥ1 — взаємодiя. При цьому хвильова функцiя
наступним чином визначається через хвильову функцiю ΨШ(x, t)

Ψвз(x, t) = Û(t)ΨШ(x, 0), де Û(t) = exp

(
i
Ĥ0t

~

)
.

Рiвняння руху мають вигляд

dF̂вз

dt
=
∂F̂вз

∂t
+
i

~

[
Ĥвз, F̂вз

]
,

де Ĥвз = Û(t)Ĥ1Û
−1(t) — оператор взаємодiї у представленi взаємодiї.
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5.1 Задачi

5.1. Показати, що для добутку двох операторiв виконується звичайне правило дифе-
ренцiювання

dF̂1F̂2

dt
=
dF̂1

dt
F̂2 + F̂1

dF̂2

dt
.

5.2. Знайти оператори координати та iмпульсу для вiльної кванової частинки у пред-
ставленнi Гайзенберга.

5.3. Знайти оператори координати та iмпульсу у представленнi Гайзенберга для кван-
тової частинки, що рухається у полi

(1) U(x) = −F · x;

(2) гармонiчного осцiлятора U(x) =
κ

2
x2.

5.4. Чому дорiвнює середнє значення оператора, який явним чином не залежить вiд
часу, по стацiонарним станам дискретного спектру?

5.5. Як розвивається у часi квантовий стан, який в момент часу t = 0 є суперпозицiєю
декiлькох квантових станiв з певним значенням енергiї

Ψ(x, t = 0) =

N∑

i=1

ciψi(x), Ĥψi(x) = Eiψi(x)?

Розглянути випадок, коли N = 2. Показати, що такий квантовий стан змiнюється
перiодично та знайти перiод осцiляцiй квантового стану.

5.6. Частинка знаходиться в безмежноглибокiй потенцiальнiй ямi завширшки a (див.
рис. 2.1). В момент часу t = 0 її квантовий стан описується хвильовою функцiєю

Ψ(x, t = 0) =

√
30

a5
x(a − x), при 0 ≤ x ≤ a i Ψ(x, t = 0) = 0 в iнших випадках. Знайти

хвильову функцiю у довiльний час t.

5.7. Знайти оператор взаємодiї в представленi взаємодiї, якщо Ĥ0 = − ~
2

2m
∆, а

(1) Ĥ1 = −F · x;

(2) Ĥ1 =
κ

2
x2.
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5.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

5.1. По визначенню повної похiдної вiд оператора по часу:

dF̂1F̂2

dt
=
∂F̂1

∂t
F̂2 + F̂1

∂F̂2

∂t
− i

~
[Ĥ, F̂1F̂2] =

=
∂F̂1

∂t
F̂2 + F̂1

∂F̂2

∂t
+
i

~

(
ĤF̂1F̂2 − F̂1ĤF̂2 + F̂1ĤF̂2 + F̂1F̂2Ĥ

)
=

=
∂F̂1

∂t
F̂2 + F̂1

∂F̂2

∂t
+
i

~

(
[Ĥ, F̂1]F̂2 + F̂1[Ĥ, F̂2]

)
=
dF̂1

dt
F̂2 + F̂1

dF̂2

dt
.

5.2. За означенням оператори в представленнi Гайзенберга наступним чином вира-
жаються через вiдповiднi оператори в представленнi Шрьодiнгера:

F̂Г(t) = e
i
~
ĤtF̂Шe

− i
~
Ĥt.

Тому використовуючи результат задачi 1.6 маємо:

x̂Г(t) = x̂Ш +
i

~
t
[
Ĥ, x̂Ш

]
+

1

2!

(
i

~
t

)2 [
Ĥ,
[
Ĥ, x̂Ш

]]
+ . . . ,

p̂Г(t) = p̂Ш +
i

~
t
[
Ĥ, p̂Ш

]
+

1

2!

(
i

~
t

)2 [
Ĥ,
[
Ĥ, p̂Ш

]]
+ . . . ,

(5.1)

де x̂Ш = x i p̂Ш =
~

i

∂

∂x
. Враховуючи те, що для вiльної частинки вiдповiднi комута-

тори є
[
Ĥ, x̂Ш

]
=

~p̂Ш

im
,

[
Ĥ,
[
Ĥ, x̂Ш

]]
= 0,

[
Ĥ, p̂Ш

]
= 0,

одержимо

p̂Г(t) = p̂Ш, x̂Г(t) = x̂Ш +
p̂Ш

m
t,

5.3. Скористаємось формулою (5.1) i знайдемо вiдповiднi комутатори.
(1) Вiдмiнними вiд нуля будуть наступнi комутатори:

[
Ĥ,x

]
=

p̂

m
,

[
Ĥ,
[
Ĥ,x]

]
=

Ft

m
,

[
Ĥ, p̂

]
= Ft.

Тодi x̂Г(t) = x̂Ш+
p̂Ш

m
t+

Ft2

2m
, p̂Г(t) = p̂Ш+Ft. Аналогiя з рiвноприскоренним рухом

частинки в класичнiй механiцi очевидна.
(2) Знайдемо комутатори:

[
Ĥ,x

]
=

~

im
p̂, [Ĥ,

[
Ĥ,x

]
] = ~

2ω2x,

[
Ĥ,
[
Ĥ,
[
Ĥ,x

]]]
=

~
3ω2

im
p̂, ...

[Ĥ, p̂] = i~mω2x,
[
Ĥ, [Ĥ, p̂]

]
= ~

2ω2p̂,
[[
Ĥ, [Ĥ,∇]

]]
= i~3ω4mx, ...
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Тодi x̂Г(t) = x̂Ш cosωt+
p̂Ш

mω
sinωt, p̂Г(t) = p̂Ш cosωt− x̂Шmω sinωt.

5.4. Нулю.

5.5. Ψ(x, t) =
∑N

i=1 cie
−i

Eit

~ ψi(x),

T =
~

2π|∆E| , де ∆E = E1 − E2.

5.6. В загальному випадку хвильова функцiя є наступною суперпозицiєю станiв ψn(x) =√
2

π
sin

πnx

a
частинки в безмежноглибокiй потенцiальнiй ямi (див. задачу 2.1):

Ψ(x, t) =
∞∑

n=1

cne
−iEnt

~ ψn(x), де En =
(~πn)2

2ma2
.

Коефiцiєнти cn визначається iнтегралом перекриття функцiй Ψ(x, 0) та ψn(x):

cn =

∫ a

0

dxΨ(x, 0)ψn(x) = 2

√
15

a3

∫ a

0

dxx(a− x) sin
πnx

a
=

=





0, n парне,
8
√
15

(πn)3
, n непарне.

Остаточно маємо Ψ(x, t) =
8
√
15

π3

∞∑

k=0

e−
iE2k+1t

~

(2k + 1)3
ψ2k+1(x).

5.7. Використовуючи результат задачi 1.6 маємо:

Vвз(t) = exp

(
i

~
tĤ0

)
Ĥ1 exp

(
−i i

~
tĤ0

)
= Ĥ1+

i

~
t [Ĥ0, Ĥ1]+

1

2!

(
i

~
t

)2 [
Ĥ0, [Ĥ0, Ĥ1]

]
+. . .

Знайдемо необхiднi комутатори:

(1)
i

~
t [Ĥ0, Ĥ1] = −tF · p̂Ш

m
,

(
i

~
t

)2 [
Ĥ0, [Ĥ0, Ĥ1]

]
= 0. Тодi

V̂вз(t) = −F ·
(
x̂Ш +

p̂Ш

m
t

)
= −F · x̂Г(t).

(2)
i

~
t [Ĥ0, Ĥ1] =

κ

2

(
2xШ · p̂Ш − 3

i~t

m

)
,

(
i

~
t

)2 [
Ĥ0, [Ĥ0, Ĥ1]

]
= κ

p̂2
Ш

m2
t2,

(
i

~
t

)3 [
Ĥ0,

[
Ĥ0, [Ĥ0, Ĥ1]

]]
= 0. Тодi

Ĥвз(t) =
κ

2

(
x̂Ш +

p̂Ш

m
t

)2

=
κ

2
x̂2

Г(t).

Тут xГ(t) — оператор координати вiльної частинки в представленi Гайзенберга
(див. задачу 5.2.), а x̂Ш i p̂Ш — оператори координати та iмпульсу в представленi
Шрьодiнгера.
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Роздiл 6

Теорiя кутового моменту. Спiн

частинки

1. Компоненти оператора моменту кiлькостi руху Ĵ1, Ĵ2 та Ĵ3 задоволняють наступ-
ним комутацiйним спiввiдношенням

[
Ĵi, Ĵj

]
= i~

3∑

k=1

ǫijkĴk,

де ǫijk — повнiстю антисиметричний тензор. Звiдси випливає, що одночасно можна
вимiряти лише квадрат моменту кiлькостi руху Ĵ2 та одну з проекцiй квадрат моменту
кiлькостi руху.

2. Надалi будемо вважати, що вiдомi власнi значення Ĵ2 та Ĵz:

Ĵ2|j,m〉 = ~
2j(j + 1)|j,m〉, Ĵz|j,m〉 = ~m|j,m〉.

Числа j та m можуть бути лише цiлими або пiвцiлими. При фiксованому j число m
приймає одне з 2j + 1 значень, таких що

−j ≤ m ≤ j.

3. У jm-представленi оператори проекцiй моменту кiлькостi руху представляють
собою матрицi розмiрностi (2j + 1)× (2j + 1). Їх ненульовi елементи наступнi:

〈j(m+ 1)|Ĵx|jm〉 = 〈jm|Ĵx|j(m+ 1)〉 = ~

2

√
(j −m)(j +m+ 1),

〈j(m+ 1)|Ĵy|jm〉 = −〈jm|Ĵy|j(m+ 1)〉 = −i~
2

√
(j −m)(j +m+ 1),

〈jm|Ĵz|jm〉 = ~m.

(6.1)

Хвильова функцiя представляє матрицю-стовбчик з 2j + 1 елементiв.
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4. У випадку j = 1
2

оператор моменту кiлькостi руху, зокрема, представляє спiн
електрона. Оператор спiна електрона ŝ записується через матрицi розмiрностi 2× 2:

ŝ =
~

2
σ, σ = (σx, σy, σz),

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Матрицi σx, σy та σz називають матрицями Паулi.

5. Важлива властивiсть матриць Паулi:

σiσj = δij + i
3∑

k=1

ǫijkσk.

6.1 Задачi

6.1. Знайти середнi значення наступних операторiв по функцiям |jm〉:

(1) 〈Ĵx〉, 〈Ĵy〉;

(2) 〈ĴxĴy〉, 〈ĴyĴx〉;

(3) 〈Ĵ 2
x 〉, 〈Ĵ 2

y 〉.

6.2. Знайти власнi функцiї та власнi значення операторiв ŝx та ŝy.

6.3. Знайти явний вигляд операторiв

(1) |σ|;

(2) |σi|;

(3) σ · (σ × σ).

6.4. Для матриць Паулi знайти явний вигляд пiдвищуючого та понижаючого опе-
раторiв σ± = 1

2
(σx ± iσy). Як вони дiють на власну функцiю оператора σz? Чому

дорiвнюють оператори σ2
±?

6.5. Знайти середнi значення операторiв проекцiї спiна електрона на вiсi x, y та z по
хвильовiй функцiї

χ = C

(
1√
2

)
.

6.6. Спростити вираз F̂ = exp(ib · σ), де b звичайний вектор.

6.7. Оператор повного спiна атома гелiя задається оператором Ŝ = ŝ(1) + ŝ(2), де
ŝ(1) та ŝ(2) — оператори спiна першого та другого електронiв. Цей оператор дiє на
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N1

N1

N2

N2

s1

s1

s2

s2

Рис. 6.1: До задачi 6.11

спiнову хвильову функцiю Ψ = χ1χ2, де χ1 та χ2 — спiновi хвильовi функцiї першого
та другого електронiв. Показати, що хвильовi функцiї

Ψ1 =

(
1
0

)

1

(
1
0

)

2

, Ψ2 =

(
0
1

)

1

(
0
1

)

2

,

Ψ3 =
1√
2

[(
1
0

)

1

(
0
1

)

2

+

(
0
1

)

1

(
1
0

)

2

]
,

Ψ4 =
1√
2

[(
1
0

)

1

(
0
1

)

2

−
(
0
1

)

1

(
1
0

)

2

]
.

1. взаємно ортонормованi,

2. є власними функцiями операторiв Ŝ2 та Ŝz, знайти власнi значення операторiв
Ŝ2 та Ŝz при дiї їх на функцiї Ψ1, Ψ2, Ψ3 та Ψ4.

6.8. В jm представленi записати оператор моменту кiлькостi руху для випадку j = 3
2
.

6.9. Спростити вираз exp

(
− i

~
αĴi

)
Ĵk exp

(
i

~
αĴi

)
. Окремо розглянути випадки, коли

i = k та i 6= k.
Вказiвка: Скористатися результатом задачi 1.6.

6.10. Найбiльш загальний вигляд хвильової функцiї атома гелiю в основному станi є
функцiя трьох змiнних, ψ(x, r1, r2), де r1 та r2 — координати електронiв, а x = r1 · r2,
r1 = |r1|, r2 = |r2|. Очевидно, що ця функцiя не є власною функцiєю операторiв
квадрата орбiтального моменту окремих електронiв, ℓ21 та ℓ22. Показати, що ψ(x, r1, r2)
є власною функцiєю квадрата оператора повного орбiтального моменту L2. Чому
дорiвнює L?

6.11. Вiдомо, що ядерний потенцiали (енергiя взаємодiїї мiж двома нуклонами) не є
центральним, зокрема вiн включає тензорний потенцiал

VT = Ŝ12(r)vT(r),

де

Ŝ12(r) = 3
(σ1 · r)(σ2 · r)

r2
− σ1 · σ2
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— тензорний оператор, σ1 та σ2 — матрицi Паулi для першого та другого нуклонiв,
а r = r1 − r2. Розглянути випадки, коли спiни обох нуклонiв (1) перпендiкулярнi
та (2) паралельнi до r (рис. 6.1) i знайти чому дорiвнює середнє значення тензорного
оператора в залежностiть вiд взаємної орiентацiї сумарного спiна нуклонiв та вектора
r?

6.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

6.1.

(1) 〈Ĵx〉 = 〈Ĵy〉 = 0, це випливає безпосередньо з виразiв для вiдповiдних матричних
елементiв (6.1);
(2) Розглянемо перший матричний елемент:

〈ĴxĴy〉 ≡ 〈jm|ĴxĴy|jm〉 =
∑

m′

〈jm|Ĵx|jm′〉〈jm′|Ĵy|jm〉.

Використовуючи формули (6.1) одержимо:

〈ĴxĴy〉 = 〈jm|Ĵx|j(m+ 1)〉〈j(m+ 1)|Ĵy|jm〉+ 〈jm|Ĵx|j(m− 1)〉〈j(m− 1)|Ĵy|jm〉 =

=
i

2
~
2m,

〈ĴyĴx〉 = 〈ĴxĴy − i~Ĵz〉 = − i

2
~
2m.

(3) 〈Ĵ 2
x 〉 = 〈Ĵ 2

y 〉 =
~
2

2
[j(j + 1)−m2].

6.2. Для оператора ŝx власнi значення дорiвнюють
~

2
та −~

2
, якi вiдповiдають власним

функцiям

χ+ =
1√
2

(
1
1

)
та χ− =

1√
2

(
1
−1

)
.

Для оператора ŝy власнi значення теж дорiвнюють
~

2
та −~

2
, якi вiдповiдають власним

функцiям

χ+ =
1√
2

(
−i
1

)
та χ− =

1√
2

(
i
1

)
.

6.3.

(1) За означенням |σ| =
√
σ2, тому |σ| =

√
3.

(2) |σi| =
√
σ2
i = 1.

(3) В зв’язку з тим, що [σi, σj ] 6= 0 векторний добуток σ × σ 6= 0. Розписуючи цей
векторний добуток одержимо σ · (σ × σ) = 6i.

6.4. σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
;

σ+χ+ = 0; σ+χ− = χ+, σ−χ+ = χ+, σ−χ− = 0;
σ2
± = 0.
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6.5. З умови нормування одержимо C =
1√
3
. Тодi:

〈ŝx〉 =
2
√
2

3
, 〈ŝy〉 = 0, 〈ŝz〉 = −1

3
.

6.6. За означенням

F̂ = 1 +

∞∑

n=1

1

n!
(ib · σ)n,

беручи до уваги те, що при парному n вираз (b · σ)n = bn одержимо:

F̂ = 1 +
∞∑

m=1

(−1)m

(2m)!
b2m + i

( ∞∑

m=1

(−1)m+1

(2m+ 1)!
b2m+1

)
b · σ
|b| =

= cos |b|+ i
b · σ
|b| sin |b|.

6.7.

(1) Показується прямим обчисленням скалярних добуткiв 〈Ψi|Ψj〉.
(2) Запишемо оператор Ŝ2 через пiдвищуючi та понижаючючi оператори Паулi для
першого та другого електронiв σ±(1) i σ±(2) (див. задачу 6.4):

Ŝ2 = [̂s(1) + ŝ(2)]2 =
~
2

4
[σ(1) + σ(2)]2 =

=
~
2

2
[3 + 2σ+(1)σ−(2) + 2σ−(1)σ+(2) + σz(1)σz(2)]

Дiя операторiв σ±(i) та σz(i) на спiновi хвильовi функцiї електронiв визначена в
розв’язку задачi 6.4 i ми легко знаходимо:

Ŝ2Ψ1,2,3 = 2~2Ψ1,2,3, Ŝ2Ψ4 = 0,

ŜzΨ1 = ~Ψ1, ŜzΨ2 = −~Ψ1, ŜzΨ3,4 = 0.

6.8. Користуючись (6.1) одержимо:

j1 =
~

2




0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0


 , j2 = −i~

2




0
√
3 0 0

−
√
3 0 2 0

0 −2 0
√
3

0 0 −
√
3 0


 ,

j3 =
~

2




3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3


 .

6.9. Ĵk, при i = k; cosαĴk + sinα
∑

n ǫnikĴn, при i 6= k.

6.10. За означенням L̂ = ℓ̂1 + ℓ̂2 i тому дiя оператора L̂ на ψ(x, r1, r2) є

L̂ψ(x, r1, r2) =
~

i

(
r1 ×

∂

∂r1
+ r2 ×

∂

∂r2

)
ψ(x, r1, r2) =

=
~

i
(r1 × r2 + r2 × r1)

∂ψ(x, r1, r2)

∂x
= 0.
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Звiдси очевидно, що ψ(x, r1, r2) є власною функцiєю L̂2 з власним значення 0.

6.11. У випадку (1) 〈Ŝ12(r)〉 = 2, у випадку (2) 〈Ŝ12(r)〉 = −1.
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Роздiл 7

Рух в центральному полi

1. Виходячи iз симетрiї задачi зручно замiсть декартових координат (x, y, z) вико-
ристовувати сферичнi координати (r, θ, ϕ). Гамiльтонiан частинки, яка знаходиться в
центральному полi U(r), комутує як з компонентами оператора орбiтального моменту

L̂, так i з оператором квадрата орбiтального моменту L̂2. Тому можна говорити про
стани, якi мають певне значення енергiї, квадрата орбiтального моменту ~

2ℓ(ℓ+1) та
z-проецiї орбiтального моменту ~m. Квантовi числа ℓ i m називають орбiтальним та
магнiтним квантовими числами. В рiвняннi Шрьодiнгера радiальна, r, i кутовi, θ та
ϕ, змiннi роздiляються i хвильова функцiя є

ψℓm(θ, ϕ, r) = Yℓm(θ, ϕ)r
−1Rℓ(r),

де множник r−1 винесено з радiальної хвильової функцiї для зручностi.

2. В загальному випадку енергетичнi рiвнi залежать вiд орбiтального квантового
числа ℓ, а по магнiному квантовому числу m, як це випливає з симетрiї гамiльтонiана,
вiдбувається виродження.

3. Радiальна хвильова функцiя Rℓ(r) задовольняє рiвнянню, яке має вигляд одно-
мiрного рiвняння Шрьодiнгера на пiвосi r ∈ (0,∞), з ефективним потенцiалом, який
включає суму потенцiала U(r) та обертальну енергiю

− ~
2

2m
R′′

ℓ (r) +

[
~
2ℓ(ℓ+ 1)

2r2m
+ U(r)

]
Rℓ(r) = ERℓ(r). (7.1)

Для того щоб радiальна хвильова функцiя була регулярною в точцi r = 0 на неї треба
наложити умову Rℓ(0) = 0.

4. Кутова частина хвильової функцiї Yℓm(θ, ϕ) є власною функцiєю операторiв L̂2 та
L̂z:

L̂2Yℓm(θ, ϕ) = ~
2ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, ϕ),

L̂zYℓm(θ, ϕ) = ~mYℓm(θ, ϕ),
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причому ℓ = 0, 1, 2, ..., m = −ℓ, (−ℓ+ 1), (−ℓ+ 2), ..., (ℓ− 2), (ℓ− 1), ℓ. Функцiї Yℓm(θ, ϕ)
називають сферичними функцiями. Вони виражаються через приєднанi полiноми Ле-
жандра Pm

ℓ (cos θ):
при m ≥ 0

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)m

√
(2ℓ+ 1)(ℓ− 1)!

4π(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ,

при m < 0

Yℓ−m(θ, ϕ) = (−1)mYℓm(θ, ϕ).

Сферичнi функцiї нормованi умовою

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕY ∗
ℓ′m′(θ, ϕ)Yℓm(θ, ϕ) = δmm′δℓℓ′ .

5. Радiальна хвильова функцiя атома водня для станiв з головним квантовим числом
n ≤ 3 є:

R1s(r) =
2ρ√
a0
e−ρ,

R2s(r) =
ρ√
2a0

(
1− ρ

2

)
e−

1
2
ρ, R2p(r) =

ρ2

2
√
6a0

e−
1
2
ρ,

R3s(r) =
2ρ

3
√
3a0

(
1− 2ρ

3
+ 2ρ2

27

)
e−

1
3
ρ, R3p(r) =

8ρ2

27
√
6a0

(
1− ρ

6

)
e−

1
3
ρ,

R3d(r) =
4ρ3

81
√
30a0

e−
1
3
ρ,

(7.2)

де введено безрозмiрну змiнну ρ =
r

a0
, a0 =

~
2

Mee2
— радiус Бора. Хвильовi функцiї

нормованi умовою ∫ ∞

0

drR2
nℓ(r) = 1.

7.1 Задачi

7.1. Визначити поведiнку радiальної хвильової функцiї Rℓ(r) при r → 0 вважаючи,
що при цьому потенцiал U(r) скiнчений, або зростає не швидше, нiж r−2+ε, де ε любе
число бiльше нуля.

7.2. Знайти рiвнi енергiї та вiдповiднi хвильовi функцiї тривiмiрного осцилятора.
Задачу розв’язати в декартових та сферичних координатах. Чому дорiвнє парнiсть
станiв. Знайти ступень виродженностi окремого енергетичного рiвня.

7.3. Розглянути класифiкацiю станiв по квантовим числам n, ℓ та парностi P най-
нижчих п’яти енергетичних рiвнiв для частнки, яка знаходиться в тривимiрнiй осцi-
ляторнiй ямi.
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7.4. Знайти енергетичний спектр для частинки, яка знаходиться в потенцiалi

U(r) =
A

r2
+
κ

2
r2.

Вказiвка: Скористатися розв’язком для осциляторного потенцiала у сферичних коор-
динатах.

7.5. Знайти енергетичний спектр та вiдповiднi хвильовi функцiї для частинки, яка
знаходиться в сферичнiй ямi радiуса R з абсолютно твердою стiнкою

U(r) =

{
0, при r < R,
∞, при r ≥ R.

У явному виглядi одержити енергетичний спектр для випадку, коли орбiтальний
момент ℓ = 0.

7.6. Тривiмiрний гармонiчний осцилятор знаходиться у зовнiшньому постiйному елек-
тричному полi напругою E. Знайти енергетичний спектр осцилятора.

7.7. Знайти середнє значення потенцiальної енергiї атома водню в основному станi.

7.8. Визначити середню вiдстань електрона вiд ядра в атомi водню у станах 1S, 2S
та 2P .

7.9. Знайти середньоквадратичний радiус атома водню у станах 1S, 2S та 2P .

7.10. Атом водню знаходиться в основному станi. Знайти потенцiал, який створює
атом на вiдстанi r вiд центра атома. Розглянути випадки коли r ≪ a0 та r ≫ a0.

7.11. Двi частинки з рiзними масами взаємодiють мiж собою. Їх потенцiал залежить
вiд вiдстанi мiж частинками V (|r1 − r2|.

(1) Роздiлити рух центра мас та вiдносний руху частинок.

(2) Показати що перехiд до нових змiнних є канонiчним перетворенням.

7.12.Чому дорiвнює вiдношення середньоквадратичних радiусiв мюонiя i атома водню
в основному станi (mµ

me
≈ 207).

7.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

7.1. При r → 0 рiвняння (7.1) стає

−R′′
ℓ (r) +

ℓ(ℓ+ 1)

r2
Rℓ(r) = 0, (7.3)

його розв’язок шукаємо у виглядi Rℓ(r) ∼ rν . Пiдставляючи цей вираз у рiвняння (7.3)
отримаємо, що ν1 = ℓ + 1 та ν2 = −ℓ. Другий розв’язок не задавольняє початковiй
умовi Rℓ(0) = 0 i тому

Rℓ(r) ∼ rℓ+1.
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7.2.

Декартовi кординати. Роздiляючи змiннi в стацiонарному рiвняннi Шрьодiнгера
[
− ~

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+
κ

2

(
x2 + y2 + z2

)]
ψ1(x)ψ2(y)ψ3(z) =

= Eψ1(x)ψ2(y)ψ3(z)

одержимо три незалежних одномiрних осцилятора, якi мають енергiї

Ex = ~ω
(
nx +

1
2

)
, Ey = ~ω

(
ny +

1
2

)
, Ez = ~ω

(
nz +

1
2

)
,

де nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3, ... .
Отже, якщо визначити головне квантове число як n = nx+ny+nz+1, де n =1,2,3,...,

то:

Enxnynz
= ~ω

(
n+ 1

2

)
,

ψnxnynz
(x, y, z) = AHnx

(ρx)Hny
(ρy)Hnz

(ρz)e
− 1

2
(ρ2x+ρ2y+ρ2z),

A =

(
~√
πωm

)3/2

(2nnx!ny!nz!)
−1/2 , ρx =

√
ωm

~
x, i т.д.

При фiксованих n та nx числа ny i nz приймають n − nx значення. Тому кратнiсть
виродження рiвня дорiвнює

g =

(∑

nx=0

n− 1)(n− nx) =
(n+ 1)n

2
.

Сферичнi координати. Радiальна частина хвильової функцiї задовольняє рiвнянню

−R′′(ρ) +

[
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+ ρ2 − ε

]
R(ρ) = 0, де ε =

2E

~ω
, ρ =

√
ωm

~
r. (7.4)

Легко бачити, що при ρ ≫ 1 радiальна частина хвильової функцiї є R ∼ e−
1
2
ρ2 , а при

ρ≪ 1 вона прямує до R ∼ ρℓ+1 (задача 7.1). Тому розв’язок будемо шукати у виглядi

R(ρ) =
N∑

ν=0

aνρ
ν+ℓ+1e−

1
2
ρ2.

Пiдставляючи цей вираз в рiвняння (7.4) одержимо

N∑

ν=1

aν ν(ν + 2ℓ+ 1)ρν+ℓ−1 −
N∑

ν=0

aν [2(ν + ℓ) + 3− ε] ρν+ℓ+1 = 0. (7.5)

Якщо в першiй сумi зробити замiну ν → ν − 2, то рiвняння (7.5) зведеться до

2a1(1 + ℓ)ρℓ +

N−2∑

ν=0

{aν+2(ν + 2)(ν + 2ℓ+ 3)− aν [2(ν + ℓ) + 3− ε]} ρν+ℓ+1−

− aN−1 [2 (N − 1 + ℓ) + 1− ε] ρN+ℓ − aN [2(N + ℓ) + 3− ε] ρN+ℓ+1 = 0.
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(1s)+

(2p)−

(3s)+ (3d)+

(4p)− (4f)−

(5s)+ (5d)+ (5g)+

Рис. 7.1: Квантовi стани (nℓ)P тривимiрного гармонiчного осцiлятора

Прирiвнюючи до нуля коефiцiенти при рiзних степенях ρ одержимо наступнi рiвняння:

a1 = 0, (7.6)

aν+2 =
2(ν + ℓ) + 3− ε

(ν + 2)(ν + 2ℓ+ 3)
aν , ν ≤ N − 2, (7.7)

aN−1 [2 (N − 1 + ℓ) + 1− ε] = 0, (7.8)

aN [2(N + ℓ) + 3− ε] = 0. (7.9)

З (7.6) та (7.7) випливає, що вiдмiннi вiд нуля лише aν з парним ν i, таким чином,
N є парним числом. Тодi (7.8) виконується автоматично, а (7.9) визначає спектр
безрозмiрної енергiї:

εNℓ = 2(N + ℓ) + 3.

Покладаючи N = 2nr одержимо наступний енергетичний спектр

Enℓ = ~ω
(
2nr + ℓ+ 3

2

)
, nr = 0, 1, 2, ... (7.10)

Пiдставляючи εNℓ в (7.7) одержимо рекурентне спiввiдношення:

aν+2 =
2ν − nr

(ν + 2)(ν + 2ℓ+ 3)
aν . (7.11)

Отже, усi коефiцiенти виражаються через a0, а останнiй фiксується умовою нормуван-
ня.

7.3. Прiвнюючи спектр тривимiрного гармонiчного осцилятора в декартових та сфе-
ричних координатах (див. попередню задачу) знайдемо зв’язок мiж головним та ра-
дiальним квантовими числами:

2nr + ℓ = n.

Парнiсть визначається орбiтальним моментом P = (−1)ℓ. Вiдповiднi рiвнi зображенi
на рис. 7.1. Слiд зауважити, що, на вiдмiну вiд спектру атома водню, в один вирод-
жений рiвень входять стани з однаковим значенням парностi.

7.4. апишемо рiвняння для радiальної хвильової функцiї:

− ~
2

2m
R′′

nℓ(r) +

(
~
2ℓ(ℓ+ 1)

2mr2
+
A

r2
+
κ

2
r2
)
Rnℓ(r) = EnℓRnℓ(r).
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Об’єднаємо в один члени, якi обернено пропорцiйнi r2,

− ~
2

2m
R′′

nℓ(r) +

(
~
2ℓ̃(ℓ̃+ 1)

2mr2
+
κ

2
r2

)
Rnℓ(r) = EnℓRnℓ(r), ℓ̃(ℓ̃+ 1) = ℓ(ℓ+ 1) +

2Am

~2
,

i пiдставимо в формулу (7.10) ℓ̃ замiсть ℓ, в результатi чого одержимо:

Enℓ = ~ω

(
2nr + 1 +

1

2

√
(2ℓ+ 1)2 +

8mA

~2

)
.

7.5. Розв’язки для радiальної хвильової функцiї в окремих областях є

Rnℓ(r) =

{
const jℓ(knℓr), при r < R,
0, при r ≥ R,

(7.12)

де jℓ(z) сферичнi функцiї Бесселя. В точцi r = R на роз’вязок (7.12) необхiдно
наложити умову неперервностi

jℓ(knℓR) = 0, (7.13)

яка є рiвнянням на knℓ. (Умову неперервностi похiдної вимагати непотрiбно, бо по-
тенцiал в цiй точцi робить безмежно великий стрибок.)

Отже:

Enℓ =
(~knℓ)

2

2m
.

Рiвняння (7.13) може бути розв’язано лише чисельними методами за вийнятку випадку,

коли ℓ = 0. Пiдставляючи j0(z) =
sin z

z
в (7.13) отримаємо:

kn0 =
nπ

R
, En0 =

(~nπ)2

2R2m
.

7.6. En = ~ω

(
n+

1

2

)
− e2

2κ
E2, де n = 1, 2, 3, ... — головне квантове число.

7.7. 〈U〉 = −e
2

a0
.

7.8. 〈r〉1S =
3

2
a0, 〈r〉2S = 6a0, 〈r〉2P = 5a0,

7.9. Використовуючи (7.2) одержимо:

〈
r2
〉1/2
1S

=
√
3a0,

〈
r2
〉1/2
2S

=
√
42a0,

〈
r2
〉1/2
2P

=
√
30a0.

7.10. Потенцiал в точцi r визначається як сума потенцiалу ϕя(r), який створює ядро
(вважається, що ядро представляє точковий заряд),

ϕя(r) =
e

r
,
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та потенцiалу ϕе(r), який створює електрон. Останнiй є

ϕе(r) =

∫
ρ(r′)

|r− r′|d
3r′,

де ρ(r) — густина заряду електронної «хмари»

ρ(r) = −e |ψ1S(r)|2 , ψ1S(r) =
1√
πa30

exp(−r/a0).

Будемо працювати в системi, де вiсь z направлена вздовж вектора r. Якщо скористися
формулою (Д.12) iнтеграл легко взяти

ϕе(r) = − e

πa30

∞∑

ℓ=0

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)×

×
{
1

r

∫ r

0

dr′r′2
(
r′

r

)ℓ

exp(−2r′/a0) +

∫ ∞

r

dr′r′
( r
r′

)ℓ
exp(−2r′/a0)

}
=

= −4e

a30

{
1

r

∫ r

0

dr′r′2 exp(−2r′/a0) +

∫ ∞

r

dr′r′ exp(−2r′/a0)

}
=

= e
exp(−2r/a0)(a0 + r)

a0r
− e

r
.

Тому

ϕ(r) = e
exp(−2r/a0)(a0 + r)

a0r
.

При r ≪ a0 цей потенцiал переходить у потенцiал ядра ϕя(r) =
e

r
, а при r ≫ a0

потенцiал експоненцiально спадає.

7.11. (1) Координата та iмпульс центра мас:

R =
m1

M
r1 +

m2

M
r2, P̂ = p̂1 + p̂2;

вiдноснi координата та iмпульс:

r = r1 − r2, p̂ =
m2

M
p̂1 −

m1

M
p̂2;

хвильова функцiя:
Ψ(r1, r2) = Φ(R)φ(r).

Рiвняння Шрьодiнгера роздiляється на два рiвняння: рiвняння руху центра мас

P̂2

2M
Φ(R) = TΦ(R)

та рiвняння для енергiї зв’язку
[
p̂2

2µ
+ U(r)

]
φ(r) = Eφ(r).
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Тут M = m1 +m2, T — кiнетична енергiя зв’язаного стану.
(2) Канонiчнiсть переходу означає, що комутацiйнi спiввiдношення зберiгаються для
нових координат та iмпульсiв

[
P̂i, Rj

]
= [p̂i, rj] =

~

i
δij ,

[
P̂i, rj

]
= [p̂i, Rj ] = 0.

(3) Враховуючи результат задачi 3.9 середньоквадатичний радiус мюонiя в основному

станi є
√
〈r2〉µ1S =

√
3aµ0 , де aµ0 =

~
2

e2µ
— боровський радiус мюонiя, µ =

mµme

mµ +me

—

зведена маса для мюонiя. Тому вiдношення середньоквадратичних радiусiв буде:

1 +
me

mµ
= 1, 00483.
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Роздiл 8

Стацiонарна теорiя збурень

1. Одним iз методiв наближенного розв’язку рiвняння Шрьодiнгера є теорiя збурень,
яка використовується коли гамiльтонiан системи може бути записаним у виглядi суми
гамiльтонiана Ĥ0, для якого вiдомо точний розв’язок (його називають незбуреним
гамiльтонiаном), i малої добавки Ĥ1 (збурення):

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 = Ĥ0 + λŴ , λ≪ 1.

У разi, коли збурення не залежить вiд часу, теорiю збурень називають стацiонарною.
У цьому випадку задача полягає в тому, щоб знайти енергетичнi рiвнi i вiдповiднi
хвильовi функцiї рiвняння Шрьодiнгере для повного гамiльтонiана:

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 .
Розв’язок шукається шляхом розкладу хвильової функцiї та енергiї по степеням λ:

|ψn〉 =
∣∣ψ(0)

n

〉
+
∣∣ψ(1)

n

〉
+ ... =

∣∣∣ψ̃(0)
n

〉
+ λ

∣∣∣ψ̃(1)
n

〉
+ ...,

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + ... = ǫ(0)n + λǫ(1)n + λ2ǫ(2)n + ...,

де n нумерує енергетичнi рiвнi, а E
(0)
n та

∣∣∣ψ(0)
n

〉
— розв’язки незбуренного рiвняння

Шрьодiнгера:

Ĥ0

∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
. (8.1)

2. Якщо серед розв’язкiв незбуренного рiвняння Шрьодiнгере (8.1) вiдсутнi вирод-
женi стани, то поправки до енергетичних рiвнiв та хвильових функцiй в першому
порядку теорiї збурень є

E(1)
n = λ 〈n| Ŵ |n〉 , (8.2)

∣∣ψ(1)
n

〉
= λ

∑

n′ 6=n

〈n| Ŵ |n′〉
E

(0)
n − E

(0)
n′

∣∣∣ψ̃(0)
n′

〉
. (8.3)

В другому порядку поправка до енергiї є

E(2)
n = λ2ǫ(n)n = λ2

∑

n′ 6=n

∣∣∣〈n| Ŵ |n′〉
∣∣∣
2

E
(0)
n −E

(0)
n′

. (8.4)
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3. Умовою застосування теорiї збурень є необхiднiсть виконання нерiвностей

∣∣∣E(0)
n − E

(0)
n′

∣∣∣≫ λ| 〈n| Ŵ |n′〉 | (8.5)

для усiх значень n та n′.

4. У випадку, коли не виконується критерiй 3, тобто у нульовому порядку iснує r
рiвнiв, якi спiвпадають або близькi один до одного, хвильову функцiю шукають у
виглядi суперпозицiї хвильових функцiй вироджених станiв:

|ψ〉 =
r∑

k=1

Ck|ψk〉,
r∑

i=1

C2
i = 1.

Тодi рiвняння Шрьодiнгера зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на
коефiцiєнти Ck:

r∑

l=1

HklCl − ECk = 0,

де Hkl = 〈k|Ĥ0 + Ĥ1|l〉. Умовою сумiсностi цих рiвнянь є рiвняння

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(H11 − E) H12 · · · H1r

H21 (H22 − E) · · · H2r
...

...
. . .

...
Hr1 Hr2 · · · (Hrr −E)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

яке в загальному випадку дає r розв’язкiв для енергiї E. Його називають секулярним
рiвнянням.

Для двох близких рiвнiв n та m з секулярного рiвняння одержимо

E1,2 =
1

2

[
Hmm +Hnn ±

√
(Hmm −Hnn)

2 + 4|Hnm|2
]
, (8.6)

при цьому хвильовi функцiї є

{
|ψ1〉 = cosϕ|ψ(0)

m 〉+ sinϕ|ψ(0)
n 〉,

|ψ2〉 = − sinϕ|ψ(0)
m 〉+ cosϕ|ψ(0)

n 〉,
(8.7)

де

cosϕ =
x√

1 + x2
, sinϕ =

1√
1 + x2

,

x =
Hnn −Hmm +

√
(Hmm −Hnn)

2 + 4|Hnm|2

2Hnm
.
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8.1 Задачi

8.1. На частинку, яка знаходиться у безмежно глибокiй потенцiальнiй ямi (рис. 2.1),
дiє збурення H1 = −Fx. Розрахувати поправку до енергетичних рiвнiв в першому
порядку теорiї збурень та знайти умову застосувння теорiї збурень.

8.2. На одномiрний гармонiчний осцилятор дiє збурення H1 = V exp

(
−x

2

a2

)
. Знайти

умову застосувння теорiї збурень та розрахувати поправки першого порядку до ос-
новного та першого збудженого рiвнiв.

8.3. Для лiнiйного ангармонiчного осцилятора

(
− ~

2

2m

d2

dx2
+

1

2
κx2 + αx3 + βx4

)
ψ(x) = Eψ(x)

знайти поправки до енергiї в першому та другому порядках та до хвильових функцiй
в першому порядку. У якостi збурення розглядати ангармонiчнi члени αx3 та βx4.
З’ясувати умови застосувння теорiї збурень.

8.4. Валентний електрон у атомi лiтiя знаходиться у потенцiалi, який екранований
двома електронами з першої повнiстю заповненої оболонки. Цей потенцiал можно
апроксимувати таким виразом

U(r) = −e
2

r
− e2d

r2
,

де d — параметр розмiрностi довжини. Розглядаючи другий член гамiльтонiана як
збурення знайти у першому порядку теорiї збурень розщеплення рiвнiв атома лiтiя у
станах з n = 2. Порiвняти з точним результатом.

8.5. В енергетичному представленi незбурений гамiльтонiан є

Ĥ0 =

(
E

(0)
1 0

0 E
(0)
2

)
.

Знайти поправки в першому та другому порядках теорiї збурень до енергiї та поправки
до хвильових функцiй у першому порядку теорiї збурень пiд дiєю збурення

Ĥ1 =

(
V11 V12
V21 V22

)
.

8.6. Розглядаючи в гамiльтонiанi задачi 2.14 доданок αx1x2 як збурення знайти:

1. поправку до основного рiвня в першому та другому порядку та поправку до
хвильової функiї в першому порядку;

2. поправки до другого рiвня та вiдповiднi хвильовi функцiї.

Порiвняти одержанi результати з точним результатом.
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8.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

8.1. Скористаємось результатом розв’язку задачi 2.1 i знайдемо наступний матричний
елемент

〈n′|x|n〉 =2

a

∫ a

0

dx x sin
πn′x

a
sin

πnx

a
=

=
1

a

∫ a

0

dx x

[
cos

π(n′ − n)x

a
− cos

π(n′ + n)x

a

]
=

=
a

π2

{
π sin [π (n− n′)]

n− n′ − π sin [π (n′ + n)]

n′ + n
+

+
cos [π (n− n′)]− 1

(n− n′)2
+

1− cos [π (n′ + n)]

(n′ + n)2

}
.

(8.8)

Випадок, коли n = n′ треба розглядати, як граничний перехiд n′ → n у виразi (8.8).

В результатi 〈n|x|n〉 =
a

2
i на основi формули (8.2) одержимо поправку в першому

порядку теорiї збурень:

E(1)
n = −1

2
Fa.

При n′ 6= n (i цiлих n i n′) вираз (8.8) приймає вигляд:

〈n′|x|n〉 =





− 4nn′a

π2(n2 − n′2)2
при n+ n′ непарне,

0 при n+ n′ парне,

i тому при парному n + n′ умова (8.5) виконується автоматично. Отже, необхiдно
розглянути випадок непарного n + n′.

З умови застосувння теорiї збурень (8.5) випливає, що при заданому n має вико-
нуватись нерiвнiсть при усiх n′ 6= n

8ma3F

~2π4
≪ |n2 − n′2|3

nn′ . (8.9)

Задача полягає в тому, щоб знайти такi n′ та n, при яких права частина нерiвностi
(8.9) буде мiнiмальною.

Вiдмiтимо, що вираз
|n2 − n′2|3

nn′ симетричний вiдносно замiни n′ ↔ n, тому достат-

ньо розглянути випадок коли n′ > n. Легко бачити, що в цьому випадку зазначений
вираз монотонно зростає iз збiльшенням n′ при сталому n 1. Тому вiн приймає най-
менше значення при n′ = n+ 1 i

|n2 − n′2|3
nn′ → (2n+ 1)3

n(n+ 1)
.

Так само легко впевнитись, що
(2n+ 1)3

n(n + 1)
монотонно зростає iз збiльшенням n i тому

приймає найменше значення при n = 1. Отже, умовою застосування теорiї збурень є

1В цьому легко переконатись взявши похiдну по dn′ i впевнившись у тому, що вона завжди
додатня.
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нерiвнiсть:

ma3F

~2π4
≪ 27

16
.

8.2. E
(1)
0 =

(
ωma2

ωma2 + ~

)1/2

V , E
(1)
1 =

(
ωma2

ωma2 + ~

)3/2

V .

8.3. Спочатку знайдемо матричнi елементи 〈n′|x3|n〉 та 〈n′|x4|n〉. З цiєю метою на
основi умови повноти перепишемо цi вирази у виглядi

〈n′|x3|n〉 =
∞∑

n′=0

〈n|x|n′〉〈n′|x2|n〉, 〈n′|x4|n〉 =
∞∑

n′=0

〈n|x2|n′〉〈n′|x2|n〉.

В свою чергу, матричний елемент 〈n′|x|n〉 був знайдений в задачi 2.11

〈n′|x|n〉 =
√

~

2mω

[√
(n+ 1) δn′,n+1 +

√
n δn′,n−1

]
,

а 〈n′|x2|n〉 знаходимо використовуючи умову повноти:

〈n′|x2|n〉 =
∞∑

m′′=0

〈n′|x|n′′〉〈n′′|x|n〉 =

=
~

2ωm

[
(2n+ 1)δn′n +

√
n(n− 1) δn′,n−2 +

√
(n + 1)(n+ 2) δn′,n+2

]
.

Звiдси одержимо остаточний результат для матричних елементiв 〈n|x3|n〉 та 〈n|x4|n〉:

〈n′|x3|n〉 =
(

~

2ωm

)3/2 [√
(n + 3)(n+ 2)(n+ 1) δn′,n+3 + 3(n+ 1)

√
n + 1 δn′,n+1+

+ 3n
√
n δn′,n−1 +

√
n(n− 1)(n− 2) δn′,n−3

]
,

〈n′|x4|n〉 =
(

~

2ωm

)2 [√
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1) δn′,n+4+

+ 2(2n+ 3)
√

(n+ 2)(n+ 1) δn′,n+2 + 3(2n2 + 2n+ 1) δn′,n+

+ 2(2n− 1)
√
n(n− 1) δn′,n−2 +

√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) δn′,n−4

]
.

(8.10)

На основi формул (8.2), (8.4) та (8.10) знайдемо поправки до енергiї:

E(1)
n =

3

4
β

(
~

mω

)2

(2n2 + 2n+ 1),

E(2)
n =− α2

~ω

(
~

2ωm

)3 (
30n2 + 30n+ 11

)
− 2

β2

~ω

(
~

2ωm

)4 (
34n3 + 51n2 + 59n+ 21

)
.

(8.11)

69



Поправка до хвильової функцiї першого порядку буде:

∣∣ψ(1)
n

〉
=
α

~ω

(
~

2ωm

)3/2 [
−1

3

√
(n + 3)(n+ 2)(n+ 1) |n+ 3〉−

− 3(n+ 1)
√
n + 1 |n+ 1〉+ 3n

√
n |n− 1〉+

+1
3

√
n(n− 1)(n− 2) |n− 3〉

]
+

+
β

~ω

(
~

2ωm

)2 [
−1

4

√
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1) |n + 4〉−

− (2n+ 3)
√

(n+ 2)(n+ 1) |n+ 2〉+ (2n− 1)
√
n(n− 1) |n− 2〉+

+ 1
4

√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) |n− 4〉

]
.

(8.12)

Для нашого випадку умови (8.5) записуються як

α
〈n′|x3 |n〉
|n′ − n|~ω ≪ 1, n′ = n± 3, n′ = n± 1, (8.13)

β
〈n′| x4 |n〉
|n′ − n|~ω ≪ 1, n′ = n± 4, n′ = n± 2. (8.14)

Пiдставляючи в (8.13) та (8.14) матричнi елементи 〈n′|x3|n〉 та 〈n′|x4|n〉 (формули
(8.10)) легко знайти, що лiва частина нерiвностi (8.13) набуває масимального значення
при n′ = n + 1, а для нерiвностi (8.14) — при n′ = n + 2. Тому умовами застосувння
теорiї збурень будуть

α

~ω

(
~

2ωm

)3/2

3(n+ 1)
√
n+ 1 ≪ 1,

β

~ω

(
~

2ωm

)2

(2n+ 3)
√
(n+ 2)(n+ 1) ≪ 1.

Звiдси випливає, що при любих α та β завжди знайдеться таке значення n = nmax,
починаючи з якого теорiя збурень для лiнiйного ангармонiчного осцилятора не вико-
нується.

8.4. Поправка в першому порядку теорiї збурень до рiвня nl дається

E
(1)
nℓ = −e2d

∫
d3x |Ylm(θ, ϕ)|2r−4R2

nℓ(ρ),

де Rnl(ρ) — радiальна хвильова функцiя воднеподiбного атома (див. Роздiл 3). Беручи

iнтеграл для станiв 2s та 3p одержимо E(1)
2s = −e

2d

4a20
, E(1)

2p = − e2d

12a20
.

Точний розв’язок див. в [7] Задача 5.2:

Enℓ = − e2

2(n− σ)2a0
, σ =

d(
ℓ+ 1

2

)
a0
.

Розкладаючи в ряд по σ енергiю Enℓ одержимо:

Enℓ ≈ − e2

2n2a0
+

e2d

a20
(
ℓ + 1

2

)
n3
.
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Легко бачити, що одержана поправка для 2s та 3p станiв спiвпадає, вiдповiдно, з E(1)
2s

i E(1)
2p .

8.5. E
(1)
1 = V11, E

(1)
2 = V22, E

(2)
1 = −E(2)

2 =
|V12|2
E1 − E2

;

ψ
(1)
1 = − V ∗

12

E1 − E2
ψ

(0)
2 , ψ(1)

2 = − V12
E1 − E2

ψ
(0)
1 ,

де ψ(0)
1 =

(
1
0

)
, ψ(0)

2 =

(
0
1

)
.

8.6. Спочатку запишемо розв’язок у випадку, коли α = 0. В цьому випадку енергiя є

E(0)
n1n2

= ~ω0 (n1 + n2 + 1) ,

де ω0 =
√
κ/m, а вiдповiднi хвильовi функцiї є добутком двох хвильових функцiй

одномiрного осцилятора з частотою ω0,

ψ
(0)
n1b2

≡ |n1, n2〉 = |n1〉|n2〉,

де |n1〉 i |n2〉 залежать вiд змiнних x1 i x2, вiдповiдно.
1. Використовуючи результат задачi 2.11 маємо

〈0|x|n〉 =
√

~

2ω0m
δn1. (8.15)

Тому в першому порядку поправка до основного стану дорiвнює нулю,

E
(1)
00 = α〈0|x1|0〉〈0|x2|0〉 = 0,

а в другому порядку вона є:

E
(2)
00 = −α2

∑

n,n′

〈0|x1|n〉〈0|x2|n′〉〈n|x1|0〉〈n′|x2|0〉
2~ω0

= − ~α2

8ω3
0m

2
. (8.16)

Запишемо поправка до хвильової функцiї першого порядку

ψ
(1)
00 = −α

∑

n,n′

〈00|x1x2|nn′〉
~ω0(n+ n′)

|nn′〉 (8.17)

i використовуючи результат задачi 2.11 одержимо

ψ
(1)
00 = − α

4ω2
0m

|1〉|1〉.

Точний розв’язок для енергiї є (див. задачу 2.14) E00 = 1
2
~Ω + 1

2
~ω. Розкладаючи Ω

та ω в ряд по α до другого порядку, Ω ≈ ω0

(
1 +

α

2κ
− α2

8κ2

)
, ω ≈ ω0

(
1− α

2κ
− α2

8κ2

)
,

одержимо

E00 ≈ ~ω0 −
α2

~

8ω3
0m

2
,

що спiвпадає з результатом теорiї збурень.
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У разi точного розв’язку хвильова функцiя основного стану записана у змiнних x1
та x2 є

ψ00 =
4

√
Ωωm2

(4π)2
exp

{
−1

4

m

~

[
(Ω + ω)

(
x21 + x22

)
+ 2(Ω− ω)x1x2

]}
.

Розкладаючи Ω та ω в ряд до першого порядку по α одержимо

ψ00 = |0〉|0〉 − α

4ω0m
|1〉|1〉,

що спiвпадає з результатом теорiї збурень в першому порядку.
2. Другий енергетичний рiвень двiчi вироджений, E(0)

10 = E
(0)
01 = 2~ω0, тому потрiб-

но застосовувати теорiю збурени для близьких рiвнiв. Користуючись формулою (8.6)
знайдемо енергiю з урахуванням доданкiв першого порядку по α:

E1,2 = 2~ω0 ±
α~

2mω0

.

Легко бачити, що саме такий результат одержуємо розкладаючи точний розв’язок в
першому порядку по α. Вiдповiднi хвильовi функцiї визначаються з (8.7):

|ψ1,2〉 =
1√
2
(|1〉|0〉 ± |0〉|1〉) .

Цей результат спiвпадає з хвильовими функцiями для точного розв’язку в нульовому
порядку по α.
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Роздiл 9

Адiабатичне наближення та

варiацiйний метод Рiтца

1. Адiабатичне наближення (його ще називають наближенням Бора-Оппенгеймера)
використовують у випадку, коли фiзична система складається iз частинок двох сортiв,
якi рухаються швидко (легкi частинки), та повiльних (важких) частинок. При цьому
збуренням вважається кiнетична енергiя повiльних частинок.

2. На першому етапi «заморожується» рух важких частинок, i розв’язується рiв-
няння Шрьодiнгера для легких частинок що рухаються у полi нерухомих важких
частинок. В результатi знаходять хвильовi функцiї та енергетичний спектр легких
частинок, якi залежать вiд координат важких частинок Xi як вiд параметрiв:

ψ(x1,x2, · · · ,xn;X1,X2, · · · ,XN), ε(X1,X2, · · · ,XN).

3. На другому етапi «розморожують» рух важких частинок i шукають повну хви-
льову функцiю системи у виглядi добутка

Ψ(x1, · · · ,xn;X1, · · · ,XN) = C(X1, · · · ,XN)ψ(x1, · · · ,xn;X1, · · · ,XN),

де коефiцiєнти C(X1, · · · ,XN) задовольняють рiвнянню Шрьодiнгера, у якого в якостi
потенцiала виступає енергiя легких частинок

[
−~

2

2

N∑

i=1

1

Mi

∆i + ε(X1, · · · ,XN)

]
C(X1, · · · ,XN) = EC(X1, · · · ,XN).

4. Варiацiйний метод Рiтца полягає в тому, що наближений розв’язок для енергiї та
хвильової функцiї основного стану квантової системи знаходиться з умови мiнiмума
середнього значення її гамiльтонiана

E(α1, · · · , αn) =

∫
d3xψ∗(α1, · · · , αn;x)Ĥψ(α1, · · · , αn;x)

по пробнiй функцiї ψ(α1, · · · , αn;x) нормованою на одиницю,
∫
d3x |ψ∗(α1, · · · , αn;x)|2 = 1.

Варiацiя вiдбувається по параметрам α1, · · · , αn.
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9.1 Задачi

9.1. Гамiльтонiан квантової системи має вигляд

Ĥ =
p̂ 2
1

2M1
+

p̂ 2
2

2M2
+
κ

2

(
x21 + x22

)
+ αx1x2,

причому |α| < κ та M1 ≫ M2. Знайти рiвнi енергiї та вiдповiднi хвильовi функцiї
використовуючи адiабатичне наближення.

9.2. На основi варiацiйного метода Рiтца оцiнити енергiю основного стану тривимiрного
гармонiчного осцилятора використовуючи пробну функцiю ψ(r) = Ne−ar i розглядаючи
a як варiацiйний параметр. Результат порiвняти з точним результатом.

9.3. (1) На основi варiацiйного метода Рiтца знайти наближене значення енергiї основ-
ного стану для частинки, яка знаходиться у потенцiалi U(x) = λx4. Пробну функцiю
взяти у виглядi ψ(x) = Ne−

1
2
αx2

, де α — варiацiйний параметр.
(2) Те саме, що в задачi (1), але в тривимiрному просторi (U(r) = λr4, ψ(r) =

Ne−
1
2
αr2).

9.4. На основi варiацiйного метода Рiтца знайти енергiю частинки, яка знаходиться
в полi

U(x) =

{
λx при x > 0,
∞ при x ≤ 0.

В якостi пробної функцiї обрати:

(1) ψ(x, α) ∼
{
xe−αx при x > 0,
0 при x ≤ 0.

(2) ψ(x, α) ∼
{
xe−αx2

при x > 0,
0 при x ≤ 0.

Обґрунтувати, чому у пробної функцiї введено множник x перед експонентою.

9.5. На основi варiацiйного метода знайти хвильовi функцiї та енергiю атома водню
у станах 1S та 2S використовуючи наступну пробну функцiю

ψ(r) = (A0 + A1r)e
−αr,

де A0, A1 i α варiацiйнi параметри. Умову нормування врахувати з допомогою множ-
ника Лагранжа (такий метод називають методом Рiлея-Рiтца).

9.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

9.1. Будемо вважати збуренням кiнетичну енергiю важкої частинки,

Ĥ1 = − ~
2

2M1

∂2

∂x21
,

i далi шукати розв’язок у виглядi

Ψ(x1, x2) = C(x1)ψ(x2).
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Для хвильової функцiї легкої частинки ψ(x2) маємо наступне рiвняння Шрьодiнгера,
розглядаючи при цьому змiнну x1 як параметр:

[
− ~

2

2M2

∂2

∂x22
+
κ

2

(
x21 + x22

)
+ αx1x2

]
ψ(x1, x2) = ε(x1)ψ(x1, x2). (9.1)

Зробимо в рiвняннi (9.1) замiну y = x2 +
α
κ
x1 i одержимо рiвняння для гармонiчного

осцилятора (
− ~

2

2M2

∂2

∂y2
+
κ

2
y2
)
ψ(y) =

[
ε(x1)−

κ2 − α2

2κ
x21

]
ψ(y),

з якого випливає що

ε(x1) = ~ω

(
n +

1

2

)
+
κ2 − α2

2κ
x21, ω =

√
κ

M2

i хвильова функцiя задається формулою (2.6).
Тепер розглянемо рiвняння для функцiй CNn(x1):

[
− ~

2

2M2

∂2

∂x22
+ ~ω

(
n+

1

2

)
+
κ2 − α2

2κ
x21

]
CNn(x1) = ENnCNn(x1).

Це знову рiвняння гармонiчного осцилятора i його роз’вязок дає

ENn = ~Ω

(
N +

1

2

)
+ ~ω

(
n +

1

2

)
, де Ω =

√
κ2 − α2

κM1
.

Цей вираз випливає з результата задачi 2.17, якщо в ньому зробити розклад по
малому параметру M2/M1.

9.2. Знайдемо коефiцiент нормування

N =

√
a3

π
.

При цьому середнi кiнетична та потенцiальноа енергiї будуть:

〈T 〉 = −~
2N2

2m

∫
d3re−ar∆e−ar =

(~a)2

2m
,

〈U〉 = κN2

2

∫
d3rr2e−2ar =

3κ

2a2
.

(9.2)

Мiнiмум середнього значення гамiльтонiана E(a) = 〈T 〉 + 〈U〉 досягається при a2 =√
3κm

~2
. Пiдставляючи це значення у вираз для E(a) одержимо наближенне значення

енергiї основного стану Eосн ≈
√
3~ω ≈ 1, 73~ω, що дещо бiльше точного значення

Eосн = 3
2
~ω (див. задачу 3.2).

9.3. (1) Нормована пробна функцiя є ψ(x) = 4
√

α
π
e−

1
2
αx2

i середнє значення гамiльто-
нiана буде:

E(α) =
~
2

4m
α +

3

4

λ

α2
.
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Мiнiмум E(α) вiдповiдає

α =
3

√
6λm

~2
.

В результатi отримаємо

Eосн ≈ 3

4

(
3

4

~
4λ

m2

)1/3

.

(2) Eосн ≈ 9
8

(
10

~
4λ

m2

)1/3

.

9.4. Множник x введено щоб пробна функцiю була неперервною в точцi x = 0.
Зауважимо, що вiд похiдної пробної функцiї не потрiбно вимагати неперевностi в
цiй точцi, бо потенцiал робить нескiнчено великий стрибок.

(1) Знайдемо квадрат коефiцiєнта нормування та середнє значення гамiльтонiана

N2 =

(∫ ∞

0

dxx2e−2αx

)−1

= 4α3,

E(α) = 〈Ĥ〉 = 〈T̂ 〉+ 〈U〉,

〈T̂ 〉 = −~
2N2

2m

∫ ∞

0

dxxe−αx d
2

dx2
xe−αx =

α2
~
2

2m
,

〈U〉 = λN2

∫ ∞

0

dxx3e−2αx =
3λ

2α
.

Знайдемо мiнiмум E(α):

dE(α)

dα
=

d

dα

(
α2

~
2

2m
+

3λ

2α

)
=
α~2

m
− 3λ

2α2
= 0.

Звiдки

α =
3

√
3λm

2~2
.

Пiдставляючи це значення в E(α) одержимо

E =
3

2
3

√
9

2
3

√
~2λ2

2m
= εвар.

1
3

√
~2λ2

2m
= 2, 47645

3

√
~2λ2

2m
.

(2) Знайдемо квадрат коефiцiєнта нормування та середнє значення гамiльтонiана

N2 =
4(2α)3/2√

π
, E(α) =

3~2α

2m
+

2λ√
2πα

, α =
3

√
2λ2m2

9π~4
.

Тодi

E = 3
3

√
3

2π
3

√
~2λ2

2m
= εвар.

2
3

√
~2λ2

2m
= 2, 34478

3

√
~2λ2

2m
.

Зауважимо, що точне значення ε = 2, 3381 (див. [7]). Отже у випадку (1) вiдносна
похибка складає 5,9%, а у випадку (2) — 0,28%.

9.5. Перш за все зауважимо, що параметри A0, A1 i α не є незалежними, бо на пробну
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функцiю потрiбно накласти умову нормування. Врахуємо це за допомогою множника
Лагранжа, тобто в якостi варiацiйної функцiї будемо використовувати

E(A0, A1, α) = λN(A0, A1, α) + 〈Ĥ〉

де λ множник Лагранжа, а

N(A0, A1, α) =

∫
d3rψ2(r) = 4π

2

(2α)3

(
A2

0 + 3
A0A1

α
+ 3

A2
1

α2

)
,

〈Ĥ〉 = 〈T̂ 〉+ 〈V 〉,

〈T̂ 〉 = − ~
2

2me

∫
d3rψ(r)∆ψ(r) = 4π

2

(2α)3
~
2

2me

(
A2

0α
2 + A0A1α+ A2

1

)
,

〈V 〉 = −4π
1

(2α)3
e2
(
2A2

0α + 4A0A1 + 3
A2

1

α

)

вважаючи далi параметри A0, A1 i α незалежними.
Запишемо умови екстремуму варiацiйної функцiї E(A0, A1, α):

∂E(A0, A1, α)

∂A0

∼ 2A0α
(
−2e2mα + 2mλ+ α2

~
2
)
+

+ A1

(
−4e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)
= 0, (9.3)

∂E(A0, A1, α)

∂A1
∼ A0α

(
−4e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)
+

+ 2A1

(
−3e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)
= 0, (9.4)

∂E(A0, A1, α)

∂α
∼ A2

0α
2
(
−4e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)
+

+ 2A1A0α
(
−6e2mα + 12mλ+ α2

~
2
)
+

+ 3A2
1

(
−4e2mα + 10mλ+ α2

~
2
)
= 0. (9.5)

Умова сумiсностi рiвнянь (9.3) та (9.4) дає рiвняння на λ
∣∣∣∣∣
2α
(
−4e2mα + 6mλ+ α2

~
2
) (

−4e2mα + 6mλ+ α2
~
2
)

α
(
−4e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)

2
(
−3e2mα + 6mλ+ α2

~
2
)
∣∣∣∣∣ = 0, (9.6)

звiдки

λ =
α(6e2m− 5α~2 ± 2

√
3e4m2 − 6e2mα~2 + 4mα2~4)

6m
. (9.7)

Пiдставляючи цей вираз в рiвняня (9.3) або (9.4) знайдемо зв’язок мiж параметрами
A0 та A1:

A1 = − 2α
(
−~

2α±
√
3e4m2 − 6e2mα~2 + 4α2~4

)

3
(
−e2m+ 2α~2 ±

√
3e4m2 − 6e2mα~2 + 4α2~4

)A0. (9.8)

Пiдставляючи (9.7) та (9.8) в (9.5) приходимо до рiвняння, яке визначає параметр α:

− 9e6m3 + 36e4m2α~2 − 51e2mα2
~
4 + 28α3

~
6 =

= ±
√
3e4m2 − 6e2mα~2 + 4α2~4

(
3e4m2 − 12e2mα~2 + 13α2

~
4
)
.

(9.9)
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Пiдводячи до квадрата праву та лiву частини цього рiвняння отримаємо

(
e2m− 2α~2

) (
e2m− α~2

)5
= 0,

тобто

α1 =
e2m

~2
=

1

a0
, α2 =

1

2a0
,

де a0 — радiус Бора. Пiдставляючи цi значення в (9.9) одержимо, що α1 вiдповiдає
випадку, коли перед коренем обирається знак «+», а α2 — коли обирається знак «–».

При цьому (9.8) зводиться до A1 = 0 (в першому випадку) i до A1 = − A0

2a0
(в другому

випадку). В кожному випадку параметр A0 отримаємо з умови нормування. Легко
бачити, що перший випадок вiдповiдає 1S стану, а в другий випадок — 2S стану
атома водню.
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Роздiл 10

Частинка у зовнiшньому

електромагнiтному полi

1. Властивостi частинки, яка має спiн 1
2
, заряд q та знаходиться у зовнiшньому

електромагнiтному полi, описуються рiвнянням Паулi

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
=

[
1

2M

(
p̂− q

c
A
)2

+ qϕ− µ̂ ·B
]
Ψ(x, t), (10.1)

де ϕ та A — скалярний та векторний потенцiали електромагнiтного поля, q — заряд
частинки, а µ̂ — оператор спiнового магнiтного моменту частинки. Останнiй пов’яза-
ний з оператором спiна ŝ спiввiдношенням

µ̂ = 2µŝ.

Коефiцiент µ, який називають величиною спiнового магнiтного моменту, є значенням
проекцiї магнiтного моменту µz, яке вiдповiдає проекцiї спiну (в одиницях ~) sz = 1

2
.

Оператор спiна 1
2

записується через матрицi Паулi σ

s =
~

2
σ,

де σ = (σx, σy, σz) є наступний триплет матриць 2× 2:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Для електрона останнiй член гамiльнотiана в правiй частинi рiвняння (10.1) є

µ̂ ·B = −µБσ ·B.

де µБ =
e~

2Mec
— магнетон Бора, e — елементарний електричний заряд.

2. Хвильова функцiя представляє собою двурядну матрицю-стовпчик (спiнор)

Ψ(x, t) =

(
Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)

)
.

Умова нормування:

〈Ψ|Ψ〉 =
∫
d3xΨ†(x, t)Ψ(x, t) =

∫
d3x

[
|Ψ1(x, t)|2 + |Ψ2(x, t)|2

]
.

79



10.1 Задачi

10.1. Отримати рiвняння неперервностi для частинки без спiна (такою може бути,
наприклад заряджений π-мезон), яка знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi.
Що буде струмом густини ймовiрностi?

10.2. Знайти оператор прискорення для зарядженої частинки без спiна у зовнiшньому
електромагнiтному полi. Дати фiзичну iнтерпретацiю результата.

10.3. Знайти похiдну по часу вiд оператора спiна електрона, який знаходиться у
зовнiшньому магнiтному полi.

10.4. Нейтрон знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi B. Знайти оператор його
прискорення. Вiдомо, що електричний заряд у нейтрона вiдсутнiй, проте магнiтний
момент вiдмiнний вiд нуля i становить µn ≈ −1, 913 ядерних магнетонiв.

10.5. Нейтрон знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi, яке змiнюється по закону

B1 = B⊥ cosωt, B2 = B⊥ sinωt,

B3 = B, B = const.

Знайти закон змiни ймовiрностi рiзних значень проекцiї спiна нейтрона s3 з часом при

умовi, що в початковий момент часу t = 0 проекцiя спiна sz(t = 0) =
1

2
. Розглянути

випадок, коли B⊥ ≪ B3.
Вказiвки:

• Зробити замiну для компонент спiнора

Ψ1 = e−
iωt
2 φ1 та Ψ2 = e

iωt
2 φ2.

Одержати систему рiвнянь на функцiї φ1 та φ2.

• Шукати розв’язок системи рiвнянь у виглядi

φ1 = C1e
iΩt + C2e

−iΩt та φ2 = C3e
iΩt + C4e

−iΩt.

10.7 Знайти дiамагнiтну спийнятливiсть атомарного водню. Вважати, що атоми пе-
ребувають в основному станi.

10.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

10.1. У разi, коли спiн частинки дорiвнює нулю, µ̂ = 0 i замiсть рiвняння (10.1) маємо

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
=

[
1

2M

(
p̂− q

c
A
)2

+ qϕ

]
Ψ(x, t), (10.2)

причому Ψ(x, t) буде просто комплексною функцiєю. Домножимо це рiвняння злiва
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на Ψ∗(x, t). В результатi пiсля нескладних перетворень одержимо

i~Ψ∗∂Ψ

∂t
=

1

2M

{
−~

2
[
∇
(
Ψ∗∇Ψ

)
− (∇Ψ∗)∇Ψ

]
+

+
i~q

c

(
|Ψ|2divA+ 2A ·Ψ∗∇Ψ

)
+

+

(
q2

c2
A2 + qϕ

)
|Ψ|2

}
.

(10.3)

Вiзьмемо рiвняння комплексно спряжене до (10.2) i домножимо його справа на Ψ(x, t):

−i~∂Ψ
∗

∂t
Ψ =

1

2M

{
−~

2
[
∇
(
(∇Ψ∗)Ψ

)
− (∇Ψ∗)∇Ψ

]
−

−i~q
c

(
|Ψ|2divA+ 2A · ∇(Ψ∗)Ψ

)
+

+

(
q2

c2
A2 + qϕ

)
|Ψ|2

}
.

(10.4)

Вiд рiвняння (10.3) вiднiмимо рiвняння (10.4), в результатi чого прийдемо до наступ-
ної рiвностi:

∂|Ψ|2
∂t

= div

[
~

2iM

(
(∇Ψ∗)Ψ−Ψ∗∇Ψ

)
+

~q

mc
A|Ψ|2

]
.

Отже струмом ймовiрностi э вектор

j =
~

2iM

(
(∇Ψ∗(x, t))Ψ(x, t)−Ψ∗(x, t)∇Ψ(x, t)

)
+

~q

mc
A|Ψ(x, t)|2.

10.2. Оператор прискорення визначається як

â =
dv̂

dt
=
∂v̂

∂t
+
i

~

[
Ĥ, v̂

]
,

де оператор швидкостi є

v̂ =
1

M

(
p̂− q

c
A
)
.

Беручи до уваги те, що оператор iмпульсу не залежить вiд часу, одержимо

∂v̂

∂t
= −q

c

∂A

∂t
,

[
Ĥ, v̂

]
=
M

2

[
v̂2, v̂

]
+

q

M
[ϕ, p̂] =

M

2

[
v̂2, v̂

]
+ i~(∇ϕ),

â = −q
c

(
∂A

∂t
+∇ϕ

)
+

i

2~M

[
v̂2, v̂

]
.

Нагадаємо, що для частинки у зовнiшньому магнiтному полi рiзнi компоненти опера-
тора швидкостi не комутують,

[v̂i, v̂j ] =
iq~

M2c

∑

k

εijkBk,
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тому
[
v̂2, v̂

]
= − iq~

M2c
(v̂×B−B× v̂) .

в результатi чого отримаємо

â =
q

M
E +

q

2Mc
(v̂ ×B−B× v̂) ,

де E = −∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
— напруженнiсть електричного поля.

Якщо помножити праву та лiву частину виразу для прискорення на масу частинки,
то одержимо силу Лоренца.

10.3. Використовуючи визначення похiдної по часу одержимо

d ŝ1
dt

=
i

~

[
Ĥ, ŝi

]
=
i

2

[
Ĥ, σi

]
=
iµБ

2
[B · σ, σi] .

Беручи до уваги комутацiйне спiввiдношення мiж компонентами матриць Паулi одер-
жимо

d ŝ

dt
= µБB× σ.

10.4. В зв’язку з тим, що для нейтрона q = 0, гамiльтонiан нейтрона в зовнiшньому
магнiтному полi є

Ĥ = − ~
2

2Mn

∆− µnB · σ,

а оператор швидкостi v̂ =
~

iMn
∇. Тодi

â =
i

~

[
Ĥ, v̂

]
= − µn

Mn
[B · σ,∇] =

µn

Mn
∇(B · σ).

10.5. Розпишемо рiвняння (10.2) по компонентам спiнора Ψ1(t) i Ψ2(t):





i~
dΨ1(t)

dt
= −µnB⊥e

−iωtΨ2(t)− µnBΨ1(t),

i~
dΨ2(t)

dt
= −µnB⊥e

iωtΨ1(t) + µnBΨ2(t).

(10.5)

Зробимо замiну
Ψ1(t) = e−iωt

2 φ1(t), Ψ2(t) = ei
ωt
2 φ2(t),

в результатi чого система (10.5) перейде в

{
iφ̇1 = −γ1φ1 − γ2φ2,

iφ̇2 = γ1φ2 − γ2φ1,
(10.6)

де γ1 =
ω

2
+
µnB

~
та γ2 =

µnB⊥
~

.
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Будемо шукати розв’язок системи (10.6) у виглядi

φ1(t) = C1e
iΩt + C2e

−iΩt,

φ2(t) = C3e
iΩt + C4e

−iΩt.
(10.7)

Пiдставляючи (10.7) в (10.6) отримаємо наступну систему лiнiйних рiвнянь на коефi-
цiєнти Cn 




(γ1 − Ω)C1 = −γ2C3,

(γ1 + Ω)C2 = −γ2C4,

(γ1 + Ω)C3 = γ2C1,

(γ1 − Ω)C4 = γ2C2.

(10.8)

З перших двох рiвнянь знайдемо зв’язок мiж коефiцiентами

C3 =
Ω− γ1
γ2

C1,

C4 =
Ω+ γ1
γ2

C2.

Пiдсавивши цi спiввiдношення у два останнiх рiвняння одержимо одне й те саме
рiвняння (одне з чотирьох рiвнянь в (10.8) є залежним), яке визначає частоту Ω:

Ω =
√
λ21 + λ22.

Згiдно з умовою задачi в момент часу t = 0 хвильова функцiя є

Ψ(0) = Ψ↑ =

(
1
0

)
.

Звiдси випливають двi умови на коефiйiєнти C1 та C2





C1 + C2 = 1,

Ω− γ1
γ2

C1 −
Ω + γ1
γ2

C2 = 0,

розв’язуючи якi одержимо

C1 =
Ω+ γ1
2Ω

,

C2 =
Ω− γ1
2Ω

,

C3 = −C4 =
γ2
2Ω

.

Отже, хвильова функцiя є

Ψ(t) =

(
Ψ1(t)
Ψ2(t)

)
=

1

2Ω

([
(Ω + γ1)e

iΩt + (Ω− γ1)e
−iΩt

]
e−

iωt
2

2iγ2 sin Ωte
iωt
2

)
.
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Ймовiрнiсть того, що нейтрон має sz = 1
2

або −1
2
, визначається як |Ψ1(t)|2 та |Ψ2(t)|2,

вiдповiдно:

w↑ = |Ψ1(t)|2 =
1

2Ω2

(
2γ21 + γ22 + γ22 cos

2Ωt
)
,

w↓ = |Ψ2(t)|2 =
γ22 sin

2Ωt

2Ω2
.

Якщо B⊥ ≪ B, γ2 ≪ γ1 ∼ Ω, тому w↑ ≈ 1 i w↓ ≪ 1. Проте, коли B ≈ − ~ω

2µn
, то

наступає резонансне зростання ймовiрностi w↓.
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Роздiл 11

Нестацiонарна теорiя збурень

1. Нестацiонарна теорiя збурень застосовується для опису квантових переходiв. До-
пускається, що гамiльтонiан системи можна записати у виглядi

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1(x, t),

де Ĥ0 не залежить вiд часу, а збуреня Ĥ1(x, t) залежить вiд часу явним чином.

2. Розв’язок нестацiонарного рiвняння Шрьодiнгера шукається у виглядi

Ψ(x, t) =
∑

n

cn(t)e
− i

~
Entψn(x),

де ψn(x) — розв’язок стацiонарного рiвняння Шрьодiнгера

Ĥ0ψn(x) = Enψn(x).

3. Якщо до моменту часу t = 0 система знаходилась у квантовому станi m, то
ймовiрнiсть її переходу за час τ у стан n визначається як

wm→n(τ) = |cn(τ)|2 . (11.1)

4. Коефiцiєнти cn(τ) разраховуються по теорiї збурень, тобто цей коефiцiент роз-
кладається в ряд по степенi взаємодiї

cn(τ) = c(0)n (τ) + c(1)n (τ) + c(2)n (τ) + ...

i далi послiдовно розраховуються окремi доданки цього ряду (докладно див. [7]):

c(0)n (τ) = δnm,

c(k)n (τ) =

(
1

i~

)k ∑

r1,r2...rk−1

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tk−1

0

dtk−1×

× exp
[
i
(
ωnr1t1 + ωr1r2t2 + · · ·+ ωrk−1mtk−1

)]
×

×Wnr1(t1)Wr1r2(t2) · · ·Wrk−1m(tk−1), при k ≥ 1.
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Тут введено такi позначення:

ωrirj =
Eri − Erj

~
, Wrirj(t) =

∫
ψ∗
ri
(x)Ĥ1(x, t)ψrj (x)d

3r. (11.2)

В першому порядку теорiї збурень

c(1)n (τ) =
1

i~

∫ τ

0

dteiωnmtWnm(t). (11.3)

11.1 Задачi

11.1. На частинку, яка знаходиться у безмежно глибокiй потенцiальнiй ямi завширшки
a (0 < x < a), дiє збурення Ĥ1(x, t) = V (x)F (t), де

V (x) =

{
V0, при b < x < a− b, 0 < b < a,
0, у iнших випадках.

В момент часу t = −∞ частинка знаходилась у станi n. В першому порядку теорiї
збурень знайти ймовiрнiсть, з якою частинка перейде у стан n′ в момент часу t = ∞.
Вважати, що

(1) F (t) = exp

(
− t2

τ 2

)
,

(2) F (t) = exp

(
−|t|
τ

)
,

(3) F (t) =

[
1 +

(
t

τ

)2
]−1

.

11.2. Лiнiйний гармонiчний оцилятор з зарядом Q знаходиться у зовнiшньому одно-
рiдному електричному полi, яке змiнюється з часом E(t) = E0F (t). В момент часу
t = −∞ частинка знаходилась у станi n. В першому порядку теорiї збурень

(1) вивести правила вiдбору;

(2) знайти ймовiрнiсть, з якою частинка перейде у стан n′ в момент часу t = ∞.
Залежнiсть вiд часу обрати таку, як i в попереднiй задачi.

11.3. Квантова система має два стацiонарних стан ψ1 та ψ2, якi вiдповiдають енергiї
E1 = ~ω1 та E2 = ~ω2. При t < 0 система знаходиться у станi ψ1. В момент часу t = 0
вмикається збурення Ĥ1 надалi незалжне вiд часу. В першому порядку теорiї збурень
знайти:

(1) хвильову функцiю системи Ψ(t) в момент часу t > 0,

(2) ймовiрнiсть переходу w1→2(t).
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11.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

11.1. Скористаємось формулою (11.2) i одержимо

Wnn′(t) = F (t)Inn′,

Inn′ =
2V0
a

∫ a−b

b

dx sin
πn′x

a
sin

πnx

a
=

=
2V0
π

×





0, якщо n+ n′ непарне,
1

n− n′ sin
π(n− n′)b

a
− 1

n + n′ sin
π(n + n′)b

a
, якщо n+ n′ парне.

Тодi wn→n′ = |cn′|2, де cn′ визначається формулою (11.3)

cn′ =
Inn′

i~

∫ ∞

−∞
dtF (t)eiωnn′ t =

τInn′

~
Fnn′,

ωnn′ =
~π2(n′2 − n2)

2ma2
,

Fnn′ =





√
π

i
exp

(
−ω

2
nn′τ 2

4

)
, (1)

− 2

i~(1 + τ 2ω2
nn′)

, (2)

π

~
e−ωnn′τ . (3)

(11.4)

11.2. (1) Враховуючи те, що збурення є H1(x, t) = QE0xF (t), маємо (див. задачу 2.11):

Wnn′(t) = QE0F (t)〈n|x|n′〉 = QE0F (t)
√

~

2nω

(√
nδn′,n−1 +

√
n + 1δn′,n+1

)
≡

≡ I+δn′,n−1 + I−δn′,n+1.

Звiдси одержуємо правило вiдбору ∆n = ±1.
(2) Вiдповiдно до (11.1) та (11.3)

wn→n±1 = (~−1IpmFn,n±1)
2,

де Fn,n±1 визничаеться однiєю з формул (11.4).

11.3. (1) З умови задачi в нульовому порядку теорiї збурень c(0)1 (t) = 1, а c(0)2(t) = 0.
Користуючись формулою (11.3) одержимо поправки до коефiцiентiв розкладу ci(t) в
першому порядку нестацiонарної теорiї збурень:

c
(1)
1 (t) =

W12

i~

∫ t

0

dt′eiω12t′ =
W12

i~ω12

(
1− eiω12t

)
,

c
(1)
2 (t) =

W21

i~

∫ t

0

dt′eiω21t′ =
W12

i~ω12

(
e−iω12t−1

)
= −c(1)1 (t),
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де ω12 = −ω21 = ω1 − ω2, а W12 = W21 =
∫
d3xψ∗

1(x)Ĥ1(x)ψ2(x). Отже, в першому
порядку теорiї збурень хвильова функцiя буде:

Ψ(x, t) =
[
1 + c

(1)
1 (t)

]
e−iω1tψ1(x) + c

(2)
1 (t) e−iω2tψ2(x) =

=

[
e−iω1t +

W12

~ω12

(
e−iω1t − e−iω2t

)]
ψ1(x) +

W12

~ω12

(
e−iω2t − e−iω1t

)
ψ2(x).

(2) w1→2(t) =
∣∣∣c(2)1 (t)

∣∣∣
2

= 2

( |W12|
~ω12

)2

[1− cos (ω1 − ω2) t].

88



Роздiл 12

Багаточастинковi системи. Принцип

тотожностi. Формалiзм представлення

чисел заповнення

1. В силу принципа тотожностi частинок хвильова функцiя системи частинок одного
сорту повинна бути симетричною або антисиметричною при перестановцi частинок.
Причому, хвильова функцiя симетрична при перестановцi частинок iз цiлим спiном
(бозони) i антисиметрична при перестановцi частинок iз напiвцiлим спiном (фермiони).

2. Для опису системи тотожнiх частинок часто застосовують формалiзм представ-
лення чисел заповнення. Його також називають методом вторинного квантування. З
цiєю метою вводять поняття операторiв народження та знищення, â†n та ân, частинки
у квантовому станi n. За ознакою оператори народження та знищення задовольняють
таким комутацiйним спiввiдношенням:

[
ân′ , â†n

]
≡ ân′ â†n − â†nân′ = δn′n,

[ân′ , ân] =
[
â†n′, â†n

]
= 0,



 для бозонiв,

{
ân′ , â†n

}
≡ ân′ â†n + â†nân′ = δn′n,

{ân′, ân} =
{
â†n′, â†n

}
= 0,



 для фермiонiв.

3. Оператори народження та знищення дiють на вектор |Nn〉 стану, який включає
Nn тотожнiх частинок, що знаходяться у квантовому станi n:

ân |Nn〉 =
√
Nn |Nn − 1〉 , â†n |Nn〉 =

√
Nn + 1 |Nn + 1〉 ,

причому 〈Nn |Nn〉 = 1. Дiя оператора знищення на вакуум дає ноль, ân |0〉 = 0.
Багаточастинковий стан визначається як результат послiдовної дiї оперотора на-

родження на вакуум:

|Nn〉 =
√

1

Nn!

(
â†n
)Nn |0〉 ,

де множник

√
1

Nn!
введено для нормування, 〈Nn′ |Nn〉 = δn′n.
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4. Оператор ânâ
†
n представляє оператор числа частинок, якi знаходяться у кванто-

вому станi n:

ânâ
†
n |Nn〉 = Nn |Nn〉 .

Гамiльтонiан системи невзаємодiючих мiж собою тотожнiх частинок є

Ĥ =
∑

n

ânâ
†
nEn,

де En — енергiя частинки у квантовому станi n.

12.1 Задачi

12.1. Для системи двох частинок iз спiном s:
(1) побудувати симетричнi та антисиметричнi спiновi функцiї;
(2) знайти скiльки iснує симетричних та антисиметричних хвильових функцiї;
(3) розглянути випадок частинок iз спiном s = 1

2
та виписати явно вiдповiднi хвильовi

функцiї, знайти чому дорiвнює повний спiн S для кожної з них?

12.2. В ядернiй фiзицi часто розглядають протон та нейтрон, як два зарядових
стани однiєї частинки, яку називають нуклон. При цьому дiє узагальнений принцип
Паулi, який вимагає антисиметрiї хвильової функцiї вiдносно перестановки будь-яких
двох нуклонiв. Виходячи з узагальненого принципу Паулi встановити яке значення
повного моменту кiлькостi руху I має двонуклонна система, яка знаходиться у станi з
вiдносним орбiтальним моментом L = 0 (S-стан), в залежностi вiд нуклонного складу
системи.

12.3. Пояснити з точки зору симетрiї хвильової функцiї продуктiв розпаду чому ρ0-
мезон не розпадається по каналу ρ0 → π0 + π0, але розпадається по каналу ρ0 →
π++π−. Спiн π-мезонiв дорiвнює 0, а спiн ρ-мезону дорiвнює 1. Скрiзь верхнiй iндекс
означає електричний заряд частинки.

12.4. Використовуючи формалiзм чисел заповнення розрахувати середнi значення x2

та x4 для гармонiчного осцилятора.

12.5. Розглянути перетворення операторiв народження та знищення

̂̃a = Aâ+Bâ†, ̂̃a† = Aâ† +Bâ,

де A та B довiльнi дiйснi числа. При яких значеннях коефiцiєнтiв A та B перехiд

вiд операторiв народження та знищення â† та â до нових операторiв ̂̃a† та ̂̃a буде
канонiчним, тобто збережуться комутацiйнi спiввiдношення? Розглянути обидва ви-
падки, бозе та фермi операторiв.

12.6. Для бозе операторiв народження та знищення ̂̃a† та ̂̃a (див. результати по-

передньої задачi) побудувати вакуумний стан ̂̃0. Знайти розподiл бозонiв у новому
вакуумному станi.
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12.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

12.1. (1) Якщо m1 6= m2 то симетрична та антисиметрична хвильовi функцiї будуть:

χсим(m1, m2) =

√
1

2

(
χ(1)
m1
χ(2)
m2

+ χ(1)
m2
χ(2)
m1

)
,

χа.с.(m1, m2) =

√
1

2

(
χ(1)
m1
χ(2)
m2

− χ(1)
m2
χ(2)
m1

)
.

У випадку, коли m1 = m2 = m симетричними хвильовими функцiями будуть χ(1)
m χ

(2)
m .

Симетричних функцiї буде (2s+ 1)(s+ 1), а антисиметричних s(2s+ 1).
(2) (2s+ 1)2 станiв, хвильовi функцiї χ(1)

m1χ
(2)
m2 .

(3) Один антисиметричний стан

χсим
0 (↑, ↓) =

√
1

2

(
χ
(1)
↑ χ

(2)
↓ − χ

(1)
↓ χ

(2)
↑

)
,

який вiдповiдає S = 0, та три симетричних стани

χа.с.
1 (↑, ↑) = χ

(1)
↑ χ

(2)
↑ , χа.с.

1 (↓, ↓) = χ
(1)
↓ χ

(2)
↓ ,

χа.с.
1 (↑, ↓) =

√
1

2

(
χ
(1)
↑ χ

(2)
↓ + χ

(1)
↓ χ

(2)
↑

)
,

яким вiдповiдає S = 1.

12.2. Якщо спiн S = 0, то двонуклонна система може iснувати у трьох зарядових
станах, pp, pn та nn. Якщо спiн S = 1, то система може iснувати лише у одному
зарядовому станi pn, який називають дейтроном.

12.3. В зв’язку з законом збереження моменту кiлькостi руху повний момент двох
π-мезонiв в системi спокою ρ0-мезона має дорiвнювати j = 1. Так як спiн π-мезона
дорiвнює нулю, то j складається лише з орбiтального моменту, j = ℓ = 1 i тому
хвильова функцiя двох π-мезонiв виявляється антисиметричною при їх перестановцi.
З iншого боку, хвильова функцiя двох π0-мезонiв повинна бути симетрично i тому
розпад ρ0 → π0 + π0 заборонений законом збереження моменту кiлькостi руху та
принципом тотожностi.

В разi розпаду на π+ + π− частинки не тотожнi, на них не потрiбно накладати
умову симетрiї i розпад не заборонений.

12.4. 〈n|x2 |n〉 = ~

2mω
〈n|
(
â† + â

)2 |n〉 = ~

mω

(
n+ 1

2

)
,

〈n|x4 |n〉 =
(

~

2mω

)2

〈n|
(
â† + â

)4 |n〉 = 3

(
~

2mω

)2

(2n2 + 2n + 1).

12.5. Спочатку розглянемо випадок бозонiв. Запишемо умову канонiчностi перетво-
рення

[
̂̃a, ̂̃a†

]
=
[
Aâ+Bâ†, Aâ† +Bâ

]
=

= A2
[
̂̃a, ̂̃a†

]
+ AB

[
̂̃a, ̂̃a
]
+ AB

[
̂̃a†, ̂̃a†

]
+B2

[
̂̃a†, ̂̃a

]
=

= A2 −B2 = 1.
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Звiдси випливає, що A = chα, B = shα, де параметр α довiльний.

У випадку фермiонiв маємо двi умови канонiчностi
{
̂̃a, ̂̃a†

}
= 1 та

{
̂̃a, ̂̃a
}

= 0. З

першої умови витiкає A2 + B2 = 1, а з другої AB = 0. Таким чином маємо лише
тривiальнi розв’язки A = ±1 та B = 0, або A = 0 та B = ±1.

12.6. Скористуємось умовою повноти станiв |n〉 i розложимо новий вакуум
∣∣∣0̃
〉

по цим

станам
∣∣∣0̃
〉
=

∞∑
n=0

Cn |n〉, де на коефiцiєнти Cn потрiбно наложити умову нормування

∞∑
n=0

C2
n = 1. Для того, щоб

∣∣∣0̃
〉

був вакуумним станом для нових бозонiв потрiбно

вимагати ̂̃a
∣∣∣0̃
〉
= 0, звiдки випливає

(
Aâ +Bâ†

) ∣∣∣0̃
〉
= A

∞∑

n=1

Cn

√
n |n− 1〉+B

∞∑

n=0

Cn

√
n+ 1 |n + 1〉 = 0.

Зробимо замiни n− 1 → n (в першiй сумi) i n+ 1 → n (в другiй сумi)

AC1 |0〉+
∞∑

n=1

(
A
√
n + 1Cn+1 +B

√
nCn−1

)
|n〉 = 0.

Звiдси одержимо

C1 = 0, та Cn+1 = −B
A

√
n

n+ 1
Cn−1

або

C1 = 0,

Cn =





(
−B
A

)k
√

(2k − 1)!!

2kk!
C0, при n = 2k,

0, при n = 2k + 1.

Коефiцiєнт C0 визначається з умови нормування

∞∑

n=0

C2
n = C2

0

∞∑

k=0

(2k − 1)!!

2kk!

(
B

A

)2k

=
C2

0√
1− (B/A)2

= AC2
0 = 1,

тобто C0 =

√
1

A
.

Фiзичний змiст коефiцiєнтiв Cn полягає у тому, що вони представляють амплiтуду
ймовiрностi знайти у новому вакуумi старих бозонiв. Тому вiдповiдна ймовiрность
wn = C2

n.

92



Роздiл 13

Квантова теорiя розсiяння

1. Процеси розсiяння частинок на iнших частинках роздiляють на пружнi та не-
пружнi. У випадку пружного розсiяння частинки не змiнюють свого склада, а лише
обмiнюються енергiєю та iмпульсом,

m1 +m2 → m1 +m2.

При непружному розсiяннi частинки змiнюють свiй склад, або народжуються новi
частинки,

m1 +m2 → µ1 + µ2,

m1 +m2 → µ1 + µ2 + ... + µn.

2. Розсiяння вiдбувається внаслiдок взаємодiї U(r) мiж частинками, якi стикаються;
r = r1 − r2 — вiдстань мiж частинками. У квантовiй механiцi, як i в класичнiй
механiцi, задача про пружне розсiяння двох частинок зводится до розгляду руху однiєї
частинки з зведеною масою µ у полi U(r).

θ

U(r)

p, µ

p′, µ

Рис. 13.1: Розсiяння частинки з зведеною масою µ на потенцiалi

3. Диференцiйний перерiз процесу розсiяння m1 +m2 → m3 +m4:

dσ

dΩ
=
µp′

µ′p
|A(E, θ)|2 ,

де A(E, θ) — амплiтуда розсiяння, E — повна енергiя двох частинок у системi їх

центра мас, θ — кут розсiяння, µ =
m1m2

m1 +m2

та µ′ =
m3m4

m3 +m4

— зведенi маси i p та p′

— вiдноснi iмпульси початкового та кiнцевого станiв.
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У випадку пружного розсiяння ця формула зводиться до

dσ

dΩ
= |A(E, θ)|2 .

4. Амплiтуди пружного розсiяння розраховуться на основi борновського ряду:

A(E, θ) = − µ

2π~2

∫
d3r exp

[
− i

~
(p− p′) · r

]
U(r)+

+
( µ

2π~2

)2 ∫
d3rd3r′e

i
~
p·rU(r)

exp
(
i
~
p |r− r′|

)

|r− r′| U(r′)e−
i
~
p′·r′ + ...,

(13.1)

де p та p′ — iмпульси частинки у початковому та кiнцевому станах. Перший член
такого ряда називають борновським наближенням.

5. У випадку розсiяння на центральному потенцiалi хвильову функцiю можна роз-
класти по полiномам Лежандра (вважається, що вiсь z направлено вздовж хвильового
вектора k = p/~)

ψk(r) =

∞∑

ℓ=0

Φkl(r)Pℓ(cos θ),

де функцiя Φkl(r) задовольняє рiвняння
[
1

r2
d

dr
r2
d

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

2r2
− 2µ

~2
U(r) + k2

]
Φkl(r) = 0.

У разi, коли r → ∞ хвильова функцiя є (див. [7])

ψk(r) =
1

kr

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)

[
iℓ sin

(
kr − π

2
ℓ
)
+
i

2
(1− Sℓ)e

ikr

]
Pℓ(cos θ),

де Sℓ(k) називають матрицею розсiяння в станi з орбiтальним моментом ℓ. В свою
чергу, Sℓ(k) може бути записана через фазовий зсув

Sℓ(k) = e2iδℓ(k)

i амплiтуда розсiяння буде:

A(E, θ) =
1

k

∞∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1)eiδℓ(k) sin δℓ(k)Pℓ(cos θ).

13.1 Задачi

13.1. У борновському наближеннi розглянути розсiяння частинки з зарядом Q на
екрановоному кулоновському полi ядра

|E | = Ze

r
e−r/r0. (13.2)
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Розглянути випадок, коли параметр екранування r0 → ∞ i знайти амплiтуду розсiяння
та диференцiйний перерiз процесу.

13.2. У борновському наближеннi розрахувати амплiтуду розсiяння та диференцiйний
перерiз розсiяння на потенцiалi сферичної сходинки

U(r) =

{
−U0 при r < r0,
0 при r > r0.

Як залежить диференцiйний перерiз вiд кута розсiяння при qr0 ≪ ~ та qr0 ≫ ~? Тут
q = |q|, де q = p′ − p.

13.3. Для потенцiала сферичної сходинки (задача 13.2) знайти фазовий зсув для
парцiальної s-хвилi.

13.4. Знайти диференцiйний перерiз розсiяння електрона на атомi водню в основному
станi.
Вказiвка: Розглянути амплiтуду розсiяння на атомi, як суму амплiтуд розсiяння на
ядрi та електронi A(E, θ) = A(я)(E, θ) + A(е)(E, θ).

13.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

13.1. Пiдставляючи в перший член ряду (13.1)

U(r) =
QZe

r
e−r/r0

одержимо амплiтуду розсiяння в борновському наближеннi:

A(Б)(k, θ) = − lim
r0→∞

µQZe

2π~

∫
d3rr−1 exp

[
−
(
r

r0
− i

~
(p− p′) · r

)]
=

= − lim
r0→∞

2µQZe

~2

(
1

r20
− |p− p′|2

~2

) =

=
QZeµ

2(~k)2 sin2 1
2
θ
, де p = ~k.

(13.3)

Диференцiйний перерiз

dσ

dΩ
= |A(Б)(k, θ)|2 =

[
QZeµ

2(~k)2 sin2 1
2
θ

]2

дає формулу Резерфорда.

13.2. Скористаємось формулою (13.1) для розсiяння на центральному потенцiалi:

A(Б)(E, θ) = −µU0

~2q

r0∫
0

drr sin qr =
µU0

~2q

∂

∂q

r0∫
0

dr cos qr =

=
2µU0

~2q3
[r0q cos (r0q)− sin (r0q)] ,
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де q =

√
8µE

~2
sin

θ

2
. Диференцiйний перерiз буде:

dσ

dΩ
=

(
2µU0

~2q3

)2

[r0q cos (r0q)− sin (r0q)]
2 .

При r0q ≪ 1 покладаємо

cos (r0q) ≈ 1− 1

2
(r0q)

2 i sin (r0q) ≈ r0q −
1

6
(r0q)

3 .

Тодi отримаємо

A(Б)(E, θ) =
2µU0

3~3
r30,

тобто амплiтуда розсiяння не залежить вiд кута розсiяння. Це означає, що розсiяння
при низьких енергiях вiдбувається у парцiальнiй s-хвилi.

При r0q ≫ 1 другим доданком у виразi для амплiтуди розсiяння можна знехтувати
i одержимо

A(Б) ≈ −r0U0

4E

cos (r0q)

sin2 θ
2

,

тобто амплiтуда починає швидко осцiлювати.

13.3. Розглянемо рiвняння (13.2) для парцiальної s-хвилi, поклавши в ньому Φk0(r) =
1
r
Rk0(r): [

d2

dr2
− 2µ

~2
U(k) + k2

]
Rk0(r) = 0.

Його розв’язок для потенцiалу сферичної сходинки є

Rk0(r) =

{
φ1(r, k) при r < r0,
φ2(r, k) при r > r0,

де

φ1(r, k) = N1 sin κr, φ2(r, k) = N2 sin[kr + δ0(k)],

κ =

√
2µ(E + U0)

~2
, k =

√
2µE

~2
.

З умов зшивки у точцi r = r0 випливає

1

φ1(r, k)

∂φ1(r, k)

∂r

∣∣∣∣
r=r0

=
1

φ2(r, k)

∂φ2(r, k)

∂r

∣∣∣∣
r=r0

,

звiдки одержимо фазовий зсув:

δ0(k) = −kr0 + arctg
[κ
k
ctg(kr0)

]
.

13.4. Амплiтуда розсiяння A(я)(E, θ) задається остiннiм виразом в (13.3) в якому
Q = −e, а Z = 1. В свою чергу, амплiдуду розсiяння на електронi розглянемо як
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розсiяння на ефективному потенцiалi Uеф(r), який створює електрон атома. Останнiй
є усередненим кулоновським потенцiалом взаємодiї мiж двома електронами

Uеф(r) = e2
∫
d3ρ

|ψ1s(ρ)|2
|r− ρ| ,

де r та ρ, вiдповiдно, координати електрона, який розсiюється, та атомного електрона.
Тодi в борновському наближеннi амплiтуда A(е)(E, θ) буде

A(е)(E, θ) = − µ

2π~2

∫
d3re−iq·rUеф(r) =

= − µe2

2π~2

∫
d3rd3ρ

|ψ1s(ρ)|2
|r− ρ| e

−iq·r, q =
p− p′

~
.

Виконуючи замiну r → r′ = r− ρ одержимо:

A(е)(E, θ) = A(я)(E, θ)F
(
q2
)
, q2 = 4k2 sin2 θ

2
,

де

F (q2) =

∫
d3ρ exp

(
i

~
q · ρ

)
|ψ(ρ)|2

— форм-фактор атома. Пiсля iнтегрування одержимо:

F (q2) =
16

(4 + q2a20)
2
,

де a0 — радiус Бора.
В результатi приходимо до наступного виразу для диференцiйного перерiзу:

dσ

dΩ
= 4a20

[
8 +

(qa0
~

)2]2

[
4 +

(qa0
~

)2]4 .
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Роздiл 14

Релятивiстська квантова механiка

1. Коварiантнi та контрварiантнi 4-вектори aµ та aµ пов’язанi мiж собою спiввiдно-
шенням1:

aµ = gµνa
ν ,

де gµν = gµν — метричний тензор простору Мiнковського

gµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 .

4-вектори координати

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, −x1, −x2, −x3) ≡ (ct,−x),

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x1, x2, x3) ≡ (ct,x)

та оператор 4-iмпульса

p̂µ = i~

(
1

c

∂

∂t
,

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
≡ i~

∂

∂xµ
,

p̂µ = i~

(
1

c

∂

∂t
,

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
≡ i~

∂

∂xµ
.

2. Рiвняння Клейна-Гордона-Фока описує частинку з спiном 0.

2.1 Коварiантна форма рiвняння Клейна-Гордона-Фока

[
p̂µp̂

µ − (mc)2
]
ψ(x) = 0.

2.2 Рiвняння неперервностi

∂jµ(x)

∂xµ
= 0, де jµ(x) =

i~

2mc2

[
ψ∗(x)

∂ψ(x)

∂xµ
− ψ(x)

∂ψ∗(x)

∂xµ

]
.

1Тут i далi опускається знак суми по iндексу, який повторюється.

99



2.3 Iснує два типа плоско-хвильових розв’язкiв рiвняння Клейна-Гордона-Фока

ψ(+)
p = A exp

[
+
i

~
(x · p− Et)

]
, ψ(−)

p = A exp

[
− i

~
(x · p− Et)

]
,

де E =
√
m2c4 + c2p2. Їх називають додатньо- та вiдємно-частотними розв’язками.

3. Рiвняння Дiрака описує частинку з спiном 1
2
.

3.1 Коварiантна форма рiвняння Дiрака

(✁p−mc)ψ(x) = 0,

де ψ(x) — чотиримiрна матриця-стовпчик (спiнор Дiрiка)

ψ(x) =




ψ1(x)
ψ2(x)
ψ3(x)
ψ4(x)


 ,

а ✁p ≡ γµp̂µ. В останньому виразi γµ — матрицi 4×4 (матрицi Дiрака), якi задовольняють
такiй властивостi

γµγν + γνγµ = 2gµν.

В усiх задачах використовується наступний вибiр матриць Дiрака2

γ0 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 , γ1 =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 ,

γ2 =




0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0


 , γ3 =




0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


 .

Зручно записати матрицi Дiрака та спiнор Дiрака у блочному виглядi через матрицi
2× 2 та звичайнi 2-мiрнi спiнори

ψ(x) =

(
ϕ
χ

)
, γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
,

де 1 — одинична матриця 2× 2 та σ — матрицi Паулi.

2Iснують рiзнi вибори матриць Дiрака, якi задовольняють вказаному антикомутацiйному
спiввiдношенню. Звичайно, фiзичнi результати не залежать вiд конкретного вибору цих матриць.
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3.2 Можна записати рiвняння Дiрака у виглядi часового рiвняння Шрьодiнгера

i~
∂ψ(x)

∂t
= Ĥψ(x).

Тут ψ(x) — спiнор Дiрака (див. розд. 14.3.1), а

Ĥ = i~cα∇+ βmc2, (14.1)

де β = γ0, α= βγ (їх також називають матрицями Дiрака), або в блочному виглядi

β =

(
1 0
0 −1

)
, α =

(
0 σ

σ 0

)
.

Звичайно, ця форма запису рiвняння Дiрака не є коварiантною.

3.3 Рiвняння неперервностi

∂jµ

∂xµ
= 0, jµ = c(cρ, j) = cψ†(x)γ0γµψ(x) ≡ ψ(x)γµψ(x),

де ψ = ψ†γ0 = (ψ∗
1, ψ

∗
2 , −ψ∗

3 , −ψ∗
4) — спiнор спряжений по Дiраку.

3.4 Iснує два незалежних плоско-хвильових розв’язкiв рiвняння Дiрака

ψ(+)
p (x) = A

(
χ

cσ · pχ
mc2 + E

)
e+

i
~
(x·p−Et), ψ(−)

p (x) = A

(
χ

− cσ · pχ
mc2 −E

)
e−

i
~
(x·p−Et),

де E =
√
m2c4 + c2p2. Як i у випадку рiвняння Клейна-Гордона-Фока їх називають

додатньо- та вiдємно-частотними розв’язками.

14.1 Задачi

14.1. Розглянути пакети розв’язкiв рiвняння Клейна-Гордона-Фока кожного типу:

Ψ(±)(x) =

∫
d3pA(p)ψ(±)

p (x).

Для кожного з пакетiв знайти величину Q =
∫
d3xj0(x) та показати, що вона не

залежать вiд часу i має свiй знак.

14.2. Розглянути рiвняння Клейна-Гордона-Фока для частинки з зарядом e у зовнiш-
ньому електромагнiтному полi. З цiєю метою у рiвняннi для вiльної частинки зробити
замiну

p̂µ → p̂µ −
e

c
Aµ. (14.2)

Як змiниться рiвняння при замiнi хвильової функцiї на комплексно спряжену ψ(x) →
ψc(x) = ψ∗(x)? Дати фiзичну iнтерпретацiю одержаного результату.
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14.3. З урахуванням релятивiстських ефектiв знайти енергетичной спектр водне-
подiбного атома, в якому електрон замiнено на π−-мезон (частинка без спiну та з
зарядом −e). Вважати ядро безмежно важким; знехтувати внеском ядерної взаємодiї
мiж ядром та π-мезоном.
Вказiвка: Розглянути стацiонарний стан Ψ(r, t) = e−

iEt
~ ψ(r) та порiвняти одержане

рiвняння з нерелятивiстським рiвнянням для воднеподiбного атома.

14.4. Якi з наведених нижче операторiв комутують з гамiльтонiаном дiраковської
частинки
(1) iмпульс p̂,
(2) орбiтальний момент ℓ̂,

(3) квадрат орбiтального моменту ℓ̂
2
,

(4) спiн ŝ (5) квадрата спiна ŝ 2,
(6) повний момент ĵ = ℓ̂ + ŝ,

(7) проекцiя спiна на напрям руху частинки (спiральнiсть) Λ =
p̂ · ŝ
|p| ?

Примiтка: У блочному виглядi оператор спiна є

ŝ =
~

2
Σ, де Σ =

(
σ 0
0 σ

)
.

14.5. Iмпульс частинки у зовнiшньому електромагнiтному полi є π̂ = ~

i
∇ − eA.

Показати, що для частинки Дiрака виконується рiвнiсть

dπ̂

dt
= e

(
E + c−1B

)
,

що є операторним аналогом сили Лоренца.

14.6. В кварковiй моделi протон розглядається як зв’язаний стан трьох кваркiв. При
цьому вважається, що кожен з кваркiв утримається самоузгодженим потенiалом, який
створюють iншi кварки (модель квазiнезалежних кваркiв). Обираючи таку структуру
самоузгодженого потенцiалу

U(r) =
1 + γ0

2
V (r),

де V (r) прямує до безмежностi, коли r → ∞, розглянути рiвняння для квазiнезалеж-
ного кварка [

i~γµ
∂

∂xµ
− 1 + γ0

2
V (r)

]
ψ(r, t) = 0

та знайти енергетичний спектр для кварка. Розразунок зробити для двох типiв по-
тенцiалiв: (1) V (r) = V0 + λr та (2) V (r) = V0 + κr2.
Вказiвка: Розглянути стацiонарний стан Ψ(r, t) = e−

iEt
~ ψ(r) та розкласти хвильову

функцiю по «верхнiх» та «нижнiх» спiнорах та одержати рiвняння для верхньої
компоненти ϕ(r).

14.2 Вiдповiдi та розв’язки задач

14.1. Q = ± 1

mc2
∫
d3pEp |A(p)|2, де Ep =

√
m2c4 + c4p2; знаки + та − вiдповiдають,

вiдповiдно, додатньо- та вiдємно-частотним розв’язкам.
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14.2. Запишемо рiвняння Клейна-Гордона-Фока у зовнiшньому електромагнiтному
полi: [(

i~
∂

∂xµ
− e

c
Aµ

)(
i~

∂

∂xµ
− e

c
Aµ

)
− (mc)2

]
ψ(x) = 0. (14.3)

Комплексно спряжене рiвнянням визначає хвильову функцiю ψ∗(x):
[(
i~

∂

∂xµ
+
e

c
Aµ

)(
i~

∂

∂xµ
+
e

c
Aµ

)
− (mc)2

]
ψ∗(x) = 0. (14.4)

Звiдси видно, що така замiна вiдповiдає змiнi заряда частинки на протилежний i може
бути iнтерпретованя як перехiд вiд частинки до античастинки.

14.3. Враховуючи результат задачi 14.2 π−-мезон в воднеподiбному атомi описується
рiвнянням [(

i~
∂

∂xµ
+
e

c
Aµ

)(
i~

∂

∂xµ
+
e

c
Aµ

)
− (mc)2

]
ψ(x) = 0,

де Aµ =

(
eZ

r
, 0

)
a Ψ(r, t) = e−

iEt
~ ψ(r). Пiсля нескладних перетворень одержимо

(
E2

mc2
−mc2

)
ψ(r) =

1

m

(
~
2∆− e4Z2

c2r2
− 2Ee2Z

c2r

)
ψ(r). (14.5)

Роздiляючи радiальну та кутовi змiннi, ψ(r) = Yℓm(θ, ϕ)φℓ(r), рiвняння (14.5) перепи-
шемо у виглядi:

Ẽφℓ(r) =

(
− ~

2

2m

1

r2
d

dr
r2
d

dr
+

~
2ℓ̃(ℓ̃+ 1)

2mr2
− e2Z̃

r

)
φℓ(r), (14.6)

де

Ẽ =
E2 −m2c4

2mc2
, ℓ̃ = −1

2
+

√
1

4
+ ℓ̃(ℓ̃+ 1)− (αZ)2,

Z̃ =
ZE

mc2
, α =

e2

~c
.

Формально рiвняння (14.6) спiвпадає з рiвнянням для звичайного атома водню, звiдки
випливає

Ẽnrℓ = −e
4Z̃2m

2~2ñ2
, ñ = n2 + ℓ+ 1, nr = 0, 1, 2, ...,

що дає рiвняння на Enrℓ, розв’язуючи яке одержимо

Enrℓ =
mc2√

1 +
(αZ)2

ñ2

.

14.4. Викорстаємо явний вигляд оператора Гамiльтона (14.1). Тодi:
(1) [Ĥ, p̂i] = cα · [p̂, p̂i] = 0;

(2) [Ĥ, ℓ̂i] = cαj [p̂j , ℓ̂i] =
~c

i
(α̂× p̂)i 6= 0;
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(3) [Ĥ, ℓ̂
2
] = [Ĥ, ℓ̂i]ℓ̂i + ℓ̂i[Ĥ, ℓ̂i] =

~c

i

[
(α× p̂) · ℓ̂+ ℓ̂ · (α× p̂)

]
6= 0;

(4)
[
Ĥ,Σi

]
= cp̂·[α,Σi]. Використовуючи блочну форму операторiв Σ та α одержимо:

[αj,Σi] =

(
0 [σj , σi]

[σj , σi] 0

)
= 2iǫjikαk 6= 0;

Отже,
[
Ĥ,Σi

]
= 2i (α× p̂)i 6= 0.

(5) Враховуючи блочну форму оператора Σ легко показати, що ŝ 2 =
3

4
~
2, тобто є

просто числом, яке, звичайно, комутує з любим оператором.

(6) Використовуючи результати 2. та 4. маємо:
[
Ĥ, ĵ

]
=
[
Ĥ, ŝ

]
+
[
Ĥ, ℓ̂

]
= 0.

(7) В зв’язку з тим, що оператор iмпульсу комутує з гамiльтонiаном, маємо
[
Ĥ,Λ

]
=

p−1p ·
[
Ĥ,Σ

]
= 2icp−1p · (α× p) = 0.

14.5. Для того, щоб одержати рiвняння для дiраковської частинки з зарядом e у
зовнiшньому електромагнiтному полi зробимо замiну (14.2) в рiвняннi Дiрака. В ре-
зультатi прийдемо до рiвняння

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
= ĤΨ(x, t), де Ĥ = cα · π̂ + βmc2 + eϕ.

В свою чергу, похiдна по часу вiд узагальненого iмпульса буде:

dπ̂

dt
=
∂π̂

∂t
+
i

~

[
Ĥ, π̂

]
= −e

c

∂A

∂t
+
ic

~
[α · π̂, π̂] + ic

~
[ϕ, p̂] =

= −e
(
1

c

∂A

∂t
+∇ϕ

)
+
ic

~
[α · π̂, π̂] .

Знайшовши комутатор [π̂j , π̂i] =
~

ic
ǫijkBk одержимо

dπ̂

dt
= e

(
−1

c

∂A

∂t
−∇ϕ +α ·B

)
= e

(
E +

1

c
v̂ ×B

)
,

де v̂ = cα — оператор миттєвої швидкостi (див. розд.12.2.2 [7]).

14.6. Рiвняння для стацiонарниого стану Ψ(r, t) = e−
i
~
Etψ(r) квазiнезалежного кварка

буде [
γ0E − ~c

i
γ ·∇− 1 + γ0

2c
V (r)

]
ψ(r) = 0. (14.7)

Розкладемо хвильову функцiю по верхнiх та нижнiх компонентах

ψ (r) =

(
φ(r)
χ(r)

)
,

в результатi чого рiвняння для квазiнезалежного кварка (14.7) зведеться до системи
двох рiвнянь 




[E − V (r)]φ (r) =
~c

i
σ ·∇χ (r) ,

Eχ (r) =
~c

i
σ ·∇φ (r) .
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З другого рiвняння одержимо χ (r) = ~c
i
σ·∇
E

φ (r), пiдставимо цей вираз у перше
рiвняння i отримаємо рiвняння на функцiю φ (r)

(~c)2∆φ (r) + E [E − V (r)]φ (r) = 0

(тут було використано тотожнiстю (σ ·∇)2 = ∆).
(1) Розглянемо лiнiйно зростаючий потенцiал. Зробивши замiну φ (r) = 1

r
ϕ (r)

перейдемо до радiальної функцiї ϕ (r). Для неї рiвняння буде

(~c)2 ϕ′′ (r) + E (E − V0 − λr)ϕ (r) = 0

з граничними умовами ϕ (0) = 0 та ϕ (∞) = 0. З допомогою замiни ρ = β
(
r − E−V0

λ

)
,

де β = 3

√
Eλ
(~c)2

це рiвняння зведеться до

ϕ′′ (ρ) = ρϕ (ρ) .

Його розв’язок, який спадає при ρ→ ∞, є функцiя Ейрi першого роду

ϕ (ρ) = Ai (ρ) .

Тепер потрiбно задовольнити умовi ϕ |r=0 = 0. Вона зводиться до умови ρ |r=0 = an ,
де n = 1, 2, 3, ..., а an - положення n-го нуля функцiї Ейрi (див. Додаток А). З другого
боку, ця умова приводить до квантування енергiї кварка

En−1 = V0 −
anλ

βn
, де βn = 3

√
En−1λ

(~c)2
.

Це рiвняння може бути розв’язано чисельними методами.
Маса протона виражається як

mpc
2 = 3E0.

Перший радiальний збуджений стан протону (має назву резонанс Ропера) вiдповi-
дає випадку, коли один з кваркiв знаходиться у першому збудженому станi. Маса
резонансу Ропера визначається з формули

m∗c2 = 2E0 + E1

(2) Розглянемо осциляторний потенцiал. В цьому випадку найнижчий стан вiдпо-
вiдає хвильовiй функцiї

φ(r) =

(
2Ω

π

)3/2

e−Ωr2 , де Ω =

√
E0λ

2
,

а енергiя E0 = V0 +
6Ω
E0

. Це рiвняння знову може бути розв’язано лише чисельними
методами.
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Додаток А

Важливi математичнi формули

А.1 Функцiї Ейрi

Функцiї Ейрi

Ai (x) =
1

π

∞∫

0

cos

(
z3

3
+ xz

)
dz,

Bi (x) =
1

π

∞∫

0

[
exp

(
−z

3

3
+ xz

)
+ sin

(
z3

3
+ xz

)]
dz

(А.1)

представляють два часткових розв’язки диференцiального рiвняння

(
d2

dx2
− x

)
f (x) = 0. (А.2)

При x→ +∞ асимптотична поведiнка функцiй Ейрi наступна:

Ai (x) ≈





√
1
π

1
2 4
√
x
exp

(
−2

3
x

3
2

)
при x→ +∞,√

1
π

1
2 4√−x

sin
(

2
3
|x|

3
2 + π

4

)
при x→ −∞,

Bi (x) ≈





√
1
π

1
2 4
√
x
exp

(
2
3
x

3
2

)
, при x→ +∞,√

1
π

1
2 4√−x

cos
(

2
3
|x|

3
2 + π

4

)
при x→ −∞.

(А.3)

Функцiї Ейрi мають нулi при вiд’ємних значеннях аргумента, Ai (an) = 0 та Bi (bn) = 0.
Наведемо положення трьох перших нулiв функцiй Ейрi:

a1 = -2,3381 b1 = -1,1737
a2 = -4,0879 b2 = -3,2711
a3 = -5,5205 b3 = -4,8307

Iншi властивостi функцiй Ейрi можна знайти в довiднику [15].
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А.2 Полiноми та приєднанi полiноми Лежандра

Приєднанi полiноми Лежандра визначаються як

Pm
ℓ (cos θ) =

sinm θ

2ℓℓ!

dm+ℓ

(d cos θ)m+ℓ

(
cos2 θ − 1

)ℓ
, (А.4)

де m = 0, 1, 2, 3, ..., ℓ . Вони задовольняють диференцiальне рiвняння

1

sin θ

d

d sin θ

(
sin θ

dPm
ℓ

dθ

)
+

[
ℓ (ℓ + 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
ℓ = 0. (А.5)

В тому випадку, коли m = 0 , приєднанi полiноми Лежандра називають просто
полiномами Лежандра та позначають Pℓ(cos θ). Поклавши в (А.4) m = 0 одержимо
явний вигляд найнижчих полiномiв Лежандра

P0 (u) = 1; P1 (u) = u;
P2 (u) =

1
2
(3u2 − 1) ; P3 (u) =

1
2
(5u3 − 3u) .

(А.6)

Приєднанi полiноми Лежандра задовольняють наступнiй умовi ортогональностi

1∫

−1

duPm
ℓ′ (u)P

m
ℓ (u) = δℓ′ℓ

2 (ℓ+m)!

(2ℓ+ 1) (ℓ−m)!
, (А.7)

де введено позначення u = cos θ .
Серед важливих властивостей приєднаних полiномiв Лежандра, якi часто вико-

ристовуються в квантовiй механiцi, вiдмiтимо рекурентнi формули для приєднаних
полiномiв Лежандра

uPm
ℓ (u) =

1

(2ℓ+ 1)

[
(ℓ−m+ 1)Pm

ℓ+1 (u) + (ℓ+m)Pm
ℓ−1 (u)

]
,

√
1− u2Pm−1

ℓ (u) =
1

(2ℓ+ 1)

[
Pm
ℓ+1 (u)− Pm

ℓ−1 (u)
]
.

(А.8)

Для повноти викладення варто вiдмiтити теорему додавання. Нехай два напрями
заданi векторами

n1 = (sin θ1 cosφ1, sin θ1 sinφ1, cos θ1) ,

n2 = (sin θ2 cosφ2, sin θ2 sinφ2, cos θ2)
(А.9)

i α - кут мiж ними, тодi має мiсце спiввiдношення

Pℓ (cosα) = Pℓ (u1)Pℓ (u2) + 2
l∑

m=1

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (u1)P

m
ℓ (u2) cosm (φ1 − φ2) . (А.10)

В деяких задачах зручно використовувати розклад |r− r′|−1 по полiномам Лежандра

1

|r− r′| =





1

r′

∞∑
l=0

( r
r′

)ℓ
Pℓ(cos θ) при r < r′,

1

r

∞∑
l=0

(
r′

r

)ℓ

Pℓ(cos θ) при r > r′.

(А.11)

де θ - кут мiж векторами r та r′.
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А.3 Сферичнi функцiї Бесселя

Сферичнi функцiї Бесселя першого i другого роду виражаються через звичайнi
функцiї Бесселя напiвцiлого порядку

jℓ (x) =

√
π

2x
Jℓ+ 1

2
(x) ,

yℓ (x) =

√
π

2x
Yℓ+ 1

2
(x) .

(А.12)

В свою чергу, Jℓ(x) i Yℓ(x) — функцiї Бесселя першого та другого роду. Вони являються
частковими розв’язками рiвняння Бесселя

x2F ′′ (x) + xF ′ (x) +
(
x2 − v2

)
F (x) = 0. (А.13)

Функцiї Бесселя першого роду можна записати як такий ряд

Jν(x) =

∞∑

m=0

(−1)m
(
x
2

)2m+ν

m!Γ(m+ ν + 1)
, (А.14)

де Γ(z) — Γ-функцiя, яка визначається згiдно формулi (А.18). Функцiї Бесселя другого
роду (їх також називають функцiями Неймана) записуються як лiнiйна комбiнацiя

Yν(x) =
Jν(x)− J−ν(x)

sin (νπ)
.

Iснують також функцiї Бесселя третього роду, H(1)
ν (x) та H

(2)
ν (x), якi також є роз-

в’язками рiвняння Бесселя. Їх ще називають першою та другою функцiями Ганкеля.
Вони таким чином виражаються через функцiї Бесселя першого роду

H(1)
ν (x) =

J−ν (x)− Jν (x) e
−iνπ

i sin (νπ)
,

H(2)
ν (x) =

Jν (x) e
iνπ − J−ν (x)

i sin (νπ)
.

(А.15)

Формули Релея дозволяють розрахувати сферичнi функцiї Бесселя у явному виглядi

jℓ (x) = xℓ
(
−1

x

d

dx

)l
sin x

x
,

yℓ (x) = −xℓ
(
−1

x

d

dx

)l
cosx

x
.

(А.16)

Асимптотична поведiнка:

• при x→ 0: jℓ (x) ≈
xℓ

(2n+ 1)!!
, yℓ (x) ≈ − x−(ℓ+1)

(2n− 1)!!
;

• при x→ 0: jℓ (x) ≈
sin
(
x− π

2
ℓ
)

x
, yℓ (x) ≈ −cos

(
x− π

2
l
)

x
.
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Рекурентнi формули:

fℓ (x) =
x

2ℓ+ 1
[fℓ+1 (x) + fℓ−1 (x)] ,

f ′
ℓ (x) = fℓ+1 (x) +

ℓ

x
fℓ (x) ,

(А.17)

де fℓ — одна з сферичних функцiй Беселя.

А.4 Деякi iнтеграли, якi зводяться до Γ-функцiї

В багатьох задачах ми зустрiчаємось з iнтегралами типу
∞∫
0

dxxne−ax та
∞∫
0

dxxne−ax2
.

За допомогою очевидних замiн вони зводяться до Γ-функцiї вiд цiлого та напiвцiлого
аргумента.

Γ-функцiя визначається як такий iнтеграл

Γ(z) =

∞∫

0

dxxz−1e−x (А.18)

Як випливає з її означення, Γ-функцiя має важливу властивiсть

Γ(z + 1) = zΓ(z), (А.19)

причому Γ(1) = 1 та Γ
(
1
2

)
=

√
π. Тому

Γ(n) = (n− 1)!,

Γ

(
n +

1

2

)
=

(2n− 1)!!

2n
√
π.

(А.20)

Докладнiше про властивостi спецiальних функцiй див. [15,16].
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