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ПЕРЕДМОВА

У даному навчальному виданні викладено базові поняття теорії автоматів. Подання матеріалу розраховано на початківців, однак, приступаючи до вивчення теорії автоматів, слід ґрунтовно вивчити основи теорії множин, засвоїти поняття відображення множини у множину, відношення еквівалентності. Теоретичні відомості подаються окремими частинами, викладення теоретичного матеріалу супроводжується прикладами; розглядаються типові навчальні задачі та способи їх розв’язання. Після кожної частини є розділ, що містить контрольні питання, які допомагають виділити основне у прочитаному та запам’ятати нові поняття. Для кращого засвоєння матеріалу, формування практичних навичок його застосування, а також для підготовки до контрольних заходів (самостійних, контрольних робіт, усних опитувань) рекомендується виконувати вправи та розв’язувати задачі, подані до кожної частини після контрольних питань.
Крім основного матеріалу, видання містить кілька довідкових розділів: «Покажчик позначень», «Предметний покажчик», «Слова іншомовного походження». Мета включення цих розділів – полегшити користування виданням. У розділі «Покажчик позначень» зібрані позначення, які уведені у різних частинах основного тексту; разом з кожним позначенням наведено номер сторінки видання, на якій це позначення з’являється вперше. Розділ «Предметний покажчик» містить перелік усіх понять, означення яких наведено у основному тексті; для кожного поняття дано посилання на сторінку, де це поняття з’являється вперше.
ПОНЯТТЯ АВТОМАТУ МІЛІ. Різновиди АВТОМАТІВ
Уявімо пристрій, що працює у дискретному часі, сприймаючи сигнали (символи) ззовні та надсилаючи сигнали (символи) назовні. Для сприймання сигналів пристрій має вхідний канал, для надсилання сигналів назовні – вихідний канал. Під час роботи пристрій у кожний момент дискретного часу знаходиться у деякому стані, сприймає сигнал із вхідного каналу, змінює свій стан або залишається у тому самому стані й надсилає сигнал у вихідний канал. Описаний пристрій здійснює перетворення послідовностей сигналів (послідовностей символів, слів). Розглянемо модель такого пристрою, що відома під назвою автомату Мілі.

Автоматом Мілі (автоматом) називається упорядкована п’ятірка виду <A,X,Y,f,g>, де A,X,Y – множини, f: A(X ( B(A), g: A(X ( Y. Відображення f, g можуть бути частковими. Множина A називається множиною станів автомату, а її елементи – станами автомату, множина X називається множиною вхідних символів (множиною вхідних сигналів, вхідним алфавітом) автомату, множина Y називається множиною вихідних символів (множиною вихідних сигналів, вихідним алфавітом), f називається функцією переходів автомату, g – функцією виходів автомату.

Розглянемо приклад автомату <A,X,Y,f,g>. Нехай А={a,b,c}, X={A,B}, Y={0,1,2,3}. Побудуємо відображення f та g: f(a,A)={a,c}, f(a,B)={b}, f(b,A)={a,b}, f(b,B)={c}, f(c,A)={b,c}, f(c,B)={a}; g(a,A)=g(b,B)=0, g(a,B)= g(c,A)=1, g(b,A)=2, g(c,B)=3.

Розглянемо різновиди автоматів. Автомат <A,X,Y,f,g > називається:

скінченним, якщо множини A,X,Y скінченні,

нескінченним, якщо принаймні одна з множин A,X,Y нескінченна,

частковим, якщо принаймні одна з функцій f, g є частковою,

повним, якщо функції f,g не є частковими,

детермінованим, якщо умова |f(a,x)|(1 виконується для кожного стану а з множини А й для кожного вхідного символу х з множини Х,

недетермінованим, якщо для деякого стану а з множини А й для деякого вхідного символу х з множини Х виконується умова |f(a,x)|(1.

Автоматом без виходів (Х-автоматом) називається упорядкована трійка виду <A,X,f>, де А, Х – множини, f: A(X ( B(A); А – множина станів автомату, Х – множина вхідних символів, f – функція переходів.

Автономним автоматом (Y-автоматом) називається упорядкова-на четвірка виду <A,Y,f,g>, де A,Y – множини, f: A ( B(A), g: A ( Y; А – множина станів автомату, Y – множина вихідних символів, f – функція переходів, g – функція виходів.

Автоматом без пам’яті називається упорядкована трійка виду <X,Y,g>, де X,Y – множини, g: Х ( Y; Х – множина вхідних символів, Y – множина вихідних символів, g – функція виходів.

Ініціальним автоматом називається упорядкована шістка виду <A,X,Y,f,g,a0>, де A,X,Y – множини, a0(А, f: A(X ( B(A), g: A(X ( Y; А – множина станів автомату, Х – множина вхідних символів, Y – множина вихідних символів, f – функція переходів, g – функція виходів, стан a0 називається початковим станом автомату; це той стан, у якому знаходиться автомат у початковий момент часу.

Налаштованим автоматом без виходів (налаштованим Х-автоматом) називається упорядкована четвірка виду <A,X,f,F>, де А,Х – множини (А – множина станів автомату, Х – множина вхідних сигналів (символів) автомату), f: A(X ( B(A) (f – функція переходів автомату), F(A (F – множина кінцевих станів автомату).

Нехай Х – алфавіт. Словом у алфавіті Х називається скінченна послідовність символів алфавіту Х, записана без проміжків та розділових знаків між цими символами. Порожнім словом будемо називати послідов-ність, що не містить символів. Порожнє слово позначається (. Позначимо F(X)={p| p – слово у алфавіті X або (}. Кількість входжень символів у слово р називається довжиною слова р; порожнє слово має довжину 0.

Розглянемо приклади побудови автоматів. Побудуємо автомат <A,X,Y,f,g>, що перетворює слова у алфавіті {a,b,c} у слова у алфавіті {a,b,(} таким чином: кожен символ с замінює символом (. Наприклад, слово abcbbca буде перетворене на слово ab(bb(a, а слово aabb залишиться без змін. Спочатку визначимо вимоги, за якими має працювати автомат. Шуканий автомат має сприймати символи вхідного слова один за одним. Якщо черговий вхідний символ – це а або b, автомат має надіслати на вихід той самий символ, а якщо черговий вхідний символ – це символ с, то автомат має надіслати на вихід символ (. Вхідний алфавіт автомату – це {a,b,c}, вихідний алфавіт – {a,b,(}. Покладемо А={s}. Згідно з наведеними вимогами визначимо функції f й g: f(s,a)=f(s,b)=f(s,c)={s}, g(s,a)=a, g(s,b)=b, g(s,c)=(. Зазначимо, що шуканий автомат можна побудувати як автомат без пам’яті <X,Y,g>, де Х={a,b,c}, Y={a,b,(}, а функція g задана таким чином: g(a)=a, g(b)=b, g(c)=(.

Побудуємо автомат, що відповідає на запитання: «Парною чи непарною є кількість нулів у даній скінченній послідовності, що складається з символів 0 та 1. За кожним вхідним словом виду р? (р – послідовність нулів та одиниць) автомат має породжувати вихідне слово виду pL, де L=Н, якщо кількість нулів у слові p непарна, й L=П, якщо кількість нулів у слові p парна. Визначимо вимоги до роботи автомату. Шуканий автомат має сприймати символи вхідного слова р? один за одним. Якщо черговий вхідний символ є 1 автомат має надіслати на вихід той самий символ, але якщо черговий вхідний символ є 0, то автомат має надіслати на вихід той самий символ, а також зреагувати на те, що парність кількості сприйнятих нулів при обробці вхідного слова р? змінилася («була парною – стала непарною» або «була непарною – стала парною»). Сприйнявши символ ?, автомат має надіслати на вихід символ Н або П залежно від того, чи є кількість нулів у послідовності р непарною або парною. Щоб розрізнити суттєві для обробки вхідного слова р? ситуації, уведемо стани a0 та a1. Перебування автомату у стані а0 означає, що «кількість нулів у сприйнятій частині слова р? парна», а перебування автомату у стані а1 означає, що «кількість нулів у сприйнятій частині слова р? непарна». Зрозуміло, що перед тим, як автомат починає сприймати символи вхідного слова р?, кількість нулів у сприйнятій частині слова р? дорівнює нулю, тобто парна, а тому на початку роботи автомат має перебувати у стані a0. Отже, будуватимемо шуканий автомат як ініціальний: <A,X,Y,f,g,a0>. Покладемо А={a0,a1}, X={0,1,?}, Y={0,1,H,П}. Згідно з наведеними міркуваннями визначимо функції f та g: f(a0,1)={a0}, f(a0,0)={a1}, f(a0,?)={a0}, f(a1,1)={a1}, f(a1,0)={a0}, f(a1,?)={a1}, g(a0,1)=1, g(a0,0)=0, g(a0,?)=П, g(a1,1)=1, g(a1,0)=0, g(a1,?)=Н. Побудований автомат <A,X,Y,f,g,a0> – скінченний, адже множина станів А скінченна, множини вхідних та вихідних символів (Х та Y) також скінченні. Цей автомат ініціальний, адже задано початковий стан а0. Даний автомат є повним, адже функції f та g не є частковими. Даний автомат детермінований. Маємо: |f(a0,0)|=|{a1}|=1, |f(a0,1)|=|{a0}|=1, |f(a0,?)|=|{a0}|=1, |f(a1,0)|=|{a0}|=1, |f(a1,1)|=|{a1}|=1, |f(a1,?)|=|{a1}|=1.Отже, для кожного стану а цього автомату й кожного вхідного символу х з множини Х виконується умова |f(a,x)|(1. Таким чином, побудований автомат є скінченний ініціальний повний детермінований.

Контрольні питання

1. Що таке автомат Мілі?

2. Що таке функція переходів автомату?
3. Що таке функція виходів автомату?
4. Що таке скінченний автомат?

5. Що таке частковий автомат?

6. Що таке повний автомат?

7. Що таке детермінований автомат?

8. Що таке недетермінований автомат?

9. Що таке автомат без виходів?

10. Що таке Х-автомат?
11. Що таке автономний автомат?

12. Що таке Y-автомат?

13. Що таке автомат без пам’яті?

14. Що таке ініціальний автомат?

15. Що таке початковий стан автомату?

16. Що таке налаштований Х-автомат?

17. Що таке множина кінцевих станів автомату?

Задачі та вправи

І. Класифікувати автомат М (визначити, чи є він: скінченним, нескінчен-ним, частковим, повним, детермінованим, недетермінованим). Відповідь обґрунтувати.

1. М=<{a,b,c},{0,1},{A,C,F},f,g>, де f={<<a,0>,{c}>, <<b,0>,{a,b}>,<<c,1>,{b,c}>}, g={<<a,0>,A>, <<b,0>,C>,<<c,1>,F>}.

2. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{a,b}>, <<a,1>,{b}>, <<b,0>,{b,c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{a}>, <<d,0>,{c,d}>, <<d,1>,{b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,C>, <<b,0>,B>, <<b,1>,A>, <<c,0>,C>, <<c,1>,B>, <<d,0>,A>, <<d,1>,C>}.

3. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{b}>, <<a,1>,{d}>, <<b,0>,{c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{a}>, <<d,0>,{c}>, <<d,1>,{b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,B>, <<b,0>,C>, <<b,1>,A>, <<c,0>,C>, <<c,1>,A>, <<d,0>,C>, <<d,1>,B>}.

4. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{с,b}>, <<a,1>,{а}>, <<b,0>,{b,d}>, <<b,1>,{a,c}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{b}>, <<d,0>,{a,d}>, <<d,1>,{c}>}, g={<<a,0>,C>, <<a,1>,B>, <<b,0>,A>, <<b,1>,A>, <<c,0>,C>, <<c,1>,B>, <<d,0>,C>, <<d,1>,A>}.

5. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{b,с}>, <<a,1>,{c,d}>, <<b,0>,{a}>, <<b,1>,{c}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,B>, <<b,0>,A>, <<b,1>,C>, <<c,0>,B>, <<c,1>,А>}.

ІІ. Визначити, чи є автомат М: а) Х-автоматом, б) Y-автоматом, в) автоматом без пам’яті, г) ініціальним автоматом, д) налаштованим Х-автоматом, е) автоматом іншого виду. Відповідь обґрунтувати. 

1. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g,c>, f={<<a,0>,{a,b}>, <<a,1>,{b}>, <<b,0>,{b,c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{b,d}>, <<c,1>,{c}>, <<d,0>,{c,d}>, <<d,1>,{a,b}>}, g={<<a,0>,B>, <<a,1>,A>, <<b,0>,B>, <<b,1>,A>, <<c,0>,A>, <<c,1>,C>, <<d,0>,B>, <<d,1>,C>}.

2. М=<{a,b,c},{0,1},{<a,{a,b}>,<b,{b,c}>,<c,{a,b}>},{<a,0>,<b,1>,<c,0>}>.

3. М=<{A,B,C},{0,1},{<<A,0>,{C}>,<<A,1>,{A,B}>,<<B,0>,{A,C}>, <<B,1>,{C}>},{B}>.

4. M=<N,Z,{<x,y>| y=x-1}>.

5. М=<{a,b,c,d},{0,1},f,b,{a,c}>, де f(b,0)={c}, f(b,1)=f(d,0)={d}, f(d,1)=f(c,1)=f(a,1)={b}, f(c,0)=f(a,0)={a}.

III. Побудувати автомат заданого виду:

1) частковий детермінований автомат,
2) автомат без виходів,

3) нескінченний автомат без пам’яті,
4) скінченний недетермінований автомат,

5) автономний автомат,
6) детермінований ініціальний автомат,

7) скінченний повний детермінований автомат,
8) Х- автомат з множиною станів N5,

9) скінченний частковий автомат,
10) повний Y-автомат.

СПОСОБИ ПОДАННЯ СКІНЧЕННИХ АВТОМАТІВ
Для подання скінченних автоматів користуються таблицями переходів та виходів й діаграмами. Нехай задано скінченний автомат M=<A,X,Y,f,g>, де |A|=n, |X|=m, n,m(N+. Перенумеруємо елементи множин А та Х. Побудуємо дві таблиці з n рядками та m стовпчиками. Рядки кожної таблиці позначимо станами автомату М, а стовпчики – символами алфавіту Х. Одну з таблиць (будемо називати її таблицею переходів) заповнимо таким чином. Нехай для стану ai (1(i(n) автомату M та вхідного символу xj (1(j(m) цього автомату значення f(ai,xj) визначено. Тоді у комірку таблиці переходів, що знаходиться на перетині і-го рядка та j-го стовпчика, запишемо множину f(ai,xj), якщо автомат М недетермінований, й запишемо стан f(ai,xj), якщо автомат М детермінований. Якщо для стану ai та вхідного символу xj значення f(ai,xj) не визначено, то у комірку таблиці переходів на перетині і-го рядка та j-го стовпчика запишемо символ -. Іншу таблицю назвемо таблицею виходів й заповнимо її таким чином. Якщо значення g(ai,xj) визначено, то у комірку на перетині і-го рядка та j-го стовпчика цієї таблиці запишемо вихідний символ, що є значенням g(ai,xj), а якщо значення g(ai,xj) не визначено, то занесемо у цю комірку символ -.

Опишемо, як подати скінченний автомат М діаграмою. Діаграма автомату М складається з вузлів та дуг (напрямлених відрізків ліній), кожна з яких або з’єднує пару різних вузлів, або вузол діаграми сам із собою. Кожна дуга має позначку. Кількість вузлів діаграми збігається з кількістю станів автомату. Кожен вузол діаграми зображує деякий стан автомату й має ту саму назву, що й цей стан. Нехай a,b – вузли діаграми, що зображують стани а та b автомату М. Зв’яжемо вузли а та b діаграми дугою, що має початок а та кінець b, якщо b(f(a,x) для деякого вхідного символу х з множини Х. Щоб побудувати позначку цієї дуги, знайдемо вихідний символ y=g(a,x). Позначку дуги подаємо у вигляді x/y та розташовуємо над дугою поруч із середньою частиною дуги.

Розглянемо приклад подання скінченного автомату таблицями переходів та виходів й діаграмою.

Нехай задано скінченний автомат М=<{a,b,c}, {A,B}, {0,1,2,3},f,g>, де f(a,A)={a,c}, f(a,B)={b}, f(b,A)={a,b}, f(b,B)={c}, f(c,A)={b,c}, f(c,B)={a}; g(a,A)=g(b,B)=0, g(a,B)= g(c,A)=1, g(b,A)=2, g(c,B)=3.

Подамо автомат М таблицями переходів та виходів:
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Подамо автомат М діаграмою. Вузли діаграми – a,b,c. Знайдемо дуги діаграми та позначки цих дуг. Оскільки f(a,A)={a,c}, вузли а та с утворюють дугу (адже с(f(a,A)), початком якої є вузол а, а кінцем – вузол с. Знайдемо позначку цієї дуги. Оскільки g(a,A)=0, то позначкою цієї дуги є А/0. Вузол а є початком та кінцем дуги діаграми, адже, як бачимо з умови, f(a,A)={a,c}, отже, а(f(a,A). Позначкою цієї дуги також є А/0. Аналогічно, за поданнями функцій f та g, знаходимо решту дуг діаграми та позначки цих дуг. Діаграма автомату М показана на рисунку 1.
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	Рис.1


Контрольні питання

1. Що таке таблиця переходів скінченного автомату?

2. Що таке таблиця виходів скінченного автомату?

3. Що таке діаграма скінченного автомату?
Задачі та вправи

І. Подати автомати з вправи І розділу «Поняття автомату Різновиди автоматів»: а) діаграмами, б) таблицями переходів та виходів.
II. Автомат задано діаграмою (рис.2). Подати автомат: а) упорядкованою п’ятіркою, б) таблицями переходів та виходів.
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	Рис.2


РЕАКЦІЯ АВТОМАТУ НА вХІДНЕ словО
Нехай M=<A,X,Y,f,g> – автомат, а(А, p(F(X), p=x1…xn, q(F(Y), q=y1…yn. Слово q породжується автоматом М у стані а при вхідному слові р, якщо існує така скінченна послідовність станів автомату М а1…an+1 (a1,…,an+1), що a1=a, ai+1(f(ai,xi), 1(i(n, й yi=g(ai,xi), 1(i(n. Позначимо fa(p) множину усіх слів у алфавіті Y, що породжуються автоматом М у стані а при вхідному слові р, тобто fa(p) = {q: q(F(Y), q породжується М у стані а при вхідному слові р}. Реакцією автомату М на слово р (позначається R(p)) назвемо множину R(p)=
[image: image6.wmf]U
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. Для ініціального автомату <A,X,Y,f,g,a> маємо R(p)=fa(p).

Розглянемо приклад. Нехай М=<{1,2,3},{0,1},{a,b,c},f,g>, де f(1,0)={2,3}, f(1,1)=f(2,0) ={1}, f(2,1)=f(3,0)={3}, f(3,1)={2}; g(1,0)=g(2,1)=a, g(1,1)=g(3,0)=c, g(2,0)=g(3,1)=b. Обчислимо реакцію даного автомату на слово 1101. Маємо: R(1101)=f1(1101)(f2(1101)(f3(1101). Знайдемо f1(1101), тобто множину усіх слів у алфавіті {a,b,c}, що породжуються автоматом М у стані 1 при вхідному слові 1101. Для цього знайдемо усі послідовності станів s1s2s3s4s5, у яких перебуває автомат М, сприймаючи слово 1101, такі що s1 = 1; для кожної такої послідовності станів знайдемо послідовність вихідних символів y1y2y3y4, де y1=g(s1,1), y2=g(s2,1), y3=g(s3,0), y4=g(s4,1). Маємо: f(s1,1)=f(1,1)={1}, отже, s2=1; f(s2,1)=f(1,1)={1}, отже s3=1; f(s3,0)=f(1,0)={2,3}, отже s4=2 або s4=3. При s4=2 маємо: f(2,1)={3}; при s4=3 маємо: f(3,1)={2}. Таким чином, знайдено такі послідовності станів: 1,1,1,2,3 та 1,1,1,3,2. За кожною послідовністю станів знаходимо слово виду y1y2y3y4, що породжується автоматом М у стані 1 при вхідному слові 1101. Для послідовності станів 1,1,1,2,3 маємо: g(1,1)=c, g(1,1)=c, g(1,0)=a, g(2,1)=a, отже, породжується слово ссаа. Для послідовності станів 1,1,1,3,2 маємо: g(1,1)=c, g(1,1)=c, g(1,0)=a, g(3,1)=b, отже, породжується слово ссаb. Таким чином, f1(1101)={ccaa, ccab}. Знайдемо f2(1101). Для цього знайдемо усі послідовності станів s1s2s3s4s5, у яких перебуває автомат М, сприймаючи слово 1101, такі що s1 = 2; для кожної такої послідовності станів знайдемо послідовність вихідних символів y1y2y3y4, де y1=g(s1,1), y2=g(s2,1), y3=g(s3,0), y4=g(s4,1). Маємо: f(s1,1)=f(2,1)={3}, отже, s2=3; f(s2,1)=f(3,1)={2}, отже, s3=2; f(s3,0)=f(2,0)={1}, отже, s4=1; f(s4,1)=f(1,1)={1}. Таким чином, знайдено таку послідовність станів: 2,3,2,1,1. За цією послідовністю станів знаходимо слово, що породжується автоматом М у стані 2 при вхідному слові 1101. Маємо: g(2,1)=a, g(3,1)=b, g(2,0)=b, g(1,1)=c. Отже, f2(1101)={abbc}. Знайдемо f3(1101). Для цього знайдемо усі послідовності станів s1s2s3s4s5, у яких перебуває автомат М, сприймаючи слово 1101, такі що s1 = 3; для кожної такої послідовності станів знайдемо послідовність вихідних символів y1y2y3y4, де y1=g(s1,1), y2=g(s2,1), y3=g(s3,0), y4=g(s4,1). Маємо: f(s1,1)=f(3,1)={2}, отже, s2=2; f(s2,1)=f(2,1)={3}, отже, s3=3; f(s3,0)=f(3,0)={3}, отже, s4=3; f(s4,1)=f(3,1)={2}. Таким чином, знайдено таку послідовність станів: 3,2,3,3,2. Побудуємо за нею слово, що породжується автоматом М у стані 3 при вхідному слові 1101. Маємо: g(3,1)=b, g(2,1)=a, g(3,0)=c, g(3,1)=b. Отже, f3(1101)={bacb}. Знаходимо реакцію автомату М на слово 1101: R(1101)= f1(1101)(f2(1101)(f3(1101)={ccaa, ccab}({abbc}({bacb}={ccaa, ccab, abbc, bacb}.

Контрольні питання

1. Що таке слово, що породжується автоматом у стані а при вході р?

2. Що таке реакція автомату на вхідне слово?

Задачі та вправи

І. Визначити реакцію автомату М на слово р.

1. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{a,b}>, <<a,1>,{b}>, <<b,0>,{b,c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{a}>, <<d,0>,{c,d}>, <<d,1>,{b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,C>, <<b,0>,B>, <<b,1>,A>, <<c,0>,C>, <<c,1>,B>, <<d,0>,A>, <<d,1>,C>}; р=0011.

2. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{a,с}>, <<a,1>,{d}>, <<b,0>,{a,d}>, <<b,1>,{d}>, <<c,0>,{b}>, <<c,1>,{c}>, <<d,0>,{b,d}>, <<d,1>,{a}>}, g={<<a,0>,C>, <<a,1>,B>, <<b,0>,A>, <<b,1>,C>, <<c,0>,B>, <<c,1>,А>, <<d,0>,C>, <<d,1>,A>}; р=1001.

3. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{a,d}>, <<a,1>,{c}>, <<b,0>,{b,c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{a}>, <<d,0>,{c}>, <<d,1>,{a,b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,B>, <<b,0>,C>, <<b,1>,A>, <<c,0>,B>, <<c,1>,C>, <<d,0>,B>, <<d,1>,A>}; р=1011.

4. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g>, f={<<a,0>,{b,с}>, <<a,1>,{c,d}>, <<b,0>,{a}>, <<b,1>,{c}>, <<c,0>,{d}>, <<c,1>,{b}>, <<d,0>,{a,d}>, <<d,1>,{b}>}, g={<<a,0>,A>, <<a,1>,B>, <<b,0>,A>, <<b,1>,C>, <<c,0>,B>, <<c,1>,А>, <<d,0>,C>, <<d,1>,B>}; р=0100.

5. М=<{a,b,c,d},{0,1},{A,B,C},f,g,c>, f={<<a,0>,{a,b}>, <<a,1>,{b}>, <<b,0>,{b,c}>, <<b,1>,{a}>, <<c,0>,{b,d}>, <<c,1>,{c}>, <<d,0>,{c,d}>, <<d,1>,{a,b}>}, g={<<a,0>,B>, <<a,1>,A>, <<b,0>,B>, <<b,1>,A>, <<c,0>,A>, <<c,1>,C>, <<d,0>,B>, <<d,1>,C>}; р=11011.

6. M=<{a,b,c,d}, {0,1}, {0,1}, f, g>, де f(a,0)={b,c}, f(a,1)=f(b,1)=f(c,0)={d}, f(b,0)=f(c,1)=f(d,0)={b}, f(d,1)={a,c}, g(a,0)=g(b,1)=g(c,0)=g(d,1)=1, g(a,1)=g(b,0)=g(c,1)=g(d,0)=0; а) p=1010, б) p=0101, в) p=0000, г) p=0111.
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а) p=xxxx, б) p=yyyy, в) p=zzzz, г) p=xyzx.

8. M=<{a,b,c,d}, {0,1}, {x,y,z}, f, g, a>, де f(a,0)={b,d}, f(a,1)=f(b,0)=f(d,1)={c}, f(b,1)=f(d,0)={a}, f(c,0)={b}, f(c,1)={d}, g(a,0)=g(b,1)=g(c,1)=x, g(a,1)=g(c,0)=g(d,1)=y, g(b,0)=g(d,0)=z;
а) р=0011, б) р=0110, в) р=1010, г) р=1100, д) р=1001.

9. M=<{1,2,3}, {a,b,c}, {x,y,z}, f, g>, де f(1,a)={1,2}, f(1,b)=f(2,a)=f(3,b)={3}, f(1,c)=f(2,c)=f(3,c)={2}, f(2,b)=f(3,a)={1}, g(1,a)=g(2,c)=g(3,b)=x, g(1,b)=g(2,b)=g(3,a)=y, g(1,c)=g(2,a)=g(3,c)=z;
a) p=aabc, б) p=bbca, в) p=ccab, г) p=babc.

10. M=<{1,2,3,4,5}, {a,b}, {0,1}, f, g>, де f(1,a)=f(4,a)={2,3}, f(1,b)={4}, f(2,a)={3,4}, f(3,a)={1}, f(4,b)={4}, g(1,a)=g(2,a)=g(3,a)=g(4,b)=0, g(1,b)=g(4,0)=1;
а) р=baab, б) p=aaab, в) p=aaab, г) p=bbba.

ПОДАННЯ МОВ АВТОМАТАМИ. РОЗПІЗНАВАЧІ
Розпізнавачем називається скінченний ініціальний налаштований Х-автомат. Розпізнавач подається упорядкованою п’ятіркою виду <A,X,f,a0,F>, де А – скінченна множина станів автомату, Х – скінченний вхідний алфавіт, f – функція переходів, a0 – початковий стан, F – множина кінцевих станів. Якщо розпізнавач <A,X,f,a0,F> – детермінований, й для стану а та вхідного символу х (a(A, x(X) значення f(a,x) визначено й дорівнює {b} (b(A), будемо замість f(a,x)={b} писати f(a,x)=b.

Нехай M=<A,X,f,a0,F> – розпізнавач. Розглянемо множину K=A(F(X). Елемент <a,p> множини К називається конфігурацією розпізнавача М (позначається (a,p)); множина К називається множиною конфігурацій розпізнавача М. Визначимо бінарне відношення |( (|(М) на множині К: (а,p) |( (b,q) ( p=xq, де x(Х, b(f(a,x). Упорядкована пара <(a,p),(b,q)>, що належить відношенню |( (|(М), називається тактом роботи розпізнавача М.

Позначимо |(k (|(kM), k(N+, k-й степінь відношення |( (|(М), |(+ (|(+M) – транзитивне замикання відношення |( (|(М), |(( (|((M) –рефлексивно-транзитивне замикання відношення |( (|(М). Вираз k1 |(0 k2 (k1 |(0M k2) означає, що k1=k2.

Конфігурація виду (а0,р) розпізнавача М, де р(F(X), називається початковою. Конфігурація виду (а,(), де а(F, називається кінцевою.

Нехай M=<A,Х,f,a0,F> – розпізнавач, p(F(X). Слово p називається таким, що допускається розпізнавачем М (р допускається М, р розпізнається М, М допускає р), якщо існує така скінченна послідовність конфігурацій розпізнавача М k1,…,kn (n(N+), що k1=(a0,p), kn – кінцева конфігурація, ki |( ki+1, 1(i(n-1.

Розглянемо приклад. Нехай M=<{a,b,c},{0,1},f,a,{b}>, де f(a,0)={b}, f(a,1)={a,c}, f(b,0)={a}, f(b,1)=f(c,1)={b}, f(c,0)={c}. Автомат М є розпізнавачем, адже М – скінченний Х-автомат, М є ініціальним Х-автоматом, оскільки задано початковий стан автомату М (стан а), М – налаштований Х-автомат, тому що задана множина кінцевих станів F (F={b}, {b}({a,b,c}). Початковими конфігураціями розпізнавача М є, наприклад, конфігурації (а,001), (а,11), (а,(). Кінцевою конфігурацією розпізнавача М є конфігурація (b,(). Для конфігурацій (а,010) та (b,10) виконується умова (а,010) |( (b,10), адже конфігурацію (а,010) можна подати як (a,0q), а конфігурацію (b,10) – як (b,q), де q=10 (й q є словом у алфавіті {0,1}), а b(f(a,0), адже f(a,0)={b}. Для конфігурацій (b,00) та (с,0) умова (b,00) |( (c,0) не виконується, адже с(f(b,0). Дійсно, f(b,0)={a}, але c({a}. Слово 1111 допускається розпізнавачем М. Дійсно, маємо: (а,1111) |( (а,111) |( (а,11) |( (с,1) |( (b,(), тобто існує така скінченна послідовність конфігурацій розпізнавача М k1,k2,k3,k4,k5, що k1 – початкова конфігурація (k1=(a,1111)), k5 – кінцева конфігурація (k5=(b,()), ki |( ki+1, 1(i(4. Слово 100 не допускається розпізнавачем М. Побудуємо усі послідовності конфігурацій, кожна з яких починається з початкової конфігурації (а,100) й завершується конфігурацією виду (s,(), де s({a,b,c}, такі, що кожні дві сусідні конфігурації у кожній послідовності знаходяться у відношенні |(. Маємо: (а,100) |( (а,00) |( (b,0) |( (a,() та (а,100) |( (с,00) |( (с,0) |( (с,(). Жодна з конфігурацій (a,() й (с,() не є кінцевою.

Нехай Х – алфавіт. Мовою у алфавіті Х називається довільна підмножина множини F(X).

Нехай M=<A,X,f,a0,F> – розпізнавач. Мовою, що допускається розпізнавачем М (позначається (L(M)) називається множина {p: p(F(X), p допускається М}.

Нехай М – частковий розпізнавач, М = <A,X,f,a0,F>. Побудуємо за розпізнавачем М повний розпізнавач М1 (М1=<A1,X,f1,a0,F>) таким чином. Покладемо A1 = A ({(}, де ((A. Покладемо f1(а,х) = f(а,х) для кожного стану а з множини А та для кожного символу х з Х, для яких значення f(а,х) визначено. Для кожного стану а з множини А та для кожного вхідного символу х з Х таких, що значення f(а,х) не визначено, покладемо f1(а,х)={(}. Для стану ( й кожного символу х з Х покладемо f1((,х)={(}. За побудовою, М1 – повний розпізнавач.

Твердження 1. L(M1)=L(M).

Доведення. Покажемо, що L(M) ( L(M1). Нехай р(L(M), тобто слово р допускається розпізнавачем M. Оскільки f ( f1 за побудовою, то слово допускається розпізнавачем M1, тобто р(L(M1). Таким чином, L(M) ( L(M1).

Покажемо, що L(M1) ( L(M). Нехай р(L(M1), тобто слово р допускається розпізнавачем M1. Нехай р=у1…yn (n(N+), а ai1,ai2,…,ain+1 – послідовність станів, у яких перебуває розпізнавач M1, сприймаючи слово р (зазначимо, що ai1= a0). Оскільки M1 допускає р, то ain+1( F й aik+1( f1(aik, yk), 1(k(n. Покажемо, що aik(А, 1(k(n+1. Припустимо, що для деякого m (1<m<n+1) стан aim не належить множині А. Оскільки aim – стан розпізнавача M1, то aim =(. За означенням функції f1, f1(aim,()= {(}, а тоді  f1(aij,yj)={(}, де m<j(n+1, тобто aim= aim+1 =…= ain+1=(. Але ain+1(F, а ((F. Маємо суперечність. Отже, aim(А, 1(m(n+1, а це означає, що для слова р існує така послідовність конфігурацій k1,…,kn+1 розпізнавача М, що kj=(aij,yj…yn), 1<j<n+1, k1=(a0, у1…yn), kn+1=(ain+1,(), ain+1(F, kj |( kj+1, 1(j(n. Отже, слово р допускається розпізнавачем М. Таким чином, L(M1) ( L(M).

З L(M) ( L(M1) та L(M1) ( L(M) випливає L(M1)=L(M). Твердження доведено. 

Контрольні питання

1. Що таке розпізнавач?

2. Що таке множина конфігурацій розпізнавача?

3. Що таке конфігурація розпізнавача?

4. Що таке такт роботи розпізнавача?

5. Що таке початкова конфігурація розпізнавача?

6. Що таке кінцева конфігурація розпізнавача?

7. Що таке слово, що допускається (розпізнається) розпізнавачем?

8. Що означає, що розпізнавач М допускає слово р?

9. Що таке мова, що допускається розпізнавачем?

10. Як за частковим розпізнавачем побудувати повний розпізнавач, що допускає ту саму мову?

Задачі та вправи

І. Визначити, чи допускає розпізнавач М слово р. 

1. М=<{2,3,4,5},{0,1}, f,5,{2,3}), де f(5,0)=5, f(2,1)=f(3,0)=4, f(4,1)=f(5,1)=f(3,1)=2, f(2,0)=f(4,0)=3; р: а) 010111, б) 11010, в) 110011.

2. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,2,{1,3,4}>, де f(2,0)=1, f(2,1)=f(3,0)=3, f(4,0)=f(1,1)=f(3,1)=4, f(1,0)=f(4,1)=2; р: а) 010100, б) 110011, в) 100011.

3. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,c, {d,b}>, де f(a,0)=c, f(a,1)=f(c,1)=b, f(b,0)=f(d,0)=f(c,0)=d, f(d,1)=f(b,1)=a; р: а) 001110, б) 011001, в) 110110.

4. M=<{a,b,c,d},{0,1},f,c,{b}>, де f(a,0)={a,c}, f(a,1)=f(c,1)={b,d}, f(b,0)=f(d,1)=f(c,0)={d}, f(d,0)=f(b,1)={a,d};
р: а) 001101, б) 101100, в) 111110.

5. M=<{1,3,5,7},{0,1},f,1,{1,3}>, де f(1,0)={1,5}, f(1,1)=f(5,1)={3}, f(3,0)=f(7,1)=f(5,0)={7}, f(7,0)=f(3,1)={1,7};
р: а) 011011, б) 100100, в) 010111.

II. Задано розпізнавач М. Визначити, чи існує слово довжини n, що: а) допускається М, б) не допускається М. 

1. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,1,{2,4}>, де f(1,0)=3, f(1,1)=f(2,1)=1, f(2,0)=f(3,1)=f(4,0)=4, f(3,0)=f(4,1)=2; n=5.

2. M=<{2,3,5,6},{0,1},f,3,{5,6}>, де f(2,0)=6, f(2,1)=f(5,1)=3, f(3,0)=f(6,1)=f(5,0)=5, f(6,0)=f(3,1)=2; n=6.

3. M=<{a,b,c,d},{0,1},f,a,{d,b}>, де f(a,0)=c, f(a,1)=f(c,1)=b, f(b,0)=f(d,0)=f(c,0)=d, f(d,1)=f(b,1)=a; n=6.
4. M=<{2,4,6,8},{0,1},f,4,{2}>, де f(2,0)={2,6}, f(2,1)=f(6,1)={4,8}, f(4,0)=f(8,1)=f(6,0)={8}, f(8,0)=f(4,1)={2,6}; n=4.

5. M=<{x,y,z,w},{0,1},f,w,{x,z}>, де f(w,0)={z,w}, f(x,1)=f(y,0)={y,z}, f(z,1)=f(w,1)=f(y,1)={x}, f(x,0)=f(z,0)={y,w}; n=5.
III. Побудувати розпізнавач з вхідним алфавітом {0,1}, що має не більше n станів й допускає слова p, q; навести приклади слів у алфавіті {0,1} (двох або більше), що не допускаються побудованим автоматом.
1) n=4, p=001100, q=101001,

2) n=3, p=101010, q=010101,

3) n=4, p=1111000, q=001000,

4) n=5, p=011110, q=100001,

5) n=3, p=001101, q=101101,

6) n=3, p=101101, q=110110,

7) n=4, p=001001, q=1001001,

8) n=3, p=10001000, q=000111,

9) n=4, p=001111, q=100100,

10) n=3, p=011100, q=1010101.

IV. Побудувати розпізнавач з вхідним алфавітом {0,1}, що має не менше n станів й допускає мову, яка містить слова p, q. Чи існують слова у алфавіті {0,1}, що не розпізнаються побудованим автоматом?

1) n=3, p=001100, q=110011,

2) n=4, p=111000, q=000011,

3) n=5, p=111111, q=000000,

4) n=6, p=10001001, q=00111100,

5) n=3, p=011110, q=110001,

6) n=4, p=1001100, q=0011001,

7) n=5, p=01100, q=11101,

8) n=6, p=10010011, q=0011010,

9) n=3, p=11001100, q=0000001,
10) n=4, p=10011001, q=01110010.
ПОБУДОВА ДЕТЕРМІНОВАНОГО РОЗПІЗНАВАЧА ЗА НЕДЕТЕРМІНОВАНИМ
Теорема 1. Нехай М – недетермінований розпізнавач. Тоді існує детермінований розпізнавач М(, такий що L(M()=L(M).

Доведення. Нехай M=<A,X,f,a0,F>. Покладемо M(=<B(A),X,f(,{a0},F(>, де F(={S: S(A, S(F((}, f((S,x)=S(, 
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Індукцією по i (i(N+) доведемо, що (S,p) |(iM( (S(,() ( S( = {b: (a,p) |(iM (b,() для деякого a(S}.

Нехай i=1. Якщо (S,p) |(1M( (S(,(), то p=x, де x(X, a 
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, звідки S(={b: (a,x) |(1M (b,() для деякого a з S}. Якщо S(={b: (a,x) |(1M (b,() для деякого a з S}, то S(=f((S,x), отже, (S,x) |(1M( (S(,(). Нехай для будь-якого цілого додатного k такого, що k<i, виконується (S,p) |(kM( (S(,() ( S( = {b: (a,p) |(kM (b,() для деякого a(S}. Покажемо, що (S,p) |(iM( (S(,() ( S( = {b: (a,p) |(iM (b,() для деякого a(S}. Нехай (S,p) |(iM( (S(,(). Тоді p=y1…yi, де y1,…,yi(X, й (S, y1y2…yi) |(M( (S1,y2…yi) |(i-1M( (S(,(), де S1= f((S,y1). За припущенням індукції S(={b: (a,y2…yi) |(i-1M (b,() для деякого a з S1}. Отже, S( = {b: (a,p) |(iM (b,() для деякого a(S}. Нехай S( = {b: (a,p) |(iM (b,() для деякого a(S}. Оскільки p=y1…yi, то S(={b: (a,y1y2…yi) |(1M (a1,y2…yi) |(i-1M (b,() для деякого a(S}. Розглянемо множину S((={c: (a,y1…yi-1) |(i-1M (c,() для деякого а з S}. За припущенням індукції (S,y1…yi-1) |(i-1M( (S((,(). Тоді (S,y1…yi) |(i-1M( (S((,yi). Оскільки b(f(c,yi), то f((S((,yi)=
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= S(, отже, (S((,yi) |(M( (S(,(), звідки (S,y1…yi) |(i-1M( (S((,yi) |(M( (S(,(). Таким чином, (S,p) |(iM( (S(,(). Отже, (S,p) |(iM( (S(,() ( S( = {b: (a,p) |(iM (b,() для деякого a(S}, i(N+.

З доведеного випливає, що ({a0},p) |(iM( (S(,() для деякого S((F( ( (a0,p) |(iM (b,() для деякого b(F, звідки маємо: M( допускає слово p ( M допускає слово p, отже, L(M() = L(M). Теорема доведена.

Стан а розпізнавача М назвемо досяжним, якщо існує таке слово р у вхідному алфавіті розпізнавача М, що (а0,р) |(( (а,();  слово р називається таким, що переводить розпізнавач М у стан а. 

Розглянемо приклад. Нехай M=<{1,2,3,4,5},{a,b,c},f,1,{5}>, де f(1,a)={1,2}, f(1,b)={1,3}, f(1,c)={1,4}, f(2,a)={2,5}, f(2,b)=f(2,c)={2}, f(3,a)=f(3,c)={3}, f(3,b)={3,5}, f(4,a)=f(4,b)={5}, f(4,c)={4,5}. Розпізнавач М недетермінова-ний. Побудуємо детермінований розпізнавач М( за М так, як описано у доведенні теореми 1, не включаючи у множину станів ті, що є недосяжни-ми. Початковим станом розпізнавача М( є стан {1}. Знайдемо f(({1},x) для кожного символу х з множини {a,b,c}. Маємо: f(({1},a)=f(1,a)={1,2}, f(({1},b)=f(1,b)={1,3}, f(({1},c)=f(1,c)={1,4}. Отже, {1,2}, {1,3}, {1,4} – досяжні стани розпізнавача М(. Розглянемо стани {1,2}, {1,3}, {1,4} розпіз-навача М( та для кожного з цих станів й для кожного вхідного символу визначимо перехід у розпізнавачі М(. Маємо: f(({1,2},a)=
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= =f(1,a)(f(2,a)={1,2}({2,5}={1,2,5}, f(({1,2},b)=f(1,b)(f(2,b)={1,3}({2}={1,2,3}, f(({1,2},c)=f(1,c)(f(2,c)={1,4}({2}={1,2,4}, f(({1,3},a)=f(1,a)(f(3,a)={1,2}({3}= ={1,2,3}, f(({1,3},b)=f(1,b)(f(3,b)={1,3}({3,5}={1,3,5}, f(({1,3},c)=f(1,c)(f(3,c)= ={1,4}({3}={1,3,4}, f(({1,4},a)=f(1,a)(f(4,a)={1,2}({5}={1,2,5}, f(({1,4},b)= =f(1,b)(f(4,b)={1,3}({5}={1,3,5}, f(({1,4},c)=f(1,c)(f(4,c)={1,4}({4,5}={1,4,5}. Розглянемо стани {1,2,5}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,5}, {1,3,4}, {1,4,5} розпізна-вача М( та для кожного з цих станів та для кожного вхідного символу визначимо перехід у розпізнавачі М(. Маємо:

f(({1,2,5},a)={1,2,5}, f(({1,2,5},b)={1,2,3}, f(({1,2,5},c)={1,2,4},

f(({1,2,3},a)={1,2,3,5}, f(({1,2,3},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,3},c)={1,2,3,4},

f(({1,2,4},a)={1,2,5}, f(({1,2,4},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,4},c)={1,2,4,5},

f(({1,3,5},a)={1,2,3}, f(({1,3,5},b)={1,3,5}, f(({1,3,5},c)={1,3,4},

f(({1,3,4},a)={1,2,3,5}, f(({1,3,4},b)={1,3,5}, f(({1,3,4},c)={1,3,4,5},

f(({1,4,5},a)={1,2,5}, f(({1,4,5},b)={1,3,5}, f(({1,4,5},c)={1,4,5}.

Розглянемо стани {1,2,3,5}, {1,2,3,4}, {1,2,4,5}, {1,3,4,5} розпізнава-ча М( та для кожного з цих станів та для кожного вхідного символу визначимо перехід у розпізнавачі М(. Маємо:

f(({1,2,3,5},a)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,5},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,5},c)={1,2,3,4},

f(({1,2,3,4},a)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,4},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,4},c)={1,2,3,4,5},

f(({1,2,4,5},a)={1,2,5}, f(({1,2,4,5},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,4,5},c)={1,2,4,5},

f(({1,3,4,5},a)={1,2,3,5}, f(({1,3,4,5},b)={1,3,5}, f(({1,3,4,5},c)={1,3,4,5}.

Розглянемо стан {1,2,3,4,5} розпізнавача М( та для кожного вхідного символу визначимо перехід для цього стану у розпізнавачі М(. Маємо:

f(({1,2,3,4,5},a)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,4,5},b)={1,2,3,5}, f(({1,2,3,4,5},c)={1,2,3,4,5}.

Отже, досяжними станами розпізнавача М( є: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,2,5}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,5}, {1,3,4}, {1,4,5}, {1,2,3,5}, {1,2,3,4}, {1,2,4,5}, {1,3,4,5}, {1,2,3,4,5}. Обчислимо множину F(: F(={S: S(A, S(F((}, де F={5}, отже, F(={{1,2,5}, {1,3,5}, {1,4,5}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, {1,3,4,5}, {1,2,3,4,5}}. Уведемо такі позначення станів розпізнавача M(: A={1}, B={1,2}, C={1,3}, D={1,4}, E={1,2,5}, F={1,2,3}, G={1,2,4}, H={1,3,5}, I={1,3,4}, J={1,4,5}, K={1,2,3,5}, L={1,2,3,4}, M={1,2,4,5}, N={1,3,4,5}, P={1,2,3,4,5}. Таким чи-ном, M(=<{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,P},{a,b,c},f(,A,{E,H,J,K,M,N,P}>, де f( подано таблицею:
	f(
	a
	b
	c

	A
	B
	C
	D

	B
	E
	F
	G

	C
	F
	H
	I

	D
	E
	H
	J

	E
	E
	F
	G

	F
	K
	K
	L

	G
	E
	K
	M

	H
	F
	H
	I


	
	f(
a
b
c
I
K
H
N
J
E
H
J
K
K
K
L
L
K
K
P
M
E
K
M
N
K
H
N
P
K
K
P



Контрольні питання

1. Як побудувати такий детермінований розпізнавач за недетермінованим, який допускає ту саму мову, що й даний недетермінований?

2. Що таке досяжний стан розпізнавача?


3. Що таке слово, що переводить розпізнавач у даний стан?

Задачі та вправи

І. Задано недетермінований розпізнавач М. Знайти детермінований розпізнавач М(, такий що L(M ()=L(M).

1. М=<{a,b,c},{0,1},f,a,{c}>, дe f(a,1)={b,c}, f(a,0)={a,b}, f(b,1)={c}, f(b,0)={b}, f(c,1)={a,b}, f(c,0)={a}.
2. M=<{a,b,c},{0,1},f,b,{a}>, дe f(a,0)={a,b}, f(a,1)={b,c}, f(b,0)={c}, f(b,1)={a,c}, f(c,0)={b}, f(c,1)={b,c}. 

3. M=<{A,B,C,D},{0,1},f,A,{B,C}>, дe f(A,1)=f(D,1)={В,C},f(D,0)={B,C,D}, f(B,1)={C}, f(B,0)={A,С}, f(C,1)={D}, f(A,0)=f(C,0)={C,D}.
4. M=<{a,b,c,d},{0,1},f,b,{a,c}), дe f(a,0)={a,c}, f(a,1)=f(d,0)={b,c}, f(b,0)=f(d,1)={a}, f(b,1)={a,d}, f(c,0)={c}, f(c,1)={b}. 

5. M=<{a,b,c,d},{0,1},f,d,{a,d}>, дe f(a,1)=f(b,0)={b,c}, f(b,1)={b,d}, f(d,0)={b}, f(a,0)=f(d,1)={c,d}, f(c,0)={b}, f(c,1)={a,c}. 

ПРИВЕДЕНИЙ РОЗПІЗНАВАЧ
Нехай М – повний детермінований розпізнавач, М=<A,X,f,a0,F>, a,b(A, a(b, p(F(X). Cлово p розрізняє стани a та b, якщо (a,p) |(* (a1,(), (b,p) |(* (b1,() й один зі станів а1, b1 належить множині F, а інший – множині А\F (тобто не належить F).

Розглянемо приклад. Нехай M=<{1,2,3},{x,y},f,1,{3}>, f(1,x)=2, f{1,y}=1, f(2,x)=2, f(2,y)=3, f(3,x)=1, f(3,y)=3. Слово хуху розрізняє стани 1 та 3. Дійсно, маємо: (1,хуху) |( (2,уху) |( (3,ху) |( (1,у) |( (1,(); (3,хуху) |( (1,уху) |( (1,ху) |( (2,у) |( (3,(), тобто (1,хуху) |(* (1,() й (3,хуху) |(* (3,(), але 1(F, а 3( F. Тут а=1, b=3, a1=1, b1=3 й a1(F, а b1(F, отже, слово хуху розрізняє стани 1 та 3. Слово хуху не розрізняє стани 1 та 2. Дійсно, як вже показано, (1,хуху) |(* (1,(); для стану 2 маємо: (2,хуху) |( (2,уху) |( (3,ху) |( (1,у) |( (1,(), тобто (2,хуху) |(* (1,(). Тут а=1, b=2, a1= b1=1.Таким чином, a1, b1(F, звідки маємо, що слово хуху не розрізняє стани 1 та 2.

Нехай М – повний детермінований розпізнавач, М=<A,X,f,a0,F>, a,b(A, a(b, k(N. Стани a та b розпізнавача М називаються k-нерозрізнен-ними (позначається a (k b), якщо жодне слово з F(X), довжина якого не більша k, не розрізняє а та b. Стани a та b називаються нерозрізненними (позначається a ( b), якщо a (k b для будь-якого k з N (тобто жодне слово з F(X) не розрізняє а та b).

Стан а розпізнавача М називається недосяжним, якщо не існує такого слова р з F(X), що (a0,p) |(* (a,().

Розпізнавач М називається приведеним, якщо множина його станів не містить недосяжних станів й будь-які два різні стани розпізнавача М не є нерозрізненними.

Твердження 2. Відношення (k (k(N) та ( на множині станів повного детермінованого розпізнавача є відношеннями еквівалентності.

Твердження 3. Нехай М = <A,X,f,a0,F> – повний детермінований розпізнавач з n станами (n(N+, n(2), a, b – різні стани М. Тоді a ( b ( a (n-2 b.
Доведення. Якщо a ( b, то для будь-якого цілого невід’ємного k a (k b, отже, й для k=n-2 a (n-2 b.
Нехай a (n-2 b. Покажемо, що тоді a ( b. Розглянемо випадки F=(, F=A, 0<|F|<n. Нехай F=(. Тоді якщо p(F(X) й (a,p) |(* (a1,() та (b,p) |(* (b1,(), то a1(F й b1(F, отже, p не розрізняє стани a та b. Таким чином, a ( b. Нехай F=А. Якщо p(F(X) й (a,p) |(* (a1,() та (b,p) |(* (b1,(), то a1(F й b1(F, отже, p не розрізняє стани a та b. Таким чином, a ( b.

Нехай 0<|F|<n. Покажемо, що ( ( (n-2 ( ( n-3 ( … ( (2 ( (1 ( (0. Розглянемо відношення (0 на множині A. Якщо a,b(A, a(0b, то (a,() |(0 (a,(), (b,() |(0 (b,() й a,b(F або a,b(A\F. Якщо a,b(F, то (a,() |(0 (a,() та (b,() |(0 (b,(), отже, a (0 b. Якщо a,b(A\F, то (a,() |(0 (a,() та (b,() |(0 (b,(), отже, a (0 b. Таким чином, відношення (0 визначає розбиття множини А на два класи: F та A\F.
Нехай k(N+, a(b. Якщо a (k b, то жодне слово з F(X) довжини не більше k не розрізняє стани a та b, отже, й жодне слово з F(X) довжини k-1 не розрізняє a та b, звідки a (k-1 b. Якщо a (k b й p – слово з F(X) довжини k, що починається символом x з множини X (тобто p=xq, де x(X, q(F(X)), то слово p не розрізняє стани a та b, а слово q, що має довжину k-1, не розрізняє стани f(a,x) та f(b,x). Таким чином, a (k b ( a (k-1 b та f(a,x) (k-1 f(b,x) для будь-якого символу x з X.

Якщо a (k-1 b й f(a,x) (k-1 f(b,x) для будь-якого символу x з X, то будь-яке слово довжини не більше k-1 не розрізняє стани a та b, а також не розрізняє стани f(a,x) та f(b,x), де x – довільний символ з X. Нехай p(F(X), р – слово довжини k. Тоді p=y1y2…yk. Слово y1y2…yk-1 довжини k-1 не розрізняє стани a та b, тому (a, y1y2…yk-1) |(k-1 (a(,(), (b, y1y2…yk-1) |(k-1 (b(,() й a(,b((F або a(,b((A\F. Слово y2…yk довжини k-1 не розрізняє стани f(a,y1) та f(b,y1), тому (f(a,y1), y2…yk) |(k-1 (a1,(), (f(b,y1), y2…yk) |(k-1 (b1,() й a1, b1(F або a1,b1(A\F. Таким чином, (a, y1y2…yk) |( (f(a,y1), y2…yk) |(k-2 (a(,yk) |( (a1,(), (b, y1y2…yk) |( (f(b,y1), y2…yk) |(k-2 (b(,yk) |( (b1,() й a1,b1(F або a1,b1(A\F, отже, слово p довжини k не розрізняє стани a та b.

Таким чином, показано, що для будь-яких станів a та b розпізнавача M виконується: a (k b ( a (k-1 b та f(a,x) (k-1 f(b,x) для будь-якого символу x з X. Звідси випливає, що (k ((k-1, k(N+.

Нехай (k+1((k (1(k<n). Оскільки (k+1((k, то існують такі стани a та b розпізнавача M, що a (k b, але не виконується a (k+1 b, а це означає, що розбиття множини станів A, що визначається відношенням еквівалентності (k+1, має принаймні на один клас еквівалентності більше, ніж розбиття множини A, що визначається відношенням (k. За умови 0<|F|<n кожна з множин F й A\F містить не більше n-1 елементів, а тому існує не більше n-2 відношень (1, …, (n-2, таких що (n-2((n-1(…((1((0 й (k+1((k, 0(k(n-3. Отже, ( ( (n-2 ((n-1(…((1((0.

Нехай для деякого k (0(k(n-3) виконується (k+1 = (k. Тоді маємо: a (k+1 b ( a (k b, f(a,x) (k f(b,x) для будь-якого символу x з X ( a (k+1 b, f(a,x) (k+1 f(b,x) для будь-якого символу x з X ( a (k+2 b. Отже, (k+1 = (k ( (k+1 = (k+2, звідки випливає, що ( – це перше відношення (k, для якого (k = (k+1.

Алгоритм побудови приведеного розпізнавача

Вхід: повний детермінований розпізнавач М = <A,X,f,a0,F>.

Вихід: приведений розпізнавач М(, такий що L(M()=L(M).

1. Створити список L станів, поклавши L=[a0].

2. Якщо список L порожній, перейти до п. 5.

3. Вилучити зі списку L перший елемент b та позначити його у множині А.

4. Занести у кінець списку L кожен такий непозначений елемент с множини А, для якого виконується: f(b,x)=с для деякого х з Х. До п.2.
5. Побудувати множину А1, вилучивши з множини А усі непозначені стани.

6. Будувати на множині А1 відношення (0, (1, …, (k, доки не буде виконана умова (k = (k-1. Покласти ( = (k-1.

7. Побудувати розпізнавач M(=<A(,X,f(,a(,F(>, де A(=A1/(, f(([a],x)=[b], якщо f(a,x)=b, a(=[a0], F(={[a]: a(F}. Завершити роботу.

Твердження 4. Нехай М( – розпізнавач, побудований за повним детермінованим розпізнавачем М за допомогою алгоритму побудови приведеного розпізнавача. Тоді L(M()=L(M).
Твердження 5. Розпізнавач М(, що будується за розпізнавачем М за допомогою алгоритму побудови приведеного розпізнавача, має найменшу кількість станів серед усіх повних детермінованих розпізнавачів, що допускають мову L(M).
Доведення проведемо від супротивного. Припустимо, що існує такий розпізнавач М((=<A((,X,f((,a((,F((>, що L(M(()=L(M) й M(( має менше станів, ніж М(. Оскільки М( приведений розпізнавач, то кожен стан М( є досяжний. Оскільки М(( має менше станів, ніж М(, знайдуться такі слова p та q з F(X), що (a(,p) |(*M( (s1,(), (a(,q) |(*M( (s2,() для деяких різних станів s1, s2 розпізнавача М(, але (a((,p) |(*M(( (s,(), (a((,q) |(*M(( (s,() для деякого стану s розпізнавача М((. Отже, слова p та q переводять розпізнaвач M у деякі розрізненні стани (позначимо їх a та b), а це означає, що існує слово r з F(X), що одне зі слів pr, qr належить L(M), а інше – ні. Але слова pr, qr мають переводити розпізнавач M(( у стан s(, для якого виконується: (s,r) |(*M(( (s(,(). Таким чином, рівно одне зі слів pr, qr не може належати L(M((), що суперечить припущенню про те, що L(M(()=L(M). Отже, розпізнавач M( має найменшу кількість станів серед усіх розпізнавачів, що допускають мову L(M).
Розглянемо приклад. Нехай задано розпізнавач М=<{1,2,3,4,5,6,7},{x,y},f,1,{4,5}>, де f(1,x)=f(2,x)=f(5,x)=2, f(1,y)=f(3,x)=f(4,x)=3, f(2,y)=f(5,y)=f(6,x)=4, f(3,y)=f(4,y)=f(7,y)=5, f(7,x)=6, f(6,y)=7. Як бачимо з подання функції пере-ходів f розпізнавача M, даний розпізнавач є повним та детермінованим. Застосуємо до розпізнавача M алгоритм побудови приведеного розпізнава-ча. Спочатку побудуємо множину А1 досяжних станів розпізнавача М. У список L заноситимемо стани розпізнавача М, починаючи з початкового стану 1. Позначатимемо у множині станів розпізнавача М ті стани, що до-сяжні з початкового стану, підкреслюючи їх. Побудову здійснюватимемо покроково. Маємо:

L=[1]

занесення стану у список

L=[],

A={1,2,3,4,5,6,7}
вилучення стану зі списку, позначення стану

L=[2,3]


L=[3],

A={1,2,3,4,5,6,7}

L=[3,4]


L=[4],

A={1,2,3,4,5,6,7}

L=[4,5]

L=[5],

A={1,2,3,4,5,6,7}

L=[5,5]

L=[5],

A={1,2,3,4,5,6,7}

L=[5]


L=[],

A={1,2,3,4,5,6,7}

A1={1,2,3,4,5}

Побудуємо на множині станів А1 відношення (0. Для цього визначимо розбиття множини станів А1: F, A1\F. Маємо: F={4,5}, A1\F={1,2,3}. Отже,
(0 = {<4,5>,<5,4>}({<1,2>,<2,1>,<1,3>,<3,1>,<2,3>,<3,2>}(iA1.

Побудуємо відношення (1. Оскільки відношення (1 рефлексивне та симетричне, достатньо перевірити, чи належать цьому відношенню пари <4,5>, <1,2>, <1,3>, <2,3>. За твердженням 3, 4(15 ( 4(05 та f(4,x) (0 f(5,x) й f(4,y) (0 f(5,y). Умова 4 (0 5 виконується, тож перевіримо умови f(4,x) (0 f(5,x) й f(4,y) (0 f(5,y). Маємо: f(4,x)=3, f(5,x)=2. Оскільки 3 (0 2, то f(4,x) (0 f(5,x). Маємо: f(4,y)=5, f(5,y)=4. Оскільки 5 (0 4, то f(4,y) (0 f(5,y). Таким чином, <4,5> ( (1. Аналогічно перевіряємо, чи <1,2>((1. 1(12 ( 1(02 та f(1,x) (0 f(2,x) й f(1,y) (0 f(2,y). Перевіряємо, чи f(1,x) (0 f(2,x) й f(1,y) (0 f(2,y). Маємо: f(1,x)=2, f(2,x)=2. Оскільки <2,2> ( (0, то f(1,x) (0 f(2,x). Перевіряємо, чи f(1,y) (0 f(2,y): f(1,y)=3, f(2,y)=4. Оскільки <3,4> ( (0, то <f(1,y), f(2,y) ((0, а тоді <1,2> ( (1. Перевіримо, чи <1,3>( (1. 1(13 ( 1(03 та f(1,x) (0 f(3,x) й f(1,y) (0 f(3,y). Маємо: f(1,x)=2, f(3,x)=3, f(1,y)=3, f(3,y)=5. Оскільки <3,5>( (0, то <1,3>((1. Перевіримо, чи <2,3>((1. 2(13 ( 2(03 та f(2,x) (0 f(3,x) й f(2,y) (0 f(3,y). Перевіряємо, чи f(2,x) (0 f(3,x). Маємо: f(2,x)=2, f(3,x)=3. Оскільки 2(03, то f(2,x) (0 f(3,x). Перевіряємо, чи f(2,y) (0 f(3,y). Маємо: f(2,y)=4, f(3,y)=5. Оскільки 4(05, то f(2,y) (0 f(3,y). Отже, <2,3> ( (1. Таким чином, (1 = {<4,5>,<5,4>}({<2,3>,<3,2>}(iA1.

Оскільки (1 ( (0, будуємо (2. Для цього перевіряємо, чи <4,5>((2 та <2,3>((2. За твердженням 3, 4(25 ( 4(15 та f(4,x) (1 f(5,x) й f(4,y) (1 f(5,y). Перевіряємо, чи f(4,x) (1 f(5,x). Маємо: f(4,х)=3, f(5,х)=2. Оскільки 3(12, то f(4,x) (1 f(5,x).Перевіряємо, чи f(4,y) (1 f(5,y). Маємо: f(4,y)=5, f(5,y)=4. Оскільки 5(14, то f(4,y) (1 f(5,y). Отже, <4,5>((2.

2(23 ( 2(13 та f(2,x) (1 f(3,x) й f(2,y) (1 f(3,y). Перевіряємо, чи f(2,x) (1 f(3,x). Маємо: f(2,х)=2, f(3,х)=3. Оскільки 2(13, то f(2,x) (1 f(3,x).Перевіряємо, чи f(2,y) (1 f(3,y). Маємо: f(2,y)=4, f(3,y)=5. Оскільки 4(15, то f(2,y) (1 f(3,y). Отже, <2,3>((2. Таким чином, (2={<4,5>,<5,4>}({<2,3>,<3,2>}(iA1.

Бачимо, що (2=(1. Тоді ( = (1. Побудуємо приведений розпізнавач М(=<A(,X,f(,a(,F(>. А(= А1/( = {{4,5}, {2,3}, {1}}={[4],[2],[1]}={
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. Приведений розпізнавач М( побудовано.

Контрольні питання

1. Що таке слово, що розрізняє два стани розпізнавача?

2. Що таке k-нерозрізненні стани розпізнавача? 
3. Що таке нерозрізненні стани розпізнавача?

4. Що таке недосяжний стан розпізнавача?

5. Що таке приведений розпізнавач?

6. Як побудувати приведений розпізнавач за повним детермінованим розпізнавачем?
Задачі та вправи
І. Задано розпізнавач М. Визначити, чи має розпізнавач М два різні стани, що є k-нерозрізненними.
1. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,1,{2}>, де f(1,0)=1, f(1,1)=f(3,1)=f(4,1)=2, f(2,0)=f(4,0)=3, f(2,1)=f(3,0)=4; a) k=1, б) k=2.
2. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,a, {a,b}>, де f(a,0)=f(b,0)=f(c,0)=f(d,0)=a, f(b,1)=f(c,1)=f(d,1)=c, f(a,1)=d; a) k=1, б) k=2.
3. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,c,{d,b}>, де f(a,0)=c, f(a,1)=f(c,1)=b, f(b,0)=f(d,0)=f(c,0)=d, f(d,1)=f(b,1)=a; a) k=1, б) k=2.
4. M=<{a,b,c,d},{0,1},f,a,{b,d}>, де f(a,0)=b, f(a,1)=f(c,1)=c, f(b,0)=f(d,0)=f(c,0)=а, f(d,1)=f(b,1)=d; a) k=2, б) k=3.
5. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,2,{1,3,4}>, де f(1,0)=f(4,1)=2, f(2,0)=1, f(2,1)=f(3,0)=3, f(4,0)=f(1,1)=f(3,1)=4; a) k=2, б) k=3.
ІІ. Задано розпізнавач М. Чи існує таке слово у вхідному алфавіті розпізна-вача М, що розрізняє стани s1 та s2 розпізнавача М.
1. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,1,{2,4}>, де f(1,0)=3, f(1,1)=f(2,1)=1, f(2,0)=f(3,1)= =f(4,0)=4, f(3,0)=f(4,1)=2; a) s1=1, s2=2; б) s1=1, s2=3; в) s1=2, s2=4.
2. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,a,{b,c}>, де f(a,0)=f(b,0)=f(c,0)=b, f(a,1)=f(d,1)=c, f(d,0)=a, f(c,1)=f(b,1)=d; а) s1=a, s2=d; б) s1=b, s2=c.
3. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,a,{a,b}>, де f(a,1)=f(c,0)=b, f(a,0)=f(b,0)=f(d,1)=c, f(b,1)=f(c,1)=d, f(d,0)=a; а) s1=a, s2=b; б) s1=c, s2=d.
4. M=<{1,2,3,4},{0,1},f,1,{1}>, де f(1,0)=1, f(1,1)=f(3,1)=f(4,1)=2, f(2,0)=f(4,0)=3, f(2,1)=f(3,0)=4; а) s1=2, s2=3; б) s1=2, s2=4; в) s1=3, s2=4.
5. М=<{1,2,3,4,5},{0,1}, f,1,{2,4}), де, f(1,1)=f(3,0)=f(5,0)=2, f(1,0)=f(5,1)=3, f(2,1)=f(4,1)=1, f(3,1)=f(2,0)=4, f(4,0)=5; а) s1=1, s2=3; б) s1=3, s2=5; в) s1=2, s2=4.
III. За розпізнавачем М побудувати приведений розпізнавач, що допускає ту саму мову, що й М.

1. М=<{1,2,3,4,5,6},{a,b},f,1,{5,6}), де, f(1,a)=2, f(1,b)=3, f(3,a)=f(3,b)=1, f(5,a)=f(6,a)=4, f(2,a)=f(4,b)=f(6,b)=5, f(2,b)=f(4,a)=f(5,b)=6.
2. М=<{1,2,3,4,5,6},{x,y}, f,1,{1,4}), де, f(1,x)=f(4,x)=f(5,y)=4, f(1,y)=f(6,x)=3, f(2,x)=f(3,y)=2, f(5,x)=f(6,y)=5, f(3,x)=f(4,y)=6, f(2,y)=1.
3. М=<{1,2,3,4,5,6},{a,b}, f,1,{1,2}), де, f(1,a)=f(3,b)=f(6,a)=6, f(1,b)=f(5,a)=2, f(3,a)=f(5,b)=3, f(2,b)=f(4,a)=4, f(2,a)=f(6,b)=5, f(4,b)=1.

ІV. Довести твердження 2 та 4.
РЕГУЛЯРНІ МНОЖИНИ, РЕГУЛЯРНІ МОВИ ТА РЕГУЛЯРНІ ВИРАЗИ
Нехай Х – скінченний алфавіт, P,Q ( F(X). Добутком множин слів (мов) P та Q (позначається P(Q або PQ) називається множина {pq| p(P, q(Q}. Ітерацією множини слів (мови) P (позначається P*) називається множина 
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Розглянемо приклади добутку множин слів та ітерації множини слів. Нехай задано алфавіт Х={a,b,c}. Побудуємо множини слів P та Q у алфавіті Х. Нехай P = {a}, Q = {bc, ac}. Добутком множин P та Q є множина PQ={abc, aac}. Ітерацією множини Р є множина Р*=Р0(Р1(Р2(…(Pn(…={(}({a}({aa}(…({a}{a}n-1(…, тобто мно-жина Р*={p| p =( або р – слово, що є послідовністю символів а}.

Регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х визначається рекурсивно таким чином:

( – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

{(} – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

якщо а(Х, то {а} – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

якщо P, Q – регулярні множини у алфавіті Х, то P(Q – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

якщо P, Q – регулярні множини у алфавіті Х, то PQ – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

якщо P – регулярна множина у алфавіті Х, то Р* – регулярна множина (регулярна мова) у алфавіті Х,

інших регулярних множин (регулярних мов) немає.

Регулярні множини (регулярні мови) (, {(}, {а} (а(Х) називатимемо елементарними регулярними множинами (елементарними регулярни-ми мовами).

Регулярний вираз у алфавіті Х визначається рекурсивно таким чином:

( – регулярний вираз, що означає регулярну множину (,

( – регулярний вираз, що означає регулярну множину {(},

якщо а(Х, то а – регулярний вираз, що означає регулярну множину {а},

якщо ( та ( – регулярні вирази, що означають регулярні множини P та Q відповідно, то

а) ((+() – регулярний вираз, що означає множину P(Q;


б) ((() – регулярний вираз, що означає множину PQ;

в) (()* – регулярний вираз, що означає множину P*;

інших регулярних виразів немає.


Регулярні вирази (, (, а (а(Х) називатимемо елементарними регулярними виразами.

Нехай ( – регулярний вираз, що позначає регулярну множину Р. Позначатимемо (+ множину Р+.
Нехай, наприклад, задано регулярні множини P={1} та Q={0} у алфавіті {0,1}. Тоді регулярний вираз, що означає множину Р – це 1, регулярний вираз, що означає множину Q – це 0. Регулярний вираз (1+0)* означає множину {0,1}*, адже {0,1}*= (P(Q)*.

Нехай X={a,b}. Прикладами регулярних множин (регулярних мов) у алфавіті Х є множини: {a}, {b}, адже a(X, b(X; {a,b}, адже {a,b} = ={a}({b} й {a}, {b} – регулярні множини; {aa,ab}, адже {aa,ab}={a}{a,b}, a {a}, {a,b} – регулярні множини; {a}*, адже {a} – регулярна множина.  Регулярна множина {a,b} позначається регулярним виразом a+b, регулярна множина {a}{a,b} позначається регулярним виразом a(a+b), регулярна множина {a,b}*  позначається регулярним виразом (a+b)*.

Регулярні вирази ( та ( у алфавіті Х рівні (позначається (=(), якщо вони означають одну й ту саму регулярну множину.

Твердження 6. Нехай (,(,( – регулярні вирази у деякому алфавіті Х. Тоді:

(+( = (+(, 



(*=(,



(+((+()=((+()+(,


(((() = ((()(,

 (((+() = ((()+(((), 

((+()( = ((()+(((), 

(( = (( = (, 


(( = (( = (, 

(+(*=(*, 



((*)*=(*, 

(+(=(, 



(+( = (.


Доведення. Доведемо рівність (+( = (+(. Нехай P та Q – регулярні множини у алфавіті Х, що їх означають регулярні вирази ( та (. Тоді регулярний вираз (+( означає регулярну множину P(Q. Оскільки P(Q = = Q(P, а множину Q(P означає регулярний вираз (+(, то (+( = (+(. Решта рівностей доводиться аналогічно.

Контрольні питання

1. Що таке добуток множин слів (мов)?

2. Що таке ітерація множини слів (мови)?

3. Що таке елементарна регулярна множина у алфавіті Х? 

4. Що таке елементарна регулярна мова у алфавіті Х? 

5. Що таке регулярна множина у алфавіті Х?

6. Що таке регулярна мова у алфавіті Х?

7. Що таке елементарний регулярний вираз у алфавіті Х?
8. Що таке регулярний вираз у алфавіті Х?

9. Які регулярні вирази у алфавіті Х називаються рівними?
Задачі та вправи
І. Побудувати регулярний вираз у алфавіті {0,1}, що має k входжень операцій +,(,*.

1) k=1,
2) k=3,
3) k=4,
4) k=6,
5) k=9.
II. Довести рівності твердження 6.
ІIІ. Нехай (, ( – регулярні вирази у деякому алфавіті Х. Довести твердження.

1. (*=(.

2. ((+()* =((*(*)*.

3. ((*=(*, де ( означає регулярну мову, що містить (.
4. ((*=(+, де ( означає регулярну мову, що не містить (.
РОЗПІЗНАВАЧІ ТА РЕГУЛЯРНІ МОВИ
Теорема 2. Нехай Х – скінченний алфавіт, L(F(X), L – регулярна мова. Тоді існує такий розпізнавач М з вхідним алфавітом Х, що допускає мову L (тобто L(М)= L).

Доведення. Оскільки L – регулярна мова, то L подається регулярним виразом t. Доведемо теорему індукцією за кількістю n входжень символів операцій +, ( та * у вираз t (n(N). Нехай n=0. Тоді t – елементарний регулярний вираз, тобто або t=(, або t=(, або t=х (х(Х). Покажемо, що для кожного елементарного регулярного виразу в алфавіті Х існує розпізнавач, що допускає мову, яка позначається цим регулярним виразом.

Нехай t=(. Побудуємо такий розпізнавач М, що L(M)=(. Покладемо M=<{a0}, X, f, a0, (>, де f(a0,x)={a0}, x(X. Оскільки множина кінцевих станів розпізнавача M порожня, жодне слово в алфавіті X не допускається M, тому L(M)=(.

Нехай t=(. Покладемо M=<{a0,a1}, X, f, a0, {a0}>, де f(a0,x)={a1}, x(X. Оскільки конфігурація (a0,() є початковою й кінцевою, то слово ( допускається розпізнавачем M. Жодне непорожнє слово в алфавіті Х не допускається М, оскільки, сприймаючи будь-який символ алфавіту Х у початковому стані а0, розпізнавач М переходить у стан а1, що не є кінцевим; перехід зі стану а1 у кінцевий стан а0 у М не визначено для жодного символу х з алфавіту Х. Отже, L(M)={(}.
Нехай t=x, де х – деякий символ алфавіту Х. Покладемо M=<{а0,а1},X,f,a0,{a1}>, де f(а0,х)={а1}. Розпізнавач M допускає слово x, оскільки (a0,x) |( (a1,() й а1 – кінцевий стан. Розпізнавач М не допускає жодне слово з F(X), відмінне від слова х. Дійсно, М не допускає слово (, оскільки початковий стан а0 не є кінцевим. Нехай p – непорожнє слово з F(X), відмінне від слова x. Тоді p або починається символом x, або починається символом, відмінним від х. Нехай p починається символом x. Оскільки слово p відмінне від слова x, то p має принаймні два символи. Тоді p можна подати у вигляді p=xyq, де y(Х, q(F(X). Маємо: (a0,xyq) |( (a1,yq). Оскільки за побудовою М f(a1,y)=( для усіх у з Х, то не існує жодної конфігурації (b,q) розпізнавача M, такої що (a1,yq) |( (b,q). Отже, <(a0,xyq), (a1,()>( |(*, а це означає, що М не допускає слово p. Нехай слово p починається деяким символом у алфавіту X, відмінним від символу х. Тоді p можна подати y вигляді p=yq, де q ( F(X). Оскільки за побудовою М f(a0,y)=( для кожного символу y з алфавіту X, відмінного від символу x, то <(a0,yq), (a1,()> ( |(*, а це означає, що слово p не допускається розпізнавачем М. Отже, L(M)={x}. Таким чином, доведено, що для кожного елементарного регулярного виразу в алфавіті X існує розпізнавач, що допускає мову, яка позначається цим регулярним виразом.

Припустимо, що для кожного регулярного виразу в алфавіті Х, що має менше k (k(N+) входжень символів операцій +,(,*, існує розпізнавач, що допускає мову, яка позначається цим регулярним виразом. Доведемо, що тоді для кожного регулярного виразу в алфавіті X, що має k входжень символів операцій +,(,*, існує розпізнавач, що допускає мову, яка позначається цим регулярним виразом. Нехай t – регулярний вираз, що має k входжень символів операцій +,(,*. Тоді або t=(+(, або t=((, або t=(*, де (, ( – регулярні вирази у алфавіті X, що мають менше k входжень символів операцій +,(,*.

Розглянемо випадок t=(+(. За припущенням індукції, існує розпізнавач M1=<A1,X,f1,a1,F1>, що допускає мову L1, яка позначається регулярним виразом (, та існує розпізнавач M2=<A2,X,f2,a2,F2>, що допускає мову L2, яка позначається регулярним виразом (. Виберемо позначення станів множин A1 та A2 так, щоб A1(A2=(. Покладемо M=<A1(A2({a0},X,f,a0,F>, де a0(A1(A2, F=F1(F2, якщо ((L1(L2, інакше F=F1(F2({a0};
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Покажемо, що L(M)=L1(L2. Для цього доведемо, що L(M)(L1(L2 (тобто кожне слово y алфавіті X, що допускається розпізнавачем М, належить мові L1 або мові L2), а також L1(L2(L(M) (тобто кожне слово y алфавіті X, що належить принаймні одній з мов L1 чи L2, допускається розпізнавачем M). Нехай p(L(M), тобто р – слово, що допускається M. Тоді (a0,p) |(*(a,(), де а(F. Якщо p=(, то конфігурація (a0,() є початковою й кінцевою, але тоді а0(F. За побудовою М, а0(F, якщо ((L1(L2. Отже, ((L(M) ( ((L1(L2. Розглянемо тепер випадок p((. Тоді p можна подати у вигляді p=xq, де x(X, q(F(X). Оскільки слово р допускається М, то (a0,xq) |(M (b,q) |(*M (a,(), де b(f(a0,x), a(F. За означенням функції переходів f розпізнавача М, f(a0,x)=f1(a1,x)(f2(a2,x), тому b(f1(a1,x)(f2(a2,x). Нехай b(f1(a1,x), тоді b(A1, a (a1,xq) |(M1 (b,q). Оскільки А1(А2=( й (b,q) |(*M (a,() та a(F, то, за побудовою F, a(F1. Отже, маємо: (a1,xq) |(M1 (b,q) |(*M1 (a,(), де a(F1. Таким чином, слово xq (тобто слово p) допускається розпізнавачем М1, тобто p(L1. Аналогічно доводиться, що у випадку b( f2(a2,x) слово p допускається розпізнавачем M2, тобто p(L2. Таким чином, показано, що p(L(M) ( p(L1(L2, звідки маємо: L(M) ( L1(L2.
Покажемо, що L1(L2 ( L(M). Нехай p(L1(L2. Якщо p=(, то, за побудовою множини F, a0(F, отже, М допускає (. Нехай p((. Тоді р подається у вигляді р=xq, де x(X, q(F(X). Оскільки p(L1(L2, розглянемо випадки: p(L1 та p(L2. У випадку p(L1 маємо: (a1,xq) |(M1 (b,q) |(*M1 (a,(), де b(f1(a1,x), a(F1. За побудовою функції f маємо: b(f1(a1,x) ( b(f(a0,x) та (b,q) |(*M1 (a,() ( (b,q) |(*M (a,(). За побудовою множини F маємо: a(F1 ( a(F. Отже, f(a0,xq) |(M (b,q) |(*M (a,(), a(F, тобто слово p допускається розпізнавачем M. Аналогічно доводиться, що у випадку p(L2 слово р допускається розпізнавачем М. Отже, p(L1(L2 ( p(L(M), звідки маємо: L1(L2 ( L(M).

Отже, доведено, що L(M) = L1(L2. Таким чином, для регулярної мови L, що подається регулярним виразом виду (+(, який має k входжень символів операцій +, ( та *, існує розпізнавач, що допускає мову L.

Розглянемо випадок t=((. За припущенням індукції існує розпізнавач М1=<A1,X,f1,a1,F1>, що допускає мову L1, яка позначається регулярним виразом (, та розпізнавач М2=<A2,X,f2,a2,F2>, що допускає мову L2, яка позначається регулярним виразом (. Виберемо позначення станів множин A1 та A2 так, що A1(A2=(. Покладемо M=<A1(A2,X,f,a1,F>, де F=F2, якщо ((L2, й F=F1(F2, якщо ((L2,
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Доведемо, що L(M)=L1L2. Покажемо, що L(M)(L1L2. Нехай p(L(M), тобто слово p допускається M. Тоді (a1,p) |(*M (a,(), де a(F. Якщо p=(, то конфігурація (a1,() є початковою й кінцевою, але тоді a1(F. Оскільки a1(A1, а A1(A2=(, то a1(F1, тобто ((L1. Покажемо, що ((L2. Дійсно, якщо ((L2, то F=F2, але оскільки a1(F2, то a1(F, що суперечить тому, що ( допускається розпізнавачем M. Отже, ((L(M) ( ((L1L2.
Розглянемо випадок p((. Нехай p=y1…ym, m(N+. Тоді (a1,p) |(mM (a,(), a(F. Якщо F=F2, то a(F2. Розглянемо послідовність конфігурацій (a1,y1…ym), (b1,y2…ym), … ,(bm,(), де b1(f(a1,y1), (bi,yi+1…ym) |(M (bi+1,yi+2…ym) (1(i<m), bm=a. Нехай i – найменший номер, такий що bi(A2, тобто bj(A1 для 1(j<i. Тоді за побудовою функції переходів f розпізнавача М bi( f(bi-1,yi), де bi-1(F1, а це означає, що слово y1…yi-1 допускається роз-пізнавачем М1, а значить y1…yi-1(L1. Оскільки bi-1(F1, bi(A2, а f(bi-1,yi) = =f1(bi-1,yi)(f2(a2,yi), то bi(f2(a2,yi). Тоді слово yiyi+1…ym допускається розпізна-вачем М2, а значить yiyi+1…ym( L2. Оскільки y1…yi-1(L1, а yiyi+1…ym( L2, то y1…ym(L1L2. Нехай p(L(M), p(( й F=F1(F2. Оскільки F=F1(F2, то ((L2. Нехай p=y1…ym, m(N+. Тоді (a1,p) |(mM (a,(), a(F. Оскільки F=F1(F2, то a(F1 або a(F2. Випадок a(F2 розглядається аналогічно випадку F=F2. Розглянемо випадок a(F1. За побудовою функції f розпізнавача М, (a1,p) |(mM1 (a,(), a(F1, тобто р допускається М1, а тоді p(L1. Оскільки ((L2, то p(L1L2. Отже, p(L(M) ( p(L1L2. Таким чином, L(M)(L1L2. 
Покажемо, що L1L2(L(M). Нехай p(L1L2. Якщо p=(, то ((L1 й ((L2. Але тоді a1(F1, F=F1(F2, звідки a1(F. Оскільки початковий стан a1 розпізнавача M є кінцевим станом розпізнавача M, то M допускає порожнє слово. Отже, ((L1L2 ( ((L(M). Нехай p(L1L2 й p((. Тоді p=q1q2, де q1(L1, q2(L2 й q1(( або q2((. Нехай q1((. Тоді (a1,q1) |(+M1 (a,(), де a(F1. Звідси (a1,q1q2) |(+M (a,q2). Якщо q2=(, то (( L2, а тому за побудовою множини кінцевих станів розпізнавача M маємо: F=F1(F2. Таким чином, a(F. Отже, (a1,q1) |(+M (a,(), де a(F, тобто слово q1( допускається розпізнавачем M. Нехай q2((. Тоді (a2,q2) |(+M2 (a,(), де a(F2. Якщо q1=(, то ((L1, а тоді a1(F1. Оскільки q2((, то q2=y1…ym, m(N+. Розглянемо початкову конфігурацію (a1,y1…ym) розпізнавача M. За побудовою функції переходів f розпізнавача M маємо: f(a1,y1)=f1(a1,y1)(f2(a2,y1). Оскільки (a2,q2) |(+M2 (a,(), де a(F2, знайдуться такі стани b1,…,bm розпізнавача M2, що (a2,y1…ym) |(M2 (b1,y2…ym) |(m-2M2 (bm-1, ym) |(M2 (bm, (), де bm=a.

Оскільки b1(f2(a2,y1), а f2(a2,y1) ( f(a1,y1) (адже a1(F1),то (a1,y1…ym) |(M (b1,y2…ym). Оскільки b1,…,bm(A2, то за побудовою функції переходів f розпізнавача M f(bi,yi+1)= f2(bi,yi+1), 1(i<m, а тому (a1,y1…ym) |(M (b1,y2…ym) |(m-2M (bm-1, ym) |(M2 (bm,(), де bm=a, a(F2, тобто (a1,(q2) |(mM (a, (), a(F. Таким чином, слово (q2 допускається М. Нехай q1(( й q2((. Оскільки q1(L1, а q2(L2, то (a1,q1) |(+M1 (a,(), a(F1 й (a2,q2) |(+M2 (b,(), b(F2. За побудовою М, з (a1,q1) |(+M1 (a,(), a(F1 випливає, що (a1,q1q2) |(+M (a,q2). Оскільки q2((, то q2=yq, де y(X, q(F(X). За побудовою функції f маємо f(a,y)=f1(a1,y)(f2(a2,y), адже a(F1. Оскільки (a2,q2) |(+M2 (b,(), де b(F2, то існує такий стан b1 множини A2, що (a2,yq) |(M2 (b1,q) |(*M2 (b,(), звідси b1(f2(a2,y), а тому b1(f(a,y). Оскільки (b1,q) |(*M2 (b,(), b(F2, то за побудовою функції f розпізнавача M маємо: (b1,q) |(*M2 (b,(), b(F. Таким чином, (a1,q1q2) |(+M (a,q2) |(M (b1,q) |(*M (b,(), b(F , тобто слово p (p = =q1q2 = q1yq, де q1(L1, q2(L2, q2=yq, y(X, q(F(X)) допускається М. Отже, p(L1L2 ( p(L(M), звідки L1L2(L(M). З L(M)(L1L2 та L1L2(L(M) випливає, що L(M) = L1L2. Таким чином, для регулярної мови L, що подається регулярним виразом виду ((, який має k входжень символів операцій +, ( та *, існує розпізнавач, що допускає мову L.
Розглянемо випадок t=(*. За припущенням індукції, існує розпізнавач M1 = <A1,X,f1,a1,F1>, що допускає мову L, яка позначається регулярним виразом (. Покладемо M = <A1({a0},X,f,a0,F1({a0}>, де a0(A1,
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Доведемо, що L(M)=L*. Покажемо, що L*(L(M). Нехай p(L*. Тоді або p=(, або p(( й p(L, або p(( й p=p1…pk, де p1,…,pk(L, k(N+, k>1, pi((, 1(i(k. Розглянемо випадок p=(. Оскільки початковий стан a0 розпізнавача M є кінцевим станом розпізнавача M, то слово ( допускається M, а тому ((L(M).

Розглянемо випадок p(L, p((. Тоді (a1,p) |(+M1 (a,(), де a(F1. За по-будовою функції переходів f розпізнавача M, (a1,p) |(+M (a,(), a(F1. Ос-кільки p((, то p=yq, де y(X, q(F(X). Маємо: (a1,yq) |(M1 (b,q) |(*M1 (a,(), a(F1, для деякого стану b з множини f1(a1,y). Оскільки f(a0,y) = f1(a1,y), то b(f(a0,y), але тоді (a0,yq) |(M (b,q) |(*M (a,(), a(F (за побудовою множини F).
Розглянемо випадок p=p1…pk, де p1,…,pk(L, k(N+, k>1, pi((, 1(i(k. Оскільки p1(L, то (a0,p1) |(*M (a,(), a(F. Оскільки p1((, то a(a0, а тому a(F1. Тоді для деякого стану a з множини F1 (a0,p1p2…pk) |(*M (a, p2…pk). Покажемо, що якщо p2(L, p2((, a(F1, то (a,p2) |(+M (s,() для деякого стану s з множини F1. Оскільки p2((, то p2=yq для деякого символу y з Х та слова q з F(X). Оскільки p2(L, то p2 допускається розпізнавачем M1, але тоді (a1,yq) |(M1 (b,q) |(*M1 (s,(), де s(F1, b(f1(a1,y). Розглянемо конфігурацію (a,p2…pk) розпізнавача M, де a(F1. За побудовою функції переходів f розпізнавача M, для стану a з множини F1 виконується: f(a,y)=f1(a,y)(f1(a1,y). Отже, b(f(a,y), звідки (a,yq) |(M (b,q) |(*M (s,(), де s(F1. Таким чином, (a, p2…pk) |(+M (s, p3…pk) для деякого стану s з множини F1.
Отже, маємо: (a0,p1p2…pk) |(+M (s1,p2…pk) |(+M (s2,p3…pk) |(+M … …|(+M (sk-1,pk) |(+M (sk,() для деяких станів s1,…,sk з множини F1. Таким чином, (a0,p1p2…pk) |(+M (sk,() для деякого стану sk з F1, тобто (a0,p1p2…pk) |(+M (sk,(), sk(F, а це означає, що слово p1p2…pk допускається розпізнавачем M. Отже, p(L* ( p(L(M), тобто L*(L(M).

Покажемо, що L(M)(L*. Нехай p(L(M), тобто слово p допускається розпізнавачем M. Якщо p=(, то p(L*. Нехай p((, p=y1…ym, m(N+. Тоді (a0,p) |(+M (a,() для деякого стану a з множини F, відмінного від початкового стану a0 розпізнавача M. Оскільки a(F й a(a0, то, за побудовою множини F розпізнавача M, a(F1. Розглянемо послідовність b0,b1,…,bm станів, у яких перебуває M, сприймаючи слово p. Маємо: b0=a0, bm=a (a(F1), bi(f(bi-1,yi), 1(i(m. Виділимо у послідовності b1,…,bm входження стану bj (1(j(m) такого, що bj(F1, а для наступного стану bj+1 даної послідовності виконується bj+1(f1(a1,yj+1). Якщо входжень таких станів у послідовність b1,…,bm немає, то це означає, що коли розпізнавач M перебуває у деякому стані bi з множини F1 при сприйманні будь-якого символу x слова p, він не здійснює з цього стану переходу у жоден стан з множини f1(a1,x), який не міститься у множині f1(bi,x). Отже, (a0,y1…ym) |(M (b1,y2…ym) |(*M1 (bm,(), але, оскільки f(a0,y1)=f1(a1,y1), то (a1,y1…ym) |(+M1 (bm,(), тобто (a1,p) |(+M1 (a,(), a(F1, звідки випливає, що p допускається M1, а тоді p(L, а тому p(L*.

Нехай bj – перше входження у послідовність b0,b1,…,bm такого стану, що bj(F1 й bj+1(f1(a1,yj+1). Тоді слово y1…yj(L. Дійсно, маємо: (a0,y1y2…yj) |(M (b1,y2…yj) |(M … |(M (bj,(), bj(F1 (отже, bj(F). Оскільки для станів b1,…,bj  виконуються умови b1(f1(a1,y1), b1(f(b1,y2)\f1(b1,y2),…, bj(f(bj,yj+1)\f1(bj,yj+1), то (a1,y1y2…yj) |(M1 (b1,y2…yj) |(M1 … |( M1 (bj,(), тобто слово y1…yj допускається розпізнавачем M1, а тому y1…yj(L. Якщо у послідовності станів bj+1,…,bm немає жодного стану bk (j+1(k(m) такого, що bk(F1 й bk+1(f(bk,yk+1)\f1(bk,yk+1), то слово yj+1,…,ym належить L (це доводиться аналогічно тому, як було доведено, що слово y1…yj належить L). Але тоді слово p має вигляд p1p2, де p1,p2(L, тобто p(L*.

Якщо у послідовності станів bj+1,…,bm є стан bk (j+1(k(m) такий, що bk(F1 й bk+1(f(bk,yk+1)\f1(bk,yk+1), то тоді слово yj+1,…,yk належить L (це доводиться аналогічно тому, як доведено, що слово y1…yj належить L). 

Розглянемо усі такі стани bi у послідовності b0,b1,…,bm, що bi(F1 й bi+1(f(bi,yi+1)\f1(bi,yi+1), 1(i(m. Виділимо усі входження bi1,…,bik (1(ij(m, 1(j(k) таких станів у цю послідовність. Тоді слова y1…yi1, yi1+1…yi2,…,yik+1…ym належать L, тобто p=pi1…pikpik+1, звідси p(L*. Отже, p(L(M) ( p(L*, тобто L(M)(L*. Таким чином, доведено, що L(M)=L*. Таким чином, для регулярної мови L, що подається регулярним виразом виду (*, який має k входжень символів операцій +, ( та *, існує розпізна-вач, що допускає мову L.

Отже, для кожного регулярного виразу, що має n входжень операцій +, ( та * (n(N), існує розпізнавач М такий, що допускає мову, яка познача-ється цим регулярним виразом.

Таким чином, для кожної регулярної мови L у алфавіті Х існує такий розпізнавач М з вхідним алфавітом Х, що допускає мову L. Теорема доведена.

Розглянемо приклад побудови розпізнавача за регулярним виразом. Нехай задано регулярний вираз t = (0*)+11 у алфавіті {0,1}. Побудуємо розпізнавач Mt, що допускає мову, яка позначається цим регулярним виразом. Виділимо підвирази даного регулярного виразу, що є елементарними регулярними виразами. Це є вирази 0 та 1. Побудуємо розпізнавачі M0 та M1, що допускають відповідно мови {0} та {1}, що позначаються цими регулярними виразами так, як показано у доведенні теореми 2. Покладемо M0=<{a0,a1},{0,1},f0,a0,{a1}>, де f0(a0,0)={a1}, M1=<{b0,b1},{0,1},f1,b0,{b1}>, де f1(b0,1)={b1}. Виділимо такі підвирази регулярного виразу t, що побудовані з елементарних виразів 0 та 1 й мають одне входження операції з множини {+,(,*}. Це є вирази 0* та 11. Побудує-мо розпізнавач M0*, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 0*, як це показано у доведенні теореми 2. Оскільки M0 – розпізна-вач, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 0, покладемо M0*= <{a0,a1}({c0},{0,1}, f2, c0,{a1, c0}>, де f2(a0,0)= f0(a0,0)={a1}, адже a0 – некінцевий стан множини станів розпізнавача M0; f2(a1,0)= f0(a1,0) ( f0(a0,0) = (({a1}={a1}, f2(a1,1) = f0(a1,1)( f0(a0,1) = (((=(, адже a1 – кінцевий стан множини станів розпізнавача M0; f2(c0,0) = f0(a0,0)={a1},  f2(c0,1) = =f0(a0,1)=(, адже c0 – початковий стан множини станів розпізнавача M0*.

Побудуємо розпізнавач, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 11. Маємо розпізнавач M1, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 1. Побудуємо новий розпізнавач M1(, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 1, перейменувавши стани розпізнавача M1 таким чином, щоб множини станів розпізнавачів M1 та M1( не мали спільних елементів. Покладемо M1(=<{d0,d1},{0,1},f1(, d0,{d1}>, де f1((d0,1)={d1}. Використовуючи розпізнавачі M1 та M1(, побудуємо розпізнавач М11, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 11, як показано у доведенні теореми 2. Покладемо М11=<{b0,b1,d0,d1},{0,1},f3,b0,F11>, де F11={d1}, адже ((L(M1(); f3(d0,0)=(, f3(d0,1)={d1}, f3(b0,0) = f1(b0,0) = (, f3(b0,1) = f1(b0,1) = {b1}, f3(b1,0) = f1(b1,0) ( f1((d0,0) = ((( = (, f3(b1,1) = f1(b1,1) ( f1((d0,1) = ( ( {d1} = {d1}.

Побудуємо розпізнавач Mt, що допускає мову, яка позначається регулярним виразом 0*+(11). Покладемо Mt=<At, {0,1}, ft, at, Ft>, де At = ={a0,a1,c0}({b0,b1,d0,d1}({at}; Ft = {a1,c0}({d1}({at}, адже ((L(M0*), а тому ((L(M0*)(L(М11); ft(a0,0)=f2(a0,0)={a1}, ft(a0,1)=f2(a0,1)=(, ft(a1,0)=f2(a1,0)={a1}, ft(a1,1)=f2(a1,1)=(, ft(c0,0)=f2(c0,0)={a1}, ft(c0,1)=f2(c0,1)=(, ft(b0,0) = f3(b0,0)=(, ft(b0,1) = f3(b0,1) = {b1}, ft(b1,0) = f3(b1,0) = (, ft(b1,1) = f3(b1,1) = {d1}, ft(d0,0) = = f3(d0,0) = (, ft(d0,1) = f3(d0,1) = {d1}, ft(at,0) = f2(a0,0)( f3(b0,0) = {a1} ( ( = ={a1},  ft(at,1) = f2(a0,1)( f3(b0,1) = (({b1} = {b1}.

Теорема 3. Нехай М = <A,X,f,a0,F> – розпізнавач. Тоді мова L(M) регулярна.

Доведення. Без обмеження загальності (див. твердження 1 та теорему 1) вважатимемо, що M повний детермінований розпізнавач. Нехай A={a1,…,an}, n(N+, a0 = a1. Визначимо множини Saiaj = {p| p(F(X), (ai,p) |(* (aj,()}. Тоді L(M)=
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 ( (ai,q1) |(* (ak,() й проміжні стани для слова q1 належать множині {a1,…,ak-1}, а станів ak,…, an серед проміжних станів для слова q1 немає; rc(
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, то множина L(M) регулярна, тобто мова, що допускається розпізнавачем М, регулярна. Теорема доведена.

Розглянемо приклад побудови мови, що допускається розпізнавачем. Нехай задано розпізнавач M=<{1,2},{a,b},f,1,{2}>, де f(1,a) = f(2,a)=1, f(1,b) = f(2,b)=2. За теоремою 3 маємо: L(M) = 
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 підставимо 1 замість i, 2 замість j, 2 замість k. Маємо: 
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=({a,(})*{b}. Оскільки для будь-якого регулярного виразу ( викону-ється ((+()*=(*, то й для регулярної мови L, що позначається цим виразом, виконується (L({(})*=L*. Тоді = {a,(}*={a}*. Отже, 
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={a}*{b}. Анало-гічно перетворюючи 
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, маємо: 
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={b,(}({a}{a}*{b}. Оскільки ((
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, то (
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)*, а тоді:
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= {a}*{b}({a}*{b}({b,(}({a}{a}*{b})*.
Таким чином, L(M)= {a}*{b}({a}*{b}({b,(}({a}{a}*{b})*.

Лема про розростання регулярних множин. Для кожної непорожньої регулярної множини L існує таке ціле додатне число n, що кожне слово р з множини L, довжина якого не менша n, подається у вигляді xyz, де 0< |y| ( n й xyiz(L (i(N).

Доведення. Оскільки L – регулярна множина, то існує такий розпізнавач M=<A,X,f,a0,F>, що L(M)=L. Покладемо n=|A|. Нехай p(L й |p|(n. Тоді (a0,p) |(|p|+1 (a,() для деякого стану а з множини F. Це означає, що існує така послідовність k1,…,km конфігурацій розпізнавача М, що m=|p|+2, k1=(a0,p), km=(a,() й ki |( ki+1 (1( i <m). Оскільки |p|(n, то кількість конфігурацій у цій послідовності не менша n+1. Отже, серед перших n+1 конфігурацій послідовності знайдуться дві з одноковими станами. Тому існує така послідовність тактів роботи розпізнавача М, що

(a0,xyz) |(( (a1,yz) |(k (a1,z) |(( (a,() для деяких а1 й k, де a1(A, 0<k(n, p=xyz. Але тоді для будь-якого додатного цілого числа i існує послідовність тактів роботи розпізнавача М виду (a0,xyiz) |(( (а1,yiz) |(+ (а1,yi-1z) |(+… |(+ (а1,yz) |(+ (а1,z) |(( (а,(). Оскільки p=xyz й р(L, то й xyiz( L для кожного цілого додатного i. Слово xz також належить множині L, оскільки існує така послідовність тактів роботи розпізнавача М, що (a0,xz) |(( (a1,z) |(( (a,(). Таким чином, кожне слово p з L, довжина якого не менша n, подається у виді xyz й xyiz(L для будь-якого невід’ємного цілого i. Лема доведена.

Наведемо приклад мови, що не є регулярною. Розглянемо мову L={0n1n| n(N+}. Тут 0n (1n) означає послідовність нулів (одиниць) довжини n. Припустимо, що мова L регулярна. Тоді існує таке ціле додатне число m, що слово 0m1m  подається у вигляді xyz, де y(( й xyiz(L для будь-якого невід’ємного цілого i (зокрема, й для i=0 та i=2). Оскільки y((, то або y({0k|k(N+}, або y({1k|k(N+}, або y({0k|k(N+}{1l|l(N+}. Якщо y({0k|k(N+} або y({1k|k(N+}, то слово xy0z не належить L. Якщо y({0k|k(N+}{1l|l(N+}, то слово xyyz не належить L. Маємо суперечність. Таким чином, мова L не є регулярною. 

Контрольні питання

1. Як побудувати розпізнавач, що допускає дану регулярну мову?

2. Які мови допускаються розпізнавачами?

3. Як побудувати мову, яку допускає даний розпізнавач?

4. Яка необхідна умова того, що множина слів у скінченному алфавіті є регулярною?

5. Чи існують нерегулярні мови?

Задачі та вправи

І. Побудувати розпізнавач з вхідним алфавітом Х за регулярним виразом t.

1. Х = {0,1}, t = (0*0)+11*.

2. Х = {0,1}, t = (0*11+(11)*)*.

3. Х = {0,1}, t = 1(01*+1*)*0.

4. Х = {<,>,0,1}, t = <0*1><1*0>.
5. Х = {[,],1,2}, t = (([1])* + [2*])*.
II. Знайти мову, яку допускає розпізнавач М.

1. М=<{a,b,c,d},{0,1}, f,c,{d,b}>, де f(a,0)=c, f(a,1)=f(c,1)=b, f(b,0)=f(d,1)=f(c,0)=d, f(d,0)=f(b,1)=a.

2. М=({a,b,c,d},{0,1},f,a,{c,d}), де f(a,0)=b, f(b,1)=f(c,1)=a, f(d,1)=f(a,1)=f(c,0)=c, f(b,0)=f(d,0)=d?

3. M=({1,2,3,4},{0,1},f,1,{2,4}), де f(1,0)=2, f(1,1)=f(2,1)=1, f(2,0)=f(3,1)=f(4,0)=3, f(3,0)=f(4,1)=4?
4. M=({2,3,4,5},{0,1},f,3,{2,5}), де f(2,0)=5, f(2,1)=f(4,1)=4, f(3,0)=f(5,1)=f(4,0)=3, f(5,0)=f(3,1)=2?

5. М=({a1,a2,a3,a4},{0,1},f,а1,{a1,a4}), де f(a1,0)=a2, f(a1,1)=f(a2,1)=a4, f(a2,0)=f(a3,1)=f(a4,0)=a1, f(a3,0)=f(a4,1)=a3?

ІІІ. Чи є регулярною множина слів L?

1. L={0n10n| n(N+}.

2. L={pp| p(F({0,1})}.

3. L={ap| p – просте число}.
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ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК

	Автомат 4
– автономний 5
– без виходів 5
– без пам’яті 5
– детермінований 5
– ініціальний 5
– Мілі 4
– налаштований без виходів 5
– недетермінований 5
– нескінченний 4
– повний 5
– скінченний 4
– частковий 5
Алфавіт (автомату)
– вихідний 4
– вхідний 4
Діаграма автомату 11

Добуток 
– множин слів 35
– мов 35
Довжина слова 6
Ітерація 
– множини слів 35
– мови 35
Слово у алфавіті 6
– переводить розпізнавач у стан 23

– породжується автоматом у стані 13

– порожнє 6
– розрізняє стани 26
– що допускається розпізнавачем 18
Стан автомату 4

– початковий 5
Стан розпізнавача
– досяжний 23

– недосяжний 27
Стани розпізнавача
– нерозрізненні 27
– k-нерозрізненні 27

	Конфігурація розпізнавача 17

– кінцева 18
– початкова 18
Множина 

– конфігурацій розпізнавача 17
– регулярна 35
– – елементарна 36
– символів вихідних 4

– символів вхідних 4

– станів (автомату) 4

– – кінцевих 5
Мова у алфавіті 19
– регулярна 35
– – елементарна 36
– що допускається розпізна-

   вачем19
Реакція автомату на слово 13
Регулярний вираз у алфавіті 36
– елементарний 36
Регулярні вирази рівні 37
Розпізнавач 17
– допускає слово 18
– приведений 27
Таблиця
– виходів (автомату) 11
– переходів (автомату) 10
Такт роботи розпізнавача 18
Функція
– виходів автомату 4
– переходів автомату 4
Х-автомат 5
– налаштований 5
Y-автомат  5



СЛОВА ІНШОМОВНОГО ПОХОДЖЕННЯ

Скорочення: гр. – давньогрецька мова, лат. – латинська мова

АВТОМАТ – від гр. automatos самодіючий
АВтоНОмНИЙ – від гр. autos сам + nomos закон
АЛФАВІТ – від перших двох літер грецької абетки «альфа» й «бета» (у середньо грецькій вимові «віта»)
ДЕТЕРМІНОВАНИЙ – від лат. determinare визначати
діаграма – від гр. diagramma – рисунок, креслення
ІНІЦІАЛЬНИЙ – від лат. initialis первісний
ІТЕРАЦІЯ – від лат. iteratio повторення
КОНФІГУРація – від лат. configuratio надання форми, розташування
РЕАКція – від лат. re…проти + actio дія
РЕГУЛЯРНИЙ – від лат. regularis такий, що має силу правила
СИМВОЛ – від гр. symbolon знак, сигнал
ФУНКЦІЯ – від лат. functio виконання
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