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Анотація
В даній роботі розглядаються можливості використання SAT-розв’язувачів для розробки ал-

горитмів розбиття множини на підмножини, в яких відсутні 𝑛-ки Шура. SAT-розв’язувачі відомі
своєю здатністю швидко знаходити рішення булевих задач, але їх потенціал у сфері розбиття
множини на підмножини ще не був повністю досліджений. Основна ідея полягає в тому, щоб
перетворити задачу розбиття множини на підмножини у задачу задоволення булевої формули,
де кожна змінна відповідає присутності або відсутності кожного елемента у підмножині.
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1. Вступ
Мета: розробка алгоритму знаходження довіль-

ного розбиття множини на підмножини, які не мі-
стять жодної 𝑛-ки Шура з використанням SAT-
розв’язувача.
Завдання: побудувати скрипт алгоритми для

розбиття будь-якої множини з застосуванням SAT-
розв’язувача на підмножини, які не містять жодної
𝑛-ки Шура.
Актуальність: розбиття множин на підмножини

з урахуванням наявності або відсутності 𝑛-ок Шу-
ра є актуальною темою в сучасній комбінаториці
та теорії чисел. Цей підхід має великий потенціал
для розв’язання різноманітних задач у різних галу-
зях математики та інформатики. Перш за все, та-
кі розбиття можуть бути використані для пошуку
структур, які містять або не містять 𝑛-ки Шура, що
має значення в теорії графів, криптографії та інших
областях. З іншого боку, розбиття множин може бу-
ти корисним для аналізу комбінаторних структур та
властивостей. Воно допомагає виявляти закономір-
ності та залежності між елементами множини, що є
важливим для розв’язання різних задач на оптимі-
зацію та моделювання.

2. Фундаментальнi поняття
У статтi будуть використанi наведенi нижче ско-

рочення:
• КНФ – кон’юнктивна нормальна форма.
• ДНФ – диз’юнктивна нормальна формула.
• DIMACS – текстовий формат для SAT-розв’язу-
вача.

Будемо називати 𝑛-камиШура таку послідовність
цілих (натуральних) чисел 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, такі що

𝑥1 + 𝑥2 + ... + 𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛 де 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛.
SAT-задачею (Boolean Satisfiability Problem) нази-

вають завдання, що полягає у перевірці чи існує для
заданої формули така інтерпретація, на якій вона

набуває істинного значення. SAT-розв’язником на-
зивається комп’ютерна програма, здатна вирішити
SAT-задачу.
Якщо формула містить n різних атомів, то вона

має 2𝑛 різних інтерпретацій.
Формула називається тотожно істинною (тавтоло-

гією), якщо вона істинна при усіх можливих інтер-
претаціях.
Формула називається тотожно хибною (супере-

чною, суперечністю), якщо вона хибна при усіх мо-
жливих інтерпретаціях.
Формула називається несуперечною, якщо вона

не є тотожно хибною.
Формули 𝐹1 й 𝐹2 називаються еквівалентними,

або рівносильними (позначається 𝐹1 = 𝐹2), якщо
істиннісні значення 𝐹1 й 𝐹2 збігаються при кожній
інтерпретації 𝐹1 й 𝐹2
Формула 𝐹 є у КНФ, якщо 𝐹 = 𝐹1 ∧ ... ∧ 𝐹𝑛, де

𝐹1,…,𝐹𝑛 – формули, кожна з яких є літерою або
диз’юнкцією літер, 𝑛 ∈ 𝑁+ .
Нехай 𝐴 – атом. Будемо називати літери 𝐴 та ¬𝐴

контрарними, а множину {𝐴, ¬𝐴} – контрарною па-
рою. Диз’юнкт, який містить контрарну пару, є тав-
тологією. Будемо називати такий диз’юнкт тавтоло-
гічним.
Будь-яка нетотожньо істинна та нетотожньо хи-

бна формули логіки висловлень може бути перетво-
рена у КНФ та ДНФ.

3. Теоретичне обґрунтування
Теорема 1 Нехай 𝐹1, 𝐹2, ..., 𝐹𝑛, 𝐹 – формули.
1. 𝐹1, 𝐹2..., 𝐹𝑛 ⊧ 𝐹 тоді й тільки тоді, коли форму-
ла 𝐹1 ∧ 𝐹2 ∧ ... ∧ 𝐹𝑛 → 𝐹 є тотожно істинною
(тавтологією).

2. 𝐹1, 𝐹2, ..., 𝐹𝑛 ⊧ 𝐹 тоді й тільки тоді, коли фор-
мула 𝐹1 ∧ 𝐹2 ∧ ... ∧ 𝐹𝑛 ∧ ¬𝐹 тотожно хибна (су-
перечна).

Математичне моделювання та аналiз даних
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Метод Девіса й Патнема дає можливість пере-
віряти суперечність множини диз’юнктів. Він базу-
ється на чотирьох правилах.
Правило тавтології. З множини диз’юнктів S

вилучити усі тавтологічні диз’юнкти, якщо такі мі-
стяться у S. Позначимо множину диз’юнктів, що
утворюється у результаті такого вилучення, через
𝑆′. Якщо 𝑆′ = ∅, то дати відповідь «S несупере-
чна» та завершити роботу, інакше перевірити супе-
речність 𝑆′.
Правило однолітерних диз’юнктів. Якщо в

S існує одиничний диз’юнкт {𝐿}, то спочатку побу-
дувати множину 𝑆′, вилучаючи з 𝑆 ті диз’юнкти,
що містять літеру 𝐿. Якщо 𝑆′ = ∅, то дати відпо-
відь «множина S несуперечна» й завершити роботу.
Якщо 𝑆 ≠′ ∅, то побудувати множину 𝑆″, вилуча-
ючи з диз’юнктів множини 𝑆′ усі входження літери
¬𝐿. Якщо 𝑆″ містить порожній диз’юнкт, то дати
відповідь «множина S суперечна» та завершити ро-
боту, інакше перевірити суперечність 𝑆″.
Правило чистих літер. Назвемо літеру 𝐿, що

входить у деякий диз’юнкт з 𝑆, чистою в 𝑆, якщо
літера ¬𝐿 не входить в жоден диз’юнкт з 𝑆. Якщо 𝑆
містить літеру 𝐿, чисту в 𝑆, вилучити з 𝑆 усі диз’юн-
кти, що містять 𝐿. Позначимо через 𝑆′ множину
диз’юнктів, що залишилися. Якщо 𝑆′ = ∅„ то да-
ти відповідь «𝑆 несуперечна» й завершити роботу,
інакше перевірити суперечність 𝑆′.
Правило розщеплення. Вибрати літеру 𝐿, що

має входження у який-небудь диз’юнкт з 𝑆. Подати
множину 𝑆 у вигляді (𝐴1∨𝐿)∧...∧(𝐴𝑚∨𝐿)∧(𝐵1∨¬𝐿)∧
...¬(𝐵𝑛∨¬𝐿)∧𝑅, де 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁+ , 𝐴𝑖(𝑖 ∈ {1, ..., 𝑚}), 𝐵𝑗(𝑗 ∈
{1, ..., 𝑛}), 𝑅 не містять літер 𝐿 та ¬𝐿. Побудувати
множини 𝑆1 = 𝐴1 ∧...∧𝐴𝑚 ∧𝑅 та 𝑆2 = 𝐵1 ∧...∧𝐵𝑛 ∧𝑅.
Перевірити суперечність 𝑆1 та 𝑆2.
Правило резолюції. Нехай 𝐶1, 𝐶2 – диз’юнкти

й 𝐶1 = 𝐷1 ∨ 𝐷, 𝐶2 = 𝐷2 ∨ ¬𝐿 , де 𝐷1, 𝐷2 – диз’юнкції
літер, можливо, порожні, 𝐿, ¬𝐿 – контрарні літери.
Будемо говорити, що диз’юнкт 𝐶 = 𝐷1 ∨ 𝐷2 утво-
рюється за допомогою правила резолюції з диз’юн-
ктів 𝐶1 та 𝐶2. Диз’юнкт С називається резольвентою
диз’юнктів 𝐶1 та 𝐶2.

Теорема 2 Нехай 𝐶1, 𝐶2 – диз’юнкти, 𝐶 – резоль-
вента 𝐶1 та 𝐶2. Тоді 𝐶 є логічним наслідком 𝐶1 та
𝐶2 [1].

4. Практична частина
Застосування SAT-розв’язувачів для пошу-

ку розбиттів на дві множини. Нехай ми маємо
множину 𝑆 виду 𝑆 = {1, 2, ..., 𝑝}. Наша задача по-
лягає у тому аби перевірити чи існує таке довільне
розбиття на дві її підмножини 𝑆1 та 𝑆2, що жодна з
них не містимети жодної 𝑛-ки Шура, обраної нами
розмірності.
Для ілюстрації методу розв’язку, оберемо множи-

ну S(10) і 𝑛-ку Шура розмірності 4. Подамо задачу
у вигляді КНФ. Оскільки ми хочемо перевірити чи
існує розбиття на дві підмножини без четвірок Шу-
ра, то очевидно, що лише в такому випадку дана
КНФ буде виконуваною. Відповідно репрезентуємо

приналежність нашого числа з множини 𝑆 підмно-
жині як атом виду 𝑃𝑖, де 1 ≤ 𝑖 ≤ 10. Інтерпретація на
якій атом 𝑃𝑖 набуває істинного значення в практи-
чній площині означатиме, що число i належить пер-
шій підмножині 𝑆1, хибного – підмножині 𝑆2. Якщо
розглядати випадкову четвірку на заданій множині
Шура, наприклад – {1, 2, 3, 6}, то достатньою умо-
вою, що вона не належатиме жодній підмножині
повністю, буде належність хоча б одного її елементу
першій підмножині і одного – другій. Подамо це у
вигляді КНФ (𝑃1 ∨𝑃2 ∨𝑃3 ∨𝑃6)∧(¬𝑃1 ∨¬𝑃2 ∨¬𝑃3 ∨¬𝑃6).
Проте даної формули не достатньо, адже вона є
лише частиною загальної, а перевірка відбувається
для однієї четвірки, в повному ж вигляді для 𝑆(10)
маємо:

(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃6) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃6)
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃7) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ¬𝑃4 ∨ ¬𝑃7)
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃8) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ¬𝑃5 ∨ ¬𝑃8)
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃6 ∨ 𝑃9) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ¬𝑃6 ∨ ¬𝑃9)
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃7 ∨ 𝑃10) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ¬𝑃7 ∨ ¬𝑃10)
(𝑃1 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃8) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃4 ∨ ¬𝑃8)
(𝑃1 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃9) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃5 ∨ ¬𝑃9)
(𝑃1 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃6 ∨ 𝑃10) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃6 ∨ ¬𝑃10)
(𝑃1 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃10) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃4 ∨ ¬𝑃5 ∨ ¬𝑃10)
(𝑃2 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃9) ∧ (¬𝑃2 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃4 ∨ ¬𝑃9)
(𝑃2 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃10) ∧ (¬𝑃2 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃5 ∨ ¬𝑃10)
Застосувавши наш скрипт, роботу якого буде опи-

сано нижче, отримуємо від SAT-розв’язувача насту-
пні інтерпретації:

𝑃1 F F
𝑃2 F F
𝑃3 T T
𝑃4 T T
𝑃5 F F
𝑃6 T F
𝑃7 T T
𝑃8 T T
𝑃9 F T
𝑃10 F T

Таблиця 1. Результат розбиття множини на дві
підмножини без 𝑛-нок Шура, за допомогою SAT-
розв’язувачів

Якщо врахувати, що істинні і хибні значення по-
значають приналежність до підмножин, то маємо
наступне розбиття:
1. 𝑆1 = {3, 4, 6, 7, 8}, і 𝑆2 = {1, 2, 5, 9, 10}.
2. 𝑆1 = {3, 4, 7, 8, 9, 10}, і 𝑆2 = {1, 2, 5, 6}.
Дане розбиття є репрезентацією відповіді SAT-
розв’язувача, відображеної в Таблиці 1.
Очевидно, що при збільшенні потужності множи-

ни 𝑆, буде збільшуватися кількість заданих на да-
ній множині четвірок і до формули потрібно буде
дописати нові кон’юнкції диз’юнктів вигляду (𝑃2 ∨
𝑃3 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃10) ∧ (¬𝑃2 ∨ ¬𝑃3 ∨ ¬𝑃5 ∨ ¬𝑃10) для нових
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комбінацій. При збільшенні розмірності 𝑛-ки Шура,
потрібно буде розширювати кожну пару диз’юнктів
про приналежність хоча б одного елементу до під-
множин (для 5 елементів вони набувають вигляду:
(𝑃2 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃14)(𝑃2 ∨ 𝑃3 ∨ 𝑃4 ∨ 𝑃5 ∨ 𝑃14).
Для пошуку розбиття множини 𝑆 = {𝑘, ..., 𝑛},

𝑆 = {−𝑘, ..., −𝑛} або ж 𝑆 = {−𝑘, ..., 𝑛}, де k, n є N, су-
купність дій буде аналогічна: приналежність числа
до певної підмножини також буде визначатися окре-
мим атомом, де інтерпретація на якій він набуває
істинного значення вказуватиме на приналежність
числа до підмножини 𝑆1, хибного – 𝑆2. Для чи-
сел 3...10 будуть відповідно 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6, 𝑃7, 𝑃8.
В нумерації атомів, з яких складатиметься фор-
мула, в даному випадку зробимо зсув індексу на
2, в порівнянні зі значенням числа, що він репре-
зентує, щоб вона починалася з 1 – більшість SAT-
розв’язувачів саме так індексують атоми. В іншо-
му ж – все однаково, наприклад, трійка (3,4,7) в за-
гальній формулі буде виглядати наступним чином –
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃5) ∧ (𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃5). При опрацюванні резуль-
тату SAT-розв’язувача потрібно врахувати, який са-
ме атом відповідав певному числу з нашої множини.
На основі цього можемо сформулювати загальний
алгоритм вирішення даної проблеми з використан-
ням SAT-розв’язувача.
Алгоритм застосування SAT-розв’язувачів

для пошуку розбиттів на дві множини без 𝑛-
ок Шура.
1. Обрати досліджувану множину і розмірність 𝑛-
ки Шура;

2. Знайти всі можливі 𝑛-ки Шура на заданій мно-
жині;

3. Утворити для кожної 𝑛-ки КНФ вигляду
(𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ ... ∨ 𝑃𝑛) ∧ (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ... ∨ ¬𝑃𝑛), з яких
сформувати загальну формулу, де (𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ ... ∨
𝑃𝑛) – означає, що хоча б 1 елемент 𝑛-ки нале-
жить першій підмножині, а (¬𝑃1 ∨ ¬𝑃2 ∨ ... ∨ ¬𝑃𝑛)
– другий;

4. Обрати SAT-розв’язувач, який буде використа-
ний для пошуку інтерпретацій;

5. За необхідності перетворити формулу в прийня-

тний для SAT-розв’язувача формат, наприклад
DIMACS;

6. На основі отриманих інтерпретацій побудувати
можливі розбиття.

Програмна реалізація. Відоме рішення SAT бу-
ло реалізовано на мові С професором Арміном Біре.
Авторами статті заданий алгоритм було запрограмо-
вано на мові Python з використанням пакету pycosat
[2], що ефективно пов’язує Python з PicoSAT [3].
Посилання на приклад програмної імплементації:
https://github.com/AntonVasal/shura_with_sat.

Висновки
У роботі досліджено способи розбиття множини

на підмножини, в яких відсутні 𝑛-ки Шура з викори-
станням SAT-розв’язувачів. За результатами дослі-
джень було створено алгоритм застосування SAT-
розв’язувачів для пошуку розбиттів на дві множи-
ни без 𝑛-ок Шура, для якого розроблено програмні
імплементації на мові Python з використанням бі-
бліотеки надбудови pycosat над SAT-розв’язувачем
PicoSAT. Цей алгоритм знаходить усі можливі роз-
биття заданої множини на підмножини, використо-
вуючи вхідні параметри потужність множини і роз-
мірність 𝑛-ки Шура. Цей алгоритм можна викори-
стовувати в алгоритмах верифікації і аналізу про-
грамного забезпечення, вирішенні обмежень, в авто-
матизації електронного проектування та досліджен-
ні в операцій, при створенні математичних алгори-
тмів моделювання процесiв та штучному інтелекті.
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