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Вступ  

При розв’язуванні багатьох різноманітних задач математики, фізики, 

механіки, хімії, біології, економіки використовують математичні моделі, в 

основі яких лежать диференціальні рівняння. Диференціальним рівнянням 

називається рівняння, яке зв’язує незалежну змінну, шукану функцію та 

похідні або диференціали різних порядків від цієї функції. При цьому 

рівняння може не містити незалежну змінну та шукану функцію, але 

обов’язково містить одну або декілька похідних (диференціалів) від 

шуканої функції. 

Якщо шукана функція залежить від однієї змінної, то 

диференціальне рівняння називається звичайним, якщо ж від декількох 
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змінних – рівняння з частинними похідними. Ми розглядаємо звичайні 

диференціальні рівняння.  

В загальному випадку звичайне диференціальне рівняння n -го 

порядку можна записати у вигляді    0,...,'',',, nyyyyxF , де функція F – 

відома функція від 2n  змінних, Nn . Порядок старшої похідної 

визначає порядок диференціального рівняння. Наприклад, рівняння 

1224'''  xy  є диференціальним рівнянням третього порядку, а рівняння 

xyy cos2'' 5   – це диференціальне рівняння другого порядку. Розв’язком 

диференціального рівняння на множині X  називається функція  xyy  , 

яка на множині X  визначена та неперервна разом зі своїми похідними до 

n -го порядку включно, причому при підстановці функції та всіх потрібних 

похідних у рівняння перетворює його у тотожність. Задача про 

знаходження розв’язку диференціального рівняння називається задачею 

інтегрування диференціального рівняння. При інтегруванні 

диференціального рівняння ми отримуємо сім’ю інтегральних кривих на 

площині. Загальний розв’язок диференціального рівняння 

   0,...,'',',, nyyyyxF   має вигляд  nCCCCxy ,...,,,, 321 , тобто 

залежить від x  та n  довільних сталих nCCC ,...,, 21 . Причому при 

відповідному наборі цих сталих ми одержуємо довільний розв’язок 

диференціального рівняння, який називається частинним розв’язком. Наша 

робота присвячена звичайним диференціальним рівнянням вищих 

порядків. Велика увага приділяється лінійним диференціальним рівнянням 

вищих порядків. 
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§ 1.   Диференціальні рівняння вищих порядків, що допускають 

зниження порядку 

Серед диференціальних рівнянь n -го порядку 

   0,...,'',',, nyyyyxF  можна виділити рівняння, порядок яких певними 

прийомами можна знизити. Відомо, що зниження порядку можливе лише у 

тих випадках, коли диференціальне рівняння є неповним, тобто не містить 

або незалежної змінної x , або шуканої функції  xy , або молодших за n  

похідних (при цьому саму функцію  xy  вважаємо похідною нульового 

порядку). Розглянемо деякі класи звичайних диференціальних рівнянь 

вищого порядку, загальний розв’язок (загальний інтеграл) яких можна 

знайти за допомогою квадратур. Зведення до квадратур виконується або за 

допомогою спеціальних прийомів, або шляхом попереднього зниження 

порядку рівняння. Розглянемо спочатку рівняння у яких присутня тільки 

одна похідна, яка дорівнює функції від незалежної змінної:    xfy n  . 

Невідому функцію y  можна знайти послідовним інтегруванням за 

незалежною змінною (звертаємо увагу на додавання константи після 

кожного інтегрування): 

 
   

1

1

)(

Cdxxfy

xfy

n

n

 




 

  
2

2

1

)2( CdxCdxxfy
xn   


    тощо  

У випадку коли диференціальне рівняння не містить шуканої функції та, 

можливо,  кількох перших похідних, тобто рівняння має вигляд 
   0,...,'',', nyyyxF  або    0,...,''', nyyxF , то треба ввести нову невідому 

функцію  xzz  , що буде дорівнювати молодшій похідній:    xzy k  . 

Далі виражаємо всі інші похідні через похідні нової функції: 
        ...,'',' 21 xzyxzy kk   . 

Далі треба всі похідні підставити в диференціальне рівняння. Звичайно, не 

можна стверджувати, що рівняння можна зінтегрувати у скінченному 

вигляді, але його порядок зменшиться на k . Якщо    
kn

CCCxzxz


 ,...,,,
21
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– загальний розв’язок рівняння, то ми отримали випадок «одна похідна, 

що дорівнює функції від незалежної змінної» (треба послідовно 

інтегрувати для знаходження функції y . 

Тепер розглянемо найцікавішій варіант – коли диференціальне 

рівняння не містить незалежну змінну x . 

 Диференціальне рівняння    0,...,'',', nyyyyF  не містить явно 

незалежної змінної x  та допускає зниження порядку на одиницю, якщо 

покласти  ypy ' . Звернемо увагу, що аргументом функції p  є функція 

y . Похідну другого порядку ''y  отримаємо за правилом диференціювання 

складної функції  

''
'

'' pp
dy

dp
py

dy

dp

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

dy
y  . 

Старші похідні знаходимо за правилом диференціювання добутку та 

пам’ятаючи, що функція  yp  є складною функцією. Наприклад,  

     pppp
dx

dy

dy

dy

dx

dy
yy 

23 '''
''''

''' . 

Підставивши всі похідні в рівняння, отримаємо зниження порядку 

диференціального рівняння на одиницю, тобто 
   0,...,'',', 1 nppppF . 

Аналізуємо, до якого типу відноситься нове рівняння та вибираємо метод 

його розв’язування. Після отримання загального розв’язку 

диференціального рівняння першого порядку поступово (в зворотному 

порядку) повертаємося до функції  xy . Зауважимо, що використання 

додаткових умов в процесі зниження порядку диференціального рівняння, 

суттєво полегшує знаходження розв’язку диференціального рівняння. 

Розглянемо випадок 
   0,...,'',', nyyyyF  більш детально на прикладах. 
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Приклад 1.1. Знайти розв’язок диференціального рівняння xexy 286'''  . 

Розв’язування. Дане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку, а саме – похідна та 

функція від змінної x . Треба проінтегрувати тричі: 

  .43
2

8
2

686''
1

22

1

22

2 CexC
ex

dxexy x

x

x    

  .2
2

4
3

343'
21

23

21

23

1

22 CxCexCxC
ex

dxCexy x

x

x    

  .
22

2
4

2
32

2

1

24

21

23 CxC
x

C
ex

dxCxCexy
x

x    

.
4

321

2

4

CxCxCe
x

y x   

Відповідь. 
321

2

4

4
CxCxCe

x
y x  . 

Приклад 1.2. Знайти розв’язок диференціального рівняння 

122sin16'''  xy . 

Розв’язування. Дане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку, а саме – похідна та 

функція від змінної x . Треба проінтегрувати тричі: 

  .122cos812
2

2cos
16122sin16''

11
CxxCx

x
dxxy 


   

  .
2

12
2

2sin
8.122cos8'

21

2

1
CxC

xx
dxCxxy    

.62sin4'
21

2 CxCxxy   

 

  .
23

6
2

2cos
462sin4

32

2

1

3

21

2 CxC
x

C
xx

dxCxCxxy 


   

.22cos2
321

3 CxCxCxxy   

Відповідь. 
321

322cos2 CxCxCxxy  . 
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Приклад 1.3. Знайти розв’язок диференціального рівняння 

  0'''1  yyex . 

Розв’язування. Задане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку – не містить y . Заміна 

 xpy ' . Тоді ''' py  . Підставляючи в початкове рівняння, отримаємо 

  0'1  ppex . Це вже диференціальне рівняння першого порядку, змінні 

якого можна відокремити.  

xe

p

dx

dp






1
   

xe

dx

p

dp






1
 

 

 
   1'1

|1|ln||ln||ln|1|ln||ln

1

1

11

11

11


































xx

xx

x

x

x

x

x

eCyeCp

eCpCep

e

ed

e

dxe

p

dp

e

dx

p

dp

    .1
211

CxeCdxeCy xx  

  

Відповідь.  
21

CexCy x   . 

Приклад 1.4. Знайти розв’язок диференціального рівняння ''' yxy  . 

Розв’язування. Задане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку – не містить y . Заміна 

 xpy ' . Тоді ''' py  . Підставляючи в початкове рівняння, отримаємо 

pxp ' . Це вже диференціальне рівняння першого порядку, змінні якого 

можна відокремити.  

p
dx

dp
x           

x

dx

p

dp
  

xCyxCp

xCpCxp
x

dx

p

dp

11

11

'

||ln||ln||ln||ln||ln





.
2

2

2

32

2

11
CxCyC

x
CxdxCy    

Відповідь. 
2

2

3
CxCy  . 
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Приклад 1.5. Знайти розв’язок диференціального рівняння 2''' xyxy  . 

Розв’язування. Задане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку – не містить y . Заміна 

 xpy ' . Тоді ''' py  . Підставляючи в початкове рівняння, отримаємо 

2' xpxp  . Це вже лінійне диференціальне рівняння першого порядку. 

Розв’яжемо його Методом Ейлера-Бернуллі. Представимо функцію 

     xvxuxp   у вигляді добутку двох невідомих функцій. Тоді 

''' vuvup  . Підставимо все в неоднорідне лінійне рівняння:   

  2'' xuvuvvux  . 

Згрупуємо члени рівняння так, щоб можна було винести за дужки одну з 

функцій: 

22 )'(')'(' xvxvuvxuxuvxuvvxu   

Невідомі функції будемо шукати із умови, що одна з них занулює суму у 

дужках: 

.'0' 2xvxuтаvxv   

.||ln||ln xvxv
x

dx

v

dv
v

dx

dv
x   

Підставляємо знайдену функцію   в другу гілку розв’язку та 

проінтегрувавши це рівняння, знаходимо функцію : 

.1'''
1

22 Cxuuxxxuxvxu   

Підставляємо знайдені функції     та     в   функцію 

  .
1

2

1
xCxxCxvup   

  .
23

'
1

2

1

3

1

2

1

2 C
x

C
x

dxxCxyxCxy    

Ми отримали загальний розв’язок  рівняння.  

Відповідь. .
23

1

2

1

3

C
x

C
x

y   
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Приклад 1.6. Знайти розв’язок диференціального рівняння 

0cossin18'' 3  yyy ,   00 y ,   30' y . 

Розв’язування. Задане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку – не містить x .  

Заміна  ypy ' . Тоді ppypy  ''''' . Підставляючи в початкове рівняння, 

отримаємо yypp 3cossin18'  . Це вже диференціальне рівняння 

першого порядку, змінні якого можна відокремити.  

yy
dy

dp
p 3cossin18    dyyydpp  3cossin18 . 

   ydydyyypdp coscos18cossin18 33
 

C
yp


4

cos
18

2

42

  або  Cyp 2cos9 42  .   

Згадуючи, що  ypy ' , маємо   Cyy 2cos9' 42
 . 

Визначимо значення параметра С , використовуючи додаткові умови. 

Згідно умовам задачі   00 y ,   30' y . Маємо   C20cos93 42
 . Звідки 

0С . Підставляючи значення С  у рівняння, отримаємо   yy 42
cos9'  . 

Добуваючи корінь квадратний з двох частин рівняння, отримаємо 

yy 2cos3'  . Це вже диференціальне рівняння першого порядку з 

відокремлюваними змінними. Розв’язуємо його: y
dx

dy 2cos3 , або 

dx
y

dy
3

cos2
 . Інтегруючи   dx

y

dy
3

cos2
 обидві частини рівняння за 

відповідними змінними, отримаємо Cxy  3tg . Згідно умові   00 y , 

маємо C 030tg , тобто 0C . Тоді xy 3tg  . 

Відповідь. xy 3tg  . 



§ 1. Диференціальні рівняння вищих порядків, що допускають зниження порядку 

 11 

Приклад 1.7. Знайти розв’язок диференціального рівняння  

yyy cossin50'' 3  ,  
2

1


y ,   51' y . 

Розв’язування. Задане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку, рівняння не містить x . 

Заміна  ypy ' . Тоді ppypy  ''''' . Підставляючи у рівняння 

yyy cossin50'' 3  , отримаємо yypp cossin50' 3  . Це диференціальне 

рівняння першого порядку, змінні якого можна відокремити. Маємо  

yy
dy

dp
p cossin50 3     dyyydpp  cossin50 3 . 

   ydydyyypdp sinsin50cossin50 33 . 

Інтегруючи, отримаємо C
yp


4

sin
50

2

42

   Cyp 2sin25 42  , тобто  

  Cyy 2sin25' 42
 . 

Визначимо значення С , використавши додаткові умови  
2

1


y ,   51' y :  

  C2
2

sin255 42



. Звідки 0С .  

  yy 42
sin25'     yy 2sin5'     y

dx

dy 2sin5    dx
y

dy
5

sin 2
    

    dx
y

dy
5

sin 2
     Cxy  5ctg . 

Згідно умові  
2

1


y , маємо   C 15
2

сtg


, тобто 5C .  

Тоді 55сtg xy  . 

Відповідь.  15сtg  xy .
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Приклад 1.8. Знайти розв’язок диференціального рівняння 

09'' 3 yy ,   30 y ,   10' y . 

Розв’язування. Диференціальне рівняння 
3

9
''

y
y   відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку, рівняння не містить 

змінної x . Заміна  ypy ' . Тоді ppypy  ''''' . Підставляючи в рівняння 

09'' 3 yy , отримаємо 
3

9
'

y
pp


 . Це диференціальне рівняння першого 

порядку, змінні якого можна відокремити.  

3

9

ydy

dp
p


     dy

y
dpp 




3

9
. 

Про інтегрувавши обидві частини   

    ydy
y

dy
pdp 3

3
99 , 

отримаємо 

C
y

p


2

2

2

9

2
     C

y
p 2

9
2

2        C
y

y 2
9

'
2

2
 . 

Для визначення параметра С , використаємо додаткові умови, а саме 

  30 y ,   10' y :   C2
3

9
1

2

2
 . Звідки 0С .  

 
2

2 9
'

y
y       

y
y

3
'       

ydx

dy 3
     

  dxydy 3        dxydy 3     

   Cx
y

 3
2

2

 або Cxy 262  . 

Згідно умові   30 y , маємо C 039 , тобто 9C . Тоді 962  xy . 

Відповідь. 962  xy .
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Приклад 1.9. Знайти розв’язок диференціального рівняння 350'' yy  , 

  11 y ,   51' y . 

Розв’язування. Дане диференціальне рівняння відноситься до рівнянь 

вищих порядків, що допускають зниження порядку, рівняння не містить x . 

Заміна  ypy ' . Тоді ppypy  ''''' . Підставляючи в рівняння 350'' yy  , 

отримаємо 350' ypp  . Це диференціальне рівняння першого порядку, 

змінні якого можна відокремити.  

350y
dy

dp
p      dyydpp  350    

     dyypdp 350 . 

Після інтегрування, отримаємо 

C
yp


4

50

2

42

     Cyp 225 42  . 

Згадуючи заміну, отримаємо   Cyy 225' 42
 .  

Визначимо значення параметра С , використавши додаткові умови   11 y , 

  51' y :   C2255
2

 . Звідки 0С .  

Тоді   42
25' yy       

25' yy       
25y

dx

dy
 .  

Відокремлюючи змінні, отримаємо dx
y

dy
5

2
 .  

Тоді   dx
y

dy
5

2
   Cx

y



5

1
 або 

Cx
y






5

1
.  

Нам залишилося знайти значення параметра С . 

Згідно умові   10 y , маємо C 151 , тобто 6C  або 4C .  

Тоді 
65

1






x
y  або 

45

1






x
y . 

Відповідь. 
65

1






x
y  або 

45

1






x
y . 
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Завдання для самостійного опрацювання 

Завдання 1.  Знайти розв’язок диференціального рівняння: 

1.1. 150)4( y .     

1.2. xey 2)4( 32   

1.3. xexy  24''' . 

1.4. xy 120'''  . 

1.5. 32cos32'''  xy . 

1.6. 0','2''  yyy . 

1.7. 0'23,'234''  yyy . 

1.8. 0,0
'

''' 







 x

x

y
tgxyyx . 

1.9.   xxyyx 4'2''1 2  . 

1.10. 
x

ytgxy
cos

1
'''  . 

1.11.   '''1 yyx  . 

1.12. ''2''' yyx  . 

1.13.   0''2''
2
 yeyy x

. 

1.14.     .'''1
2

yyx   

1.15.   .'''
2

yy   

1.16.   .1'''
2
 yy  

Завдання 2. Розв’язати задачу Коші:  

1.17.  612''' 2  xy ,   10 y ,   4)0('',20'  yy . 

1.18. 0cossin128'' 3  yyy ,   00 y ,   80' y . 

1.19. yyy cossin98'' 3  ,  
2

1


y ,   71' y . 

1.20. 036'' 3 yy ,   60 y ,   10' y . 

1.21. 3128'' yy  ,   11 y ,   81' y . 

1.22.     10',160,1''16  yyyy . 



§ 1. Диференціальні рівняння вищих порядків, що допускають зниження порядку 

 15 

1.23. xey x  28''' ,   20 y ,     20'',10'  yy . 

1.24. xxy 243cos81''  ,   20 y ,   10' y . 

1.25.       40',50,'''2  yyyyx . 

1.26.       .10',20,'''
2

 yyyy  

1.27.     31',11,1'2''  yyyy . 

1.28. xey x sin16''' 2  ,   40 y ,     80'',60'  yy . 

1.29. yy 1'' ,   00 y ,   10' y . 

1.30. 
1

'2
''




x

y
y ,  

3

4
2 y ,   12' y .  

1.31. 02'' 3  xxy ,   10 y ,   10' y . 

Відповіді: 

1.  
43

2

2

3

1

4

4

25
CxCxCxCxy   

2.  
43

2

2

3

1

22 CxCxCxCey x  
 

3.  
32

2

1

4 CxCxCexy x  
 

4.  
32

2

1

45 CxCxCxy   

5.  
32

2

1

3

2
2sin4 CxCxC

x
xy   

6.   
2

3

1

3
C

Cx
y 


  

7.  
 

2

3

1
2

3

3

8
CxCxy   

8.  
       

21

2

111

2

1

1

arcsin
2

1
1

2

1
arcsin

2

1
,0 CxCxCxCxCxC

C
yy 








  

9.  
21

2 CarctgxCxy       або    
21

22 CarctgxarctgxCxy    

10.  
21

cossin CxxCy   

11.  
2

2

1
2

1
CxxCy 








    або   

2

2

1
1 CxCy   
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12.  
32

41

4
CxCx

C
y   

13.  
211

|1|ln CxCexCy x    

14.  
Cy  ,      

2

2

1

5

1

4
1

15

4
1

36

1
CxCxCxy   

15.  
21

||ln CCxy   

16.  |cossin|ln
21

xCxCy   

17.  
122

5

1 235  xxxxy  

18.   xarctgyабоxtgy 88   

19.   xarcctgyабоxctgy 7777   

20.  361236122  xyабоxy  

21.  

x
yабо

x
y

89

1

98

1







  

22.   43 364
16

1
xy   

23.  
13

24

1 242  xxxey x
 

24.  1143cos9 3  xxxy  

25.    12
2
 xy  

26.  |1|ln2  xy  

27.  

3

1

3

1 23  xxy  

28.  125,0cos2 22  xxxey x
 

29.  1 xey   або    |1|ln yx   

30.  
  11

3

1 3
 xy  

31.  
1

320

35




 x
xx

y  
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§ 2.   Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків 

Серед диференціальних рівнянь вищих порядків найчастіше зустрічаються 

лінійні диференціальні рівняння.  

Диференціальне рівняння  

               xfyxayxayxayxayxa n
n

n
n  

 012
1

1 '''... , 

яке лінійне відносно невідомої функції y  та всіх її похідних  ky  ( nk ..1 ) 

називається лінійним диференціальним рівнянням n -го порядку (при 

  0xan ). Якщо   0xf , то рівняння називається лінійним однорідним 

диференціальним рівнянням (ЛОДР). У випадку   0xf  таке рівняння 

називають лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням 

(ЛНДР). Якщо всі функції  xak  є константами, то задане диференціальне 

рівняння називають з постійними коефіцієнтами.  

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння n -го 

порядку з постійними коефіцієнтами та спеціальною правою частиною, 

тобто  

               xfyxayxayxayxayxa n
n

n
n  

 012
1

1 '''... , 

де       xxQxxPexf sk
x  sincos  .  

Однорідне диференціальне рівняння  

              0'''... 012
1

1  
 yxayxayxayxayxa n

n
n

n  

називається однорідним, що відповідає заданому неоднорідному 

рівнянню. Зрозуміло, що розв’язки лінійного неоднорідного та лінійного 

однорідного, що йому відповідає, різні.  

Нехай однy – розв’язок однорідного рівняння, ..нчy – частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння, тоді загальний розв’язок y  лінійного 

неоднорідного рівняння можна представити у вигляді суми ..нчодн yyy  .  

Справедлива більш загальна теорема  
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Теорема (про загальний розв’язок ЛНДР). Загальний розв’язок 

рівняння                xfyxayxayxayxayxa n
n

n
n  

 012
1

1 '''...  з 

неперервними на множині X  коефіцієнтами  xai   ni ,...,1 , і правою 

частиною  xf  дорівнює сумі розв’язків однорідного рівняння, що 

відповідає цьому лінійному неоднорідному, та довільному частковому 

розв’язку заданого неоднорідного рівняння. 

Якщо права частина ЛНДР є сумою неперервних функцій, тобто 

     xfxfxf 21  , та функції 
 k
частy   2,1k  є розв’язком рівняння  

               xfyxayxayxayxayxa k
n

n
n

n  
 012

1
1 '''... , 

то функція 
   21

частчаст yyy   є розв’язком рівняння  

               xfyxayxayxayxayxa n
n

n
n  

 012
1

1 '''... . 

Остання властивість називається принципом суперпозиції 

розв’язків ЛНДР.   

Приклад 2.1. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

xexyy x 2sin329212''2'''  . 

Розв’язування. Маємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

третього порядку з постійними коефіцієнтами та спеціальною правою 

частиною (многочлен   2121  xxf , показникова функція   xexf 92   та 

тригонометрична функція   xxf 2sin323  ).  

Для однорідного рівняння 0''2'''  yy , що відповідає заданому 

неоднорідному, складаємо характеристичне рівняння 02 23  kk . Останнє 

рівняння має два дійсні корені, причому одне має кратність два, а саме 

021  kk  та 23 k . Загальний розв’язок однорідного рівняння запишемо 

у вигляді   xx
одн eCxCCey 2

321
0  , тобто 

x
одн eCxCCy 2

321
 .  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння будемо шукати згідно 

принципу суперпозиції розв’язків 
     3

..
2

..
1

.. нчнчнчодн yyyyy  .  
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Спочатку знайдемо частинний розв’язок рівняння 212''2'''  xyy . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є многочленом першого 

степеня   2121  xxf , то подібний до нього вираз також буде 

многочленом степеня один   BAxxf 1

~
. Коренем подібності буде число 

0 , що співпадає з коренем однорідного рівняння, який має кратність 2 

(тобто 2r ). Оскільки   r
част xxfy  1

~
, тому   2xBAxyчаст   або ж 

23 BxAxyчаст  .  

Оскільки частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне 

рівняння, то знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо все в 

неоднорідне рівняння. Маємо 23 BxAxy  . Тоді BxAxy 23' 2  , 

BAxy 26''  , Ay 6'''   та маємо   2122626  xBAxA . Порівнюючи 

коефіцієнти при однакових степенях x  маємо систему 










,246:

,1212:

0

1

BAx

Ax
 

з якої отримаємо 1A , 2B . Тобто 23
1 2xxy  .  

Тепер знаходимо частинний розв’язок рівняння xeyy 9''2'''  . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є показниковою функцією 

  xexf 92  , то подібною до нього також буде показникова функція 

  xAexf 2

~
. Коренем подібності буде число 1 , що не співпадає з 

коренем однорідного рівняння, тобто 0r , тому   r
част xxfy  2

~
 

представляє собою 
0xAey x

част   або 
x

част Aey  . Оскільки частинний 

розв’язок повинен задовольняти неоднорідне рівняння, то знову знаходимо 

всі потрібні нам похідні та підставляємо все в неоднорідне рівняння. 

Маємо 
xAey  . Тоді 

xAey ' , 
xAey '' , 

xAey '''  та маємо 

xxx eAeAe 92  . Отримаємо 3A . Тобто 
xey 32  . 

Нарешті знайдемо частинний розв’язок рівняння xyy 2sin32''2'''  . 

Оскільки правою частиною неоднорідного рівняння є тригонометрична 
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функція   xxf 2sin323  , то подібною до нього буде тригонометричний 

вираз   xBxAxf 2cos2sin
~

3  . Коренем подібності буде число i20 , 

що не співпадає з коренем однорідного рівняння, тому 0r . Тоді з виразу 

  r
част xxfy  3

~
 враховуючи, що 10 x  отримаємо 

xBxAyчаст 2cos2sin  . Частинний розв’язок повинен задовольняти 

неоднорідне рівняння, тому знаходимо всі потрібні нам похідні та 

підставляємо все в неоднорідне рівняння. Маємо xBxAy 2cos2sin  . 

Тоді   xBxAy 2sin22cos2'  ,  

 xBxAy 2cos42sin4''  ,  

 xBxAy 2sin82cos8'''  . 

Підставляючи знайдені похідні в рівняння xyy 2sin32''2'''  , отримаємо  

  xxBxAxBxA 2sin322cos42sin422sin82cos8  . 

Порівнюючи коефіцієнти при однакових тригонометричних функціях, 

отримаємо систему 








,3288:2sin

,088:2cos

ABx

BAx
 з якої знаходимо 2A , 

2B . Тобто xxy 2cos22sin23  .  

Згідно принципу суперпозиції розв’язків, запишемо частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння xxexxy x
част 2cos22sin232 23  . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння можна записати у 

вигляді 

   xxexeCxCСyyy xx
частодн 2cos22sin2322

321  
.  

Відповідь. xxexeCxCСy xx 2cos22sin2322
321  

. 

Приклад 2.2. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

xxyyy 3cos1502sin1001'''2'''  . 

Розв’язування. Маємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

третього порядку з постійними коефіцієнтами та спеціальною правою 
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частиною (многочлен нульового степеня   11 xf  та тригонометричні 

функції різних аргументів   xxf 2sin1002  ,   xxf 3cos1503  ).  

Для однорідного рівняння 0'''2'''  yyy , що відповідає заданому 

неоднорідному, складаємо характеристичне рівняння 02 23  kkk . 

Рівняння   01
2
kk  має два дійсні корені, причому одне має кратність 

два, а саме 121  kk  та 03 k . Загальний розв’язок однорідного 

рівняння запишемо у вигляді   xx
одн eCxCCey 0

321   , тобто 

  321 CexCCy x
одн   .  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння будемо шукати згідно 

принципу суперпозиції розв’язків 
     3

..
2

..
1

.. нчнчнчодн yyyyy  .  

Спочатку знайдемо частинний розв’язок рівняння 1'''2'''  yyy . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є многочленом нульового 

степеня   11 xf , то подібний до нього вираз буде многочленом також 

нульового степеня один   Axf 1

~
. Коренем подібності буде число 0 , 

що співпадає з коренем характеристичного рівняння, який має кратність 1 

(тобто 1r ). Оскільки   r
част xxfy  1

~
, тому xAyчаст  . 

Оскільки частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне 

рівняння, то знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо все в 

неоднорідне рівняння. Маємо Axy  . Тоді Ay ' , 0'' y , 0''' y  та маємо 

1020  A . Порівнюючи коефіцієнти, отримаємо 1A . Тобто xy 11  .  

Тепер знаходимо частинний розв’язок рівняння 

xyyy 2sin100'''2'''  . Оскільки права частина неоднорідного рівняння є 

тригонометричною функцією   xxf 2sin1002  , то подібною до неї також 

буде тригонометрична функція   xBxAxf 2cos2sin
~

2  . Коренем 

подібності буде число i20  , що не співпадає з коренем 

характеристичного рівняння, тобто 0r , тому з   r
част xxfy  2

~
 маємо 
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  02cos2sin xxBxAyчаст   або xBxAyчаст 2cos2sin  . Оскільки 

частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне рівняння, то знову 

знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо їх в неоднорідне 

рівняння. Маємо xBxAy 2cos2sin  . Тоді xBxAy 2sin22cos2'  , 

xBxAy 2cos42sin4''  , xBxAy 2sin82cos8'''   та маємо  

 

.2sin100

2sin22cos22cos42sin422sin82cos8

x

xBxAxBxAxBxA





 Порівнюючи коефіцієнти при однакових тригонометричних 

функціях, отримаємо систему 








,100288:2sin

,0288:2cos

BABx

ABAx
 з якої 

знаходимо 8A , 6B . Тобто xxy 2cos82sin6
2

 .  

Нарешті знайдемо частинний розв’язок рівняння 

xyyy 3cos150'''2'''  . Оскільки правою частиною неоднорідного 

рівняння є тригонометрична функція   xxf 3cos1503  , то подібною до 

неї буде тригонометрична функція   xBxAxf 3cos3sin
~

3  . Коренем 

подібності буде число i30  , що не співпадає з коренем 

характеристичного рівняння, тому 0r . Тоді з виразу   r
част xxfy  3

~
 

враховуючи, що 10 x  отримаємо xBxAyчаст 3cos3sin  . Частинний 

розв’язок повинен задовольняти неоднорідне рівняння, тому знаходимо всі 

потрібні нам похідні та підставляємо їх в неоднорідне рівняння. Маємо 

xBxAy 3cos3sin
3

 . Тоді   xBxAy 3sin33cos3'  ,  

 xBxAy 3cos93sin9''  ,  

 xBxAy 3sin273cos27'''  . 

Підставляючи знайдені похідні в рівняння xyyy 3cos150'''2'''  , 

отримаємо  

 

.2cos1503sin33cos3

3cos93sin923sin273cos27

xxBxA

xBxAxBxA




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Порівнюючи коефіцієнти при однакових тригонометричних функціях, 

отримаємо систему 








,031827:2sin

,15031827:2cos

BABx

ABAx
 з якої знаходимо 

4A , 3B . Тобто xxy 3cos33sin43  .  

Згідно принципу суперпозиції розв’язків, запишемо частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння  

xxxxxyчаст 3cos33sin42cos42sin34  . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння можна записати у 

вигляді частодн yyy  , тобто  

   xxxxxCexCСy x 3cos33sin42cos42sin34321  
. 

Відповідь. 

   xxxxxCexCСy x 3cos33sin42cos42sin34321   . 

Приклад 2.3. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

xxyy 3ch93''2''' 2  . 

Розв’язування. Маємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

третього порядку з постійними коефіцієнтами та спеціальною правою 

частиною (многочлен   32
1  xxf  та гіперболічна функція   xxf 3ch92  ).  

Для однорідного рівняння 0''2'''  yy , що відповідає заданому 

неоднорідному, складаємо характеристичне рівняння 02 23  kk . Останнє 

рівняння має два дійсні корені, причому одне має кратність два, а саме 

021  kk  та 23 k . Загальний розв’язок однорідного рівняння запишемо 

у вигляді   xx
одн eCxCCey 2

321
0  , тобто 

x
одн eCxCCy 2

321
 .  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння будемо шукати згідно 

принципу суперпозиції розв’язків 
   2

..
1

.. нчнчодн yyyy  .  

Спочатку знайдемо частинний розв’язок рівняння 3''2''' 2  xyy . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є многочленом другого 
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степеня   32
1  xxf , то подібний до нього вираз також буде многочленом 

другого степеня   CBxAxxf  2
1

~
. Коренем подібності буде число 

0 , що співпадає з коренем характеристичного рівняння, який має 

кратність 2 (тобто 2r ). Оскільки   r
част xxfy  1

~
, тому 

  22 xCBxAxyчаст   або 234 CxBxAxyчаст  .  

Оскільки частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне 

рівняння, то знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо їх у 

неоднорідне рівняння. Маємо 234 CxBxAxy  . Тоді  

CxBxAxy 234' 23  ,  

CBxAxy 2612'' 2  ,  

BAxy 624'''    

та отримаємо   326122624 22  xCBxAxBAx . Порівнюючи 

коефіцієнти при однакових степенях x  маємо систему 
















,346:

,01224:

,124:

0

1

2

CBx

BAx

Ax

 з якої отримаємо 






















.
24

13

,
12

1

,
24

1

C

B

A

  

Тобто  234234
1 132

24

1

24

13

12

1

24

1
xxxxxxy  .  

Тепер знаходимо частинний розв’язок рівняння xyy 3ch9''2'''  . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є гіперболічною функцією 

  xxf 3ch92  , то подібною до неї також буде гіперболічна функція 

  xBxAxf 3sh3ch
~

2  . Оскільки  xx eex 33

2

1
3ch  , то коренем 

подібності будуть числа 3 , які не співпадають з жодним коренем 

характеристичного рівняння, тобто 0r , тому   r
част xxfy  2

~
 і тоді 

  03sh3ch xxBxAyчаст   або xBxAyчаст 3sh3ch  . Оскільки частинний 



§ 2.   Лінійні диференціальні рівняння вищих порядків 

 25 

розв’язок повинен задовольняти неоднорідне рівняння, то знову знаходимо 

всі потрібні нам похідні та підставляємо їх в неоднорідне рівняння. Маємо 

xBxAy 3sh3ch  . Тоді  

xBxAy 3ch33sh3'  ,  

xBxAy 3sh93ch9''  ,  

xBxAy 3ch273sh27'''   

та отримаємо       xxBxAxBxA 3ch93sh93ch923ch273sh27  .  

Порівнюючи коефіцієнти при однакових гіперболічних функціях, 

отримаємо систему 








,01827:sh3

,91827:ch3

BAx

ABx
   









,023

,123

BA

AB
з якої 

знаходимо 
7

2
A , 

7

3
B . Тобто  xxxxy ch323sh3

7

1
sh3

7

3
ch3

7

2
2 


 .  

Згідно принципу суперпозиції розв’язків, запишемо частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння  

   xxxxxyчаст ch323sh3
7

1
132

24

1 234  . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння можна записати у 

вигляді частодн yyy  , тобто  

     







  xxxxxeCxCСy x ch323sh3

7

1
132

24

1 2342
321 . 

Відповідь.    xxxxxeCxCСy x ch323sh3
7

1
132

24

1 2342
321  

. 

Приклад 2.4. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

xxyy 2sh23'''''  . 

Розв’язування. Маємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

третього порядку з постійними коефіцієнтами та спеціальною правою 

частиною. Відразу зауважимо, що    xxxxxf 2ch13sh23 2  , тому в 
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неоднорідності маємо многочлен   131  xxf  та гіперболічну функцію 

  xxf 2ch2  .  

Для однорідного рівняння 0''''' yy , що відповідає заданому 

неоднорідному, складаємо характеристичне рівняння 023  kk . Останнє 

рівняння має два дійсні корені, причому одне має кратність два, а саме 

021  kk  та 13 k . Загальний розв’язок однорідного рівняння запишемо у 

вигляді   xx
одн eCxCCey 321

0  , тобто x
одн eCxCCy 321  .  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння будемо шукати згідно 

принципу суперпозиції розв’язків    2
..

1
.. нчнчодн yyyy  .  

Спочатку знайдемо частинний розв’язок рівняння 13'''''  xyy . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є многочленом першого 

степеня   131  xxf , то подібний до нього вираз також буде многочленом 

степеня один   BAxxf 1

~
. Коренем подібності буде число 0 , що 

співпадає з коренем характеристичного рівняння, який має кратність 2 

(тобто 2r ). Оскільки   r
част xxfy  1

~
, тому   2xBAxyчаст   або ж 

23 BxAxyчаст  .  

Оскільки частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне 

рівняння, то знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо їх в 

неоднорідне рівняння. Маємо 
23 BxAxy  . Тоді BxAxy 23' 2  , 

BAxy 26''  , Ay 6'''   та маємо   13266  xBAxA . Порівнюючи 

коефіцієнти при однакових степенях x  маємо систему 










,126:

,36:

0

1

BAx

Ax
 з 

якої отримаємо 
2

1
A , 2B . Тобто 

23
1 2

2

1
xxy 


 .  

Тепер знаходимо частинний розв’язок рівняння xyy 2ch'''''  . 

Оскільки права частина неоднорідного рівняння є гіперболічною функцією 

  xxf 2ch2  , то подібною до неї також буде гіперболічна функція 
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  xBxAxf 2sh2ch
~

2  . Оскільки  xx eexch 22

2

1
2  , то коренем 

подібності будуть числа 2 , які не співпадають з коренем 

характеристичного рівняння, тобто 0r , тому   r
част xxfy  2

~
 і тоді 

  02sh2ch xxBxAyчаст   або xBxAyчаст 2sh2ch  . Оскільки 

частинний розв’язок повинен задовольняти неоднорідне рівняння, то знову 

знаходимо всі потрібні нам похідні та підставляємо їх в неоднорідне 

рівняння. Маємо xBxAy 2sh2ch  . Тоді   xBxAy 2ch22sh2'  ,  

xBxAy 2sh42ch4''  ,  

xBxAy 2ch82sh8'''  ,  

та отримаємо   xxBxAxBxA 2ch2sh42ch42ch82sh8  .  

Порівнюючи коефіцієнти при однакових гіперболічних функціях, 

отримаємо систему 








,048:2sh

,148:2ch

BAx

ABx
 з якої знаходимо 

12

1
A , 

6

1
2


 AB . Тобто xxy sh2

6

1
2ch

12

1
2





 .  

Згідно принципу суперпозиції розв’язків, запишемо частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння xxxxyчаст 2sh
6

1
2ch

12

1
2

2

1 23 






 . 

Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння можна записати у 

вигляді      xxxxeCxCСyyy x
частодн 2sh22ch

12

1
4

2

1 23
321  .  

Відповідь.      xxxxeCxCСy x 2sh22ch
12

1
4

2

1 23
321  . 
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Завдання для самостійного опрацювання 

Завдання 1.  Знайти розв’язок диференціального рівняння: 

2.1. 2'''' xyy  . 

2.2. xyy 2sin'4''  .  

2.3. 12''2'''  xyy .  

2.4. .4'' 2xexyy    

2.5. xxeyy 4'' .  

2.6. 0'7''6'''  yyy .  

2.7. 03'2'''  yyy .  

2.8. 013'12''  yyy .  

2.9. 09''  yy . 

2.10.   0''24  yyy .  

2.11.   0''24  yyy .  

2.12. xyyy 42'''  .  

2.13. xxeyy 416''  .  

2.14. xyy sin4''  . 

Завдання 2. Розв’язати задачу Коші:  

2.15. 08'2''  yyy ,   00 y ,   120' y . 

2.16. 0'4''  yy ,   421 ey  ,   481' ey  . 

2.17. xyy 12''2'''  ,   30 y ,   1)0('',00'  yy .   

2.18. xyy 2sin5''  ,   20 y ,   00' y . 

2.19. 124'3'' 2  xeyyy ,  
6

7
0 y ,  

3

2
0'


y . 

2.20. 436'6''''' 2  xyyy ,   60 y ,   27)0('',40'  yy . 

Відповіді: 

1.  
xCxCCxxy sincos2

3

1
321

3   
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2.  
xxeCCy x 2cos

10

1
2sin

20

14

21
 

 

3.  

26

23

32

2

1

xx
CxCeCy x  

 

4.  

48
2sin2cos

2

21

xe
xCxCy

x

  

5.  











 

9

2

3

12

2

2

1
xeeCeCy xxx

 

6.  
32

7

1
CeCeCy xx  

 

7.  














































xCxCeeCy
x

x

2

11
sin

2

11
cos

32

2

1

1
 

8.  xx eCeCy
2

13

1
 

 

9.  xCxCy 3sin3cos
21

  

10.      xCxCxCxCy sincos
4321

  

11.     
4321

CxCeCxCey xx  
 

12.  12
2

2

1
  xeCeCy xx

 

13.  








 

6416

2

44

2

4

1

xx
eeCeCy xxx

 

14.  xxxCxCy cos2sincos
21

  

15.  
xx eey 42 22   

16.  xey 42  

17.  232 5.122 xxexy x  
 

18.  xey x 2sin2   

19.  
xxx eeey 24

6

1
33  

 

20.  xxxeey xx 325 2332  
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§ 3.  Знаходження диференціального рівняння за відомою 

фундаментальною системою розв’язків 

Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння 2-го порядку з 

функціональними коефіцієнтами     0'''  yxbyxay , де функції  xa , 

 xb – неперервні функції на множині X . Це саме рівняння можна 

переписати у операторному вигляді   0yL  через диференціальний 

оператор L , який має такі властивості: 

1.    yLCyCL   (постійний множник можна виносити за знак 

оператора),  

2.      2121 yLyLyyL   (диференціальний оператор від суми двох 

неперервно-диференційованих функцій дорівнює сумі 

диференціальних операторів від цих функцій),  

3. властивість лінійності      22112211 yLСyLСyСyСL  .  

Справедлива теорема:  

Теорема 3.1. Якщо функції 1y  та 2y  є розв’язками одного 

диференціального рівняння     0'''  yxbyxay , то лінійна комбінація 

2211 yCyCy   цих розв’язків також є розв’язком цього рівняння. 

Зауважимо, що для того, щоб функція 2211 yCyCy   давала 

загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння     0'''  yxbyxay , 

необхідно щоб частинні розв’язки 1y  та 2y  були лінійно незалежними на 

множині X .  

Найпростіше з’ясувати лінійну незалежність функцій 1y  та 2y  можна 

за допомогою визначника Вронського (вранцкіана) 
'' 21

21

yy

yy
W  . 

Справедливі такі теореми:  

Теорема 3.2. Якщо функції 1y , 2y  лінійно залежні на множині X , то 

визначник Вронського для цієї системи тотожно дорівнює нулю на 

множині X .  
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Теорема 3.3. Якщо лінійно незалежні функції 1y , 2y  є розв’язками 

лінійного однорідного рівняння     0'''  yxbyxay  з неперервними на 

множині X  функціями  xa ,  xb , то їхній визначник Вронського 

відмінний від нуля на всій множині X . 

Вище розглянуту теорію можна легко узагальнити на випадок 

лінійного однорідного рівняння n -го порядку. Визначник Вронського у 

випадку n  функцій 1y , 2y ,…, тy  буде розмірності n : 

     11
2

1
1

21

21

...

............

'...''

...





n
n

nn

n

n

yyy

yyy

yyy

W , 

де всі функції iy  визначені на множині X  та мають неперервні похідні до 

 1n -го порядку включно. 

Довільна система n  лінійно незалежних частинних розв’язків 

лінійного однорідного рівняння n -го порядку з неперервними на множині 

X  функціональними коефіцієнтами називається фундаментальною 

системою розв’язків.  Справедлива така теорема: 

Теорема 3.4. Якщо функції nyy ,...,1  утворюють фундаментальну систему 

розв’язків лінійного однорідного рівняння n -го порядку з неперервними 

на множині X  функціональними коефіцієнтами, то загальний розв’язок 

цього рівняння запишеться у вигляді nnодн yCyCy  ...11 , де nCC ,...,1  – 

довільні сталі.  

Розглянемо застосування цієї теорії на прикладах. 

Приклад 3.1. Відомо, що при 0x  функції 
x

y
1

1   та 
6

2 xy   є 

частинними розв’язками лінійного однорідного диференціального 

рівняння з функціональними коефіцієнтами. Переконатися, що ці розв’язки 
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утворюють фундаментальну систему та вказати один з виглядів можливого 

диференціального рівняння. 

Розв’язування. Запишемо визначник Вронського даної системи розв’язків. 

Якщо визначник Вронського скрізь в області X  відмінний від нуля, то 

дані функції лінійно незалежні, тобто будуть утворювати фундаментальну 

систему розв’язків.  

'' 21

21

yy

yy
W       076

6
1

1

444

5

2

6




 xxx

x
x

x
xW  при 0x . 

Розв’яжемо задачу про відновлення диференціального рівняння  

    0'''  yxbyxay  

за відомою його фундаментальною системою розв’язків. Нехай задано 

лінійно незалежну систему функцій 1y , 2y . 

І спосіб. Функція 1y  є частинним розв’язком, тому задовольняє заданому 

диференціальному рівнянню. Одночасно, функція 2y  є частинним 

розв’язком, тому також задовольняє цьому диференціальному рівнянню. 

Отримаємо систему 
   

   







.0'''

,0'''

222

111

yxbyxay

yxbyxay
 Знаходимо всі потрібні 

похідні  
x

y
1

1  , 
21

1
'

x
y


 , 

31

2
''

x
y  , 

 6
2 xy  , 5

2 6' xy  , 4
2 30'' xy  ,  

та підставляємо в останню систему: 
   

   
















 


.0630

,0
112

654

23

xxbxxax

x
xb

x
xa

x   

Ця система є лінійною відносно невідомих функцій  xa  та  xb . Для її 

розв’язування використаємо метод Крамера.  
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Розширена матриця системи набуває вигляду 

   























4

3

65

2

30

2

6

11

x
x

xx

xx

xbxa

. 

Обчислюємо визначники: 

444

65

2 76

6

11

xxx

xx

xx 



 , 

333

64

3
1 28302

30

12

xxx

xx

xx 





 , 

222

45

32
2 421230

306

21

xxx

xx
xx 





 . 

Тепер запишімо розв’язок системи: 

 
xx

x
xa

4

7

28
4

3
1 








 ,   

 
24

2
2 6

7

42

xx

x
xb










 .   

Підставляючи знайдені функції у рівняння     0'''  yxbyxay , 

отримаємо 0
6

'
4

''
2

 y
x

y
x

y . 

ІІ спосіб. Система функцій 1y , 2y  є фундаментальною системою 

розв’язків. Тоді загальний розв’язок лінійного однорідного 

диференціального рівняння має вигляд 2211 yCyCy  , де 21,CC  довільні 

сталі. Система функцій 1y , 2y , y  є лінійно залежною. Тоді  

0

''''''

'''

21

21

21



yyy

yyy

yyy

W . 
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Якщо 
x

y
1

1  , 6
2 xy  , то 0

''30
2

'6
1

1

4

3

5

2

6




yx
x

yx
x

yx
x

, або 0

''30
2

'6
1

1

1

2

2

4 




y
x

yx
x

yx

x
x

. 

Якщо розкласти визначник за елементами третього стовпчика, то 

одержимо  

0
6

1
1

''
30

2
1

'

30
2

6
1

2

2

2

2

3 























x
x

x
y

x

x
y

x

x
xyx . 

Оскільки 0x , то  

    06''230'
1230












xxyy

xx
y . 

0
42

'28''7  y
x

yxy . Після скорочення на 7, отримаємо 0
6

'4''  y
x

yxy , 

тобто 06'4''2  yxyyx  або 0
6

'
4

''
2

 y
x

y
x

y . 

Відповідь.  Розв’язки утворюють фундаментальну систему.  

0
6

'
4

''
2

 y
x

y
x

y – один з виглядів можливого диференціального рівняння. 

Приклад 3.2. Відомо, що при 0x , 
2

1
x  функції 

x
y

1
1   та 

xey 2
2   є 

частинними розв’язками лінійного однорідного диференціального 

рівняння з функціональними коефіцієнтами. Переконатися, що ці розв’язки 

утворюють фундаментальну систему та вказати один з виглядів можливого 

диференціального рівняння. 

Розв’язування. Запишемо визначник Вронського даної системи розв’язків. 

Якщо визначник Вронського скрізь в області X  відмінний від нуля, то 

дані функції лінійно незалежні, тобто будуть утворювати фундаментальну 

систему розв’язків.  
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'' 21

21

yy

yy
W       012

2

2
1

1

2

2

2

22

2

2

2














 x

x

e

x

e

x

e

e
x

e
xW

xxx

x

x

 при 

0x , 
2

1
x . 

Отже, система функцій 1y , 2y  є фундаментальною системою розв’язків. 

Тоді загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального 

рівняння має вигляд 2211 yCyCy  , де 21,CC  довільні сталі. Система 

функцій 1y , 2y , y  є лінійно залежною. Тоді  

0

''''''

'''

21

21

21



yyy

yyy

yyy

W . 

Якщо 
x

y
1

1  , xey 2
2  , тоді 0

''4
2

'2
1

1

2

3

2

2

2




ye
x

ye
x

ye
x

x

x

x

, або 0

''4
2

'2
1

11

1

2

2 




y
x

y
x

y

e
x

x . 

Розкладаючи визначник за елементами третього стовпчика, одержимо  

0
2

1
11

''
4

2
11

'

4
2

2
1

2
2

2

























x

y

x

y

x

xy
x

e x

. 

Оскільки 0x , 0xe то  

0
1

2''
2

4'
44

22































x
y

x
y

xx
y     

  0
12

''
24

'
44

2

2

2








 










 








 

x

x
y

x

x
y

x

x
y . 

0
1

4'
24

''
12

22

2








 










 








 
y

x

x
y

x

x
y

x

x
. 
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Після скорочення на 
x

x 12 
, отримаємо 

 
 
 

0
12

14
'

12

24
''

2










 y

xx

x
y

xx

x
y . 

Відповідь.  Розв’язки утворюють фундаментальну систему.  

 
 
 

0
12

14
'

12

24
''

2










 y

xx

x
y

xx

x
y – один з виглядів можливого 

диференціального рівняння. 

Приклад 3.3. Відомо, що при 0x  функції  1ln1  xy  та  42 1 xy  є 

частинними розв’язками лінійного однорідного диференціального 

рівняння з функціональними коефіцієнтами. Переконатися, що ці розв’язки 

утворюють фундаментальну систему та вказати один з виглядів можливого 

диференціального рівняння. 

Розв’язування. Запишемо визначник Вронського даної системи розв’язків. 

Якщо визначник Вронського скрізь в області X  відмінний від нуля, то 

дані функції лінійно незалежні, тобто будуть утворювати фундаментальну 

систему розв’язків.  

'' 21

21

yy

yy
W     

   

 
   

 
 

     011ln41
1

1
1ln14

14
1

1
11ln

3
4

3
3

4











 xx

x

x
xx

x
x

xx
W

 при 0x . 

Розв’яжемо задачу про відновлення диференціального рівняння  

    0'''  yxbyxay  

за відомою його фундаментальною системою розв’язків. Функція 1y  є 

частинним розв’язком, тому задовольняє заданому диференціальному 

рівнянню. Одночасно, функція 2y  є частинним розв’язком, тому також 

задовольняє цьому диференціальному рівнянню. Отримаємо систему  

   

   







.0'''

,0'''

222

111

yxbyxay

yxbyxay
 

Знаходимо всі потрібні похідні  
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 1ln1  xy , 
1

1
'1




x
y , 

 2
1

1

1
''






x
y , 

 42 1 xy ,  32 14'  xy ,  22 112''  xy , 

та підставляємо в останню систему:  

 
     

         

























.0114112

,01ln
1

1

1

1

432

2

xxbxxax

xxb
x

xa
x  

Ця система є лінійною відносно невідомих функцій  xa  та  xb . Для 

її розв’язування використаємо метод Крамера.  

Розширена матриця системи набуває вигляду  

   

 

   
 
  




























2

2

43

112

1

1

114

1ln
1

1

x

x
xx

x
x

xbxa

. 

Обчислюємо визначники: 

 

   
           01ln4111ln141

114

1ln
1

1
333

43






 xxxxx

xx

x
x  

при 0x , 

 
 

 

   
     

    ,1ln1211

1ln1121

1112

1ln
1

1

2

22

42

2
1










xx

xxx

xx

x
x

 

    
   

     11614112

11214

1

1

1

1

23

2
2 



 xxx

xx

xx . 

Тепер запишімо розв’язок системи: 

 
    

    

 
    1ln411

1ln121

1ln411

1ln1211
3

2

1
















xx

x

xx

xx
xa ,   
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 
 

         1ln411

16

1ln411

116
23

2
















xxxx

x
xb .   

Підставляючи знайдені функції у рівняння     0'''  yxbyxay , 

отримаємо 
 

         
0

1ln411

16
'

1ln411

1ln121
''

2








 y

xx
y

xx

x
y . 

Відповідь. Розв’язки  1ln1  xy ,  42 1 xy  утворюють фундаментальну 

систему. 
 

         
0

1ln411

16
'

1ln411

1ln121
''

2








 y

xx
y

xx

x
y – один з 

виглядів можливого диференціального рівняння. 

Завдання для самостійного опрацювання 

Завдання 1. Відомо, що функції 
1

y  та 
2

y  є частинними розв’язками 

лінійного однорідного диференціального рівняння з функціональними 

коефіцієнтами. Переконатися, що ці розв’язки утворюють фундаментальну 

систему та вказати один з виглядів можливого диференціального рівняння. 

3.1. xy 
1

, xy sin
2
 . 

3.2. xey 
1

, xey 3

2
 . 

3.3. 1
1

 xy , 2
2 xy   

3.4. xy 
1

, 2
2 xy   при 0x . 

3.5. 1
1
y , xy 2cos

2
 . 

3.6. 2
1

 xy , 2
2 xy  . 

3.7. xy sin
1
 , xy cos

2
 . 

3.8. 
x

y
1

1
 , 6

2
xy   при 0x . 

3.9. 
x

y
1

1
 , xey 2

2
  при 0x . 

3.10.  1ln
1

 xy ,  4

2
1 xy  при 0x . 

3.11. 1
1

 xy , 2

2
xy  . 

3.12. xey 2

1

 , xey 
2

, xey 3

3
 . 

3.13.  1
1
y , xey 

2
, xey 5

3
 . 
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3.14. 1
1
y , xy 

2
, xey 4

3
 . 

3.15. 1
1
y , xy 

2
, xy 2cos

3
 , xy 2sin

4
 . 

3.16. 1
1
y , xy 

2
, 2

3
xy  , xey 7

4
 . 

3.17. xey 
1

, xxey 
2

, xexy 2

3
 . 

Відповіді: 

1.    0sinsin'sincos''  xyxxyxxxy  

2.  03'4''  yyy  

3.  02')1(2'')2( 2  yyxyxx  

4.  02'3''2 2  yxyyx  

5.  0'2cos2''2sin  yxyx  

6.      02'22''42  yyxyxx  

7.  0'' yy  

8.  06'4''2  yyxyx  

9.        014'122''12 2  yxyxyxx  

10.              011611ln121'11ln41''
23

 yxxxyxxy  

11.      02'12''22  yyxyxx  

12.  06'5''2'''  yyyy  

13.  0'5''4'''  yyy  

14.    0''43  yy  

15.    0''44  yy  

16.    0'''74  yy  

17.  0'3''3'''  yyyy  
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§ 4. Метод варіації довільних сталих (метод Лагранжа) для ЛНДР 

Метод варіації довільних сталих є загальним методом знаходження 

загального розв’язку лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь. 

Розглянемо лінійне диференціальне рівняння n -го порядку 

             xfyxayxayxayxay n
n

n  
 012

1
1 '''... , 

де всі  xaі  та   0xf  неперервні функції на множині X .  

Якщо підібрати частинний розв’язок неоднорідного рівняння складно, 

але знайдено nn yСyСyСy  ...2211  загальний розв’язок відповідного 

однорідного рівняння             0'''... 012
1

1  
 yxayxayxayxay n

n
n , 

( nyyy ,...,, 21  – фундаментальна система розв’язків), то можна знайти 

загальний розв’язок неоднорідного рівняння методом варіації довільної 

сталої (методом Лагранжа).  

Ідея методу полягає у тому, що невідомі сталі nССС ,...,, 21  ми 

варіюємо, тобто дивимося на них як на невідомі функції 

     xССxССxСС nn  ,...,, 2211  від змінної x . Загальний розв’язок 

неоднорідного рівняння при цьому набуває вигляду  

      nn yxСyxСyxСy  ...2211 . 

Зрозуміло, що цей розв’язок задовольняє неоднорідне рівняння. 

Виберемо тепер функції  xСi  так, щоб остання функція була розв’язком 

неоднорідного рівняння. Диференціюючи 

      nn yxСyxСyxСy  ...2211 , одержимо  

   '...'''...''' 22112211 nnnn yСyСyСyСyСyСy   

(звернемо увагу, що в перших дужках зібрано доданки з похідною від 

функції  xСi , а в других – з похідною від функції  xyi ). Оскільки вибір 

функції  xСi  в певному сенсі довільний, то накладемо умову, що вираз у 

перших дужках дорівнює нулю, тобто 0'...'' 2211  nn yСyСyС . Тоді  

'...''' 2211 nn yСyСyСy  . 

Диференціюючи другий раз, одержуємо  
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   ''...''''''...'''''' 22112211 nnnn yСyСyСyСyСyСy  . 

Знову приймаємо значення першої дужки за нуль, тобто покладаємо  

0''...'''' 2211  nn yСyСyС . 

Тоді ''...'''''' 2211 nn yСyСyСy  . 

Продовжуючи диференціювати до n – го порядку вибираємо функції 

 xСi  таким чином, щоб 
      0'...'' 2211  k

nn
kk yСyСyС  та одержувати 

       k
nn

kkk yСyСyСy  ...2211
1 . Нарешті  

             11
22

1
112211 '...''...   n

nn
nnn

nn
nnn yСyСyСyСyСyСy . 

Підставляючи функцію y  та всі знайдені похідні в неоднорідне 

рівняння, після групування відносно iС , отримаємо 

    
    

    
       .'...''

...

...........................................................

...

...

11
21

1
11

0
'

1
1

1

20
'
21

1
2122

10
'
11

1
1111

xfyCyCyС

yayаyаyС

yayаyаyС

yayаyаyС

n
nn

n
n

n

nn
n

nn
n

nn

n
n

n

n
n

n























 

Оскільки функції  xyi  є частинними розв’язками неоднорідного рівняння, 

то множники в дужках дорівнюють нулю. Тому ми можемо записати  

       .'...'' 11
21

1
11 xfyCyCyС n

nn
n

n
n  




 

Таким чином шукані функції  xСi  повинні задовольняти такій системі 

умов:  

       

















 .'...''

.......,........................................

,0''...''''

,0'...''

11
22

1
11

2211

2211

xfyCyCyC

yCyCyC

yCyCyC

n
nn

nn

nn

nn

 

Ця система є лінійною відносно 'iС , неоднорідною (   0xf ). Оскільки 

визначником цієї системи є визначник Вронського  
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     11
2

1
1

21

21

...

............

'...''

...





n
n

nn

n

n

yyy

yyy

yyy

, 

який для незалежної системи функції nyyy ,...,, 21  (ці функції утворюють 

фундаментальну систему розв’язків) не дорівнює нулю. Отже, наша 

система має єдиний розв’язок відносно 'iС . Після розв’язування системи 

вибраним методом (метод Гаусса, метод Крамера, матричний метод, метод 

підстановки тощо) потрібно інтегруванням функції 'iС  знайти невідомі 

функції     iii СdxxСxС   ' , де iC – невідомі сталі. На останок 

залишиться підставити знайдені функції  xС1 ,    xСxС n,...,2  у загальний 

розв’язок       nn yxСyxСyxСy  ...2211 .  

У випадку диференціального рівняння другого порядку 

       xfyxayxayxa  012 '''  при    02 xa  та   0xf , причому 

загальний розв’язок однорідного рівняння 
n

yСyСy 2211  , частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння можемо записати у вигляді 

    2211 yxСyxСy  . Виберемо тепер функції  xСi  так, щоб остання 

функція була розв’язком неоднорідного рівняння. Диференціюючи 

    2211 yxСyxСy  , одержимо    ''''' 22112211 yСyСyСyСy   

(в перших дужках зібрано доданки з похідною від функції  xСi , а в других 

– з похідною від функції  xyi ). Оскільки вибір функції  xСi  в певному 

сенсі довільний, то накладемо умову, що вираз у перших дужках дорівнює 

нулю, тобто 0'' 2211  yСyС . Тоді ''' 2211 yСyСy  . Диференціюючи 

другий раз, одержуємо     '''''''''' 22112211 yСyСyСyСy  . 

Підставляючи функцію y , знайдені похідні 'y  та ''y  в неоднорідне 

рівняння, після групування відносно iС , отримаємо 

   
       .'...'' 11

21
1

11

20
'
21210

'
111

xfyCyCyС

yayаСyayаС

n
nn

n
n

n 







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Оскільки функції  xyi  є частинними розв’язками неоднорідного рівняння, 

то множники в дужках дорівнюють нулю. Тому ми можемо записати  

 .'' '
21

'
11 xfyCyС n    

Таким чином шукані функції  xСi  повинні задовольняти системі:  

 







.''

,0''

'
22

'
11

2211

xfyCyC

yCyC
 

Ця система є лінійною відносно 'iС , неоднорідною (   0xf ). Оскільки 

визначником цієї системи є визначник Вронського 
'' 21

21

yy

yy
 , який для 

незалежної системи функції 21 , yy  не дорівнює нулю (ці функції 

утворюють фундаментальну систему розв’язків). Отже, наша система має 

єдиний розв’язок відносно 'iС . Після розв’язування системи вибраним 

методом (метод Гаусса, метод формул Крамера, матричний метод, метод 

підстановки тощо) потрібно інтегруванням функції 'iС  знайти невідомі 

функції     iii СdxxСxС   '
, де iC – невідомі сталі. На останок 

залишиться підставити знайдені функції    xСxС 21 ,  в загальний розв’язок 

    2211 yxСyxСy  .  

Проілюструємо метод варіації довільної сталої на прикладах. 

Приклад 4.1. Знайти розв’язок задачі Коші 
x

yy
4cos

16
16''  ,   30 y , 

  20' y . 

Розв’язування. Запишемо відповідне однорідне рівняння 016''  yy . 

Характеристичне рівняння 0162 k  має тільки комплексні корені 

ik 4 . Отже, розв’язок однорідного рівняння xCxCyодн 4sin4cos 21  . 

Проваріюємо довільні сталі. Тоді     xxCxxCy 4sin4cos 21  , де  

xy 4cos1  , xy 4sin2  . 

Тоді xy 4sin4'1  , xy 4cos4'2  .  
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З неоднорідного рівняння маємо  
x

xf
4cos

16
 .   

Система 
 








xfyCyC

yCyC

''''

,0''

2211

2211
 набуває вигляду  












x
xCxC

xCxC

4cos

16
4cos'44sin'4

,04sin'4cos'

21

21

 або 



























.
4cos

16
4cos

4cos

4sin
'4

,
4cos

4sin'
'

2

2

2
1

x
x

x

x
C

x

xC
C

 

Розв’язуючи цю систему, отримаємо 












x

x
C

C

4cos

4sin
4'

,4'

1

2

. Тоді зінтегрувавши 

функції    xСxС 21 , , отримаємо  
 

 









11

22

4cosln

,4

CxxC

CxxC
, де 21 ,CC – дійсні 

невідомі сталі. Загальний розв’язок неоднорідного рівняння запишемо у 

вигляді     xCxxCxy 4sin44cos4cosln 21  . 

Для знаходження невідомих 21 ,CC  використаємо умови   30 y , 

  20' y . Для цього спочатку знайдемо 'y : 

     xCxxxCxx
x

x
y 4cos444sin44sin44cosln4cos

4cos

4sin4
' 21 


 . 

Отже, з умови   30 y  маємо   01ln3 21  CC , 31 C .  

З умови   20' y  отримаємо 242' Cy     
2

1
2


C .  

Підставляючи значення 21,CC  у загальний розв’язок неоднорідного 

рівняння, отримаємо розв’язок задачі Коші 

  xxxxy 4sin
2

1
44cos34cosln 








 .  

Відповідь.   xxxxy 4sin
2

1
44cos34cosln 








 . 
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Приклад 4.2. Розв’язати задачу Коші 
x

yy
2sin

4
4''  , 4

4









y , 

2
4

' 







y . 

Розв’язування. Запишемо відповідне однорідне рівняння 04''  yy . 

Характеристичне рівняння 042 k  має комплексні корені ik 2 . Тому  

xCxCyодн 2sin2cos 21  . 

Проварюємо довільні сталі. Тоді     xxCxxCy 2sin2cos 21  , де  

xy 2cos1  , xy 2sin2  . 

Оскільки, xy 2sin2'1  , xy 2cos2'2   та  
x

xf
2sin

4
 , то система 

 







xfyCyC

yCyC

''''

,0''

2211

2211
  набуває вигляду 













.
2sin

4
2cos'22sin'2

,02sin'2cos'

21

21

x
xCxC

xCxC

  

Розв’язуючи систему 



























,
2sin

4
2cos

2cos

2sin
'2

,
2cos

2sin'
'

2

2

2
1

x
x

x

x
C

x

xC
C

 отримаємо 













.
2sin

2cos
2'

,2'

2

1

x

x
C

C

 Тоді зінтегрувавши функції    xСxС 21 , , отримаємо 

 

 









22

11

2sinln

,2

CxxC

CxxC
, де 21 ,CC – невідомі дійсні сталі. Загальний 

розв’язок неоднорідного рівняння запишемо у вигляді  

    xCxxCxy 2sin2sinln2cos2 21  . 

Для знаходження невідомих 21 ,CC  використаємо умови 4
4









y , 

2
4

' 







y . Для цього знайдемо 'y : 
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    xCxx
x

x
xCxxy 2cos22sinln2sin

2sin

2cos2
2sin222cos2' 21  . 

Отже, з 4
4









y , маємо   11ln

2
cos4 21  CC


, тобто 42 C . 

З умови 2
4

' 







y    








 1

2
2

2
cos22 C


, тобто 22

2
' 1 








 Cy


, 

отримаємо 1
2

1 


C . Підставляючи значення 21,CC  у загальний розв’язок 

неоднорідного рівняння , отримаємо розв’язок задачі Коші 

  xxxxy 2sin42sinln2cos1
2

2 










. 

Відповідь.   xxxxy 2sin42sinln2cos1
2

2 










.  

Приклад 4.3. Знайти розв’язок задачі Коші xyy 5ctg2525''  , 5
10








 
y , 

5
10

' 






 
y . 

Розв’язування. Запишемо відповідне однорідне рівняння 025''  yy . 

Характеристичне рівняння 0252 k  має тільки комплексні корені 

ik 5 . Отже, розв’язок однорідного рівняння xCxCyодн 5sin5cos 21  . 

Проварюємо довільні сталі. Тоді     xxCxxCy 5sin5cos 21  , де  

xy 5cos1  , xy 5sin2  . 

Тоді  xy 5sin5'1  , xy 5cos5'2  .  

З неоднорідного рівняння маємо   xxf 5ctg25 .  

Система 
 








xfyCyC

yCyC

''''

,0''

2211

2211
 набуває вигляду 









xxCxC

xCxC

5ctg255cos'55sin'5

,05sin'5cos'

21

21
 або 



























x

x
x

x

x
C

x

xC
C

5sin

5cos
255cos

5cos

5sin
'5

,
5cos

5sin'
'

2

2

2
1

. 
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Розв’язуючи цю систему, отримаємо  

x

x

x

x
C

5sin

5sin1
5

5sin

5cos
5'

22

2


 , x

x

x

x

x
C 5cos5

5cos

5sin

5sin

5cos5
'

2

1  . 

Тоді зінтегрувавши функції    xСxС 21 , , отримаємо  

 

 



















,5cos
2

5
tgln5cos

5

1

2

5
tgln

5

1
5

,5sin

222

11

Cx
x

Cx
x

xC

CxxC

 

де 21 ,CC – невідомі дійсні сталі. Загальний розв’язок неоднорідного 

рівняння запишемо у вигляді  

  xCx
x

xxCy 5sin5cos
2

5
tgln5cos5sin 21 








 . 

Для знаходження невідомих 21 ,CC  використаємо умови 5
10








 
y , 

5
10

' 






 
y . Для цього знайдемо 'y :  

 

.5cos55cos
2

5
tgln5sin5sin5

2

5

2

5
cos

1

2

5
tg

1

5sin5sin55cos5cos5'

2
2

1

xCx
x

xx
xx

xCxxxy











































 

Отже, з 5
10








 
y  маємо     100015 21  CC , 52 C .  

З умови 5
10

' 






 
y  отримаємо 55555 1  C , тобто 21 C . 

Підставляючи в загальний розв’язок знайдені значення 21,CC , отримаємо 

розв’язок задачі Коші (частинний розв’язок)  

  xx
x

xxy 5sin55cos
2

5
tgln5cos5sin2 








 . 

Відповідь.   xx
x

xxy 5sin55cos
2

5
tgln5cos5sin2 








 . 
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Завдання для самостійного опрацювання 

Завдання.  Методом варіації довільної сталої (метод Лагранжа)  

зінтегрувати рівняння:  

4.1. x
x

y
y 

'
'' .  

4.2. 
x

x
x

y
y

1'
'' 4  . 

4.3. 
x

x

e

e
yy




1
'' . 

4.4. 
x

yy
3sin

3
9''  . 

4.5. 
x

x

e

e
yyy




1
2'3''

3

. 

4.6. xyy 2cos4''  ,   10 y ,   10' y .      

4.7. 
x

e
yyy

x

cos
5'4''

2

 ,   20 y ,   40' y .    

4.8. 0,'2''  x
x

e
yyy

x

. 

Відповіді: 

1.  

3

3

2

21

x
xCCy   

2.  
x

x
C

x
Cy 

242

6

1

2

2
 

3.      1ln1
22

1ln
21







 xx

xxx

xx ee
eee

eCeCy  

4.  
  xxCxxCy 3sin|3sin|ln

3

1
3cos

21








  

5.       1ln1ln1
2

2

1
 xxxxx eCeeeCey  

6.  
xxxxy 2sin

4

1
2sin

2

1
2cos   

7.    xexxexy xx sincos|cos|ln2 22   

8.     xCxexCey xx ln
21
  
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§ 5. Знаходження загального розв’язку лінійного однорідного та 

неоднорідного рівняння за відомим частинним розв’язком 

Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння 2-го порядку 

з функціональними коефіцієнтами     0'''  yxbyxay , де функції  xa , 

 xb – неперервні функції на множині X . Нехай функції 1y  та 2y  є 

розв’язками даного диференціального рівняння. Тоді  

  0
''

,
21

21

21 
yy

yy
yyW . 

Визначник Вронського можна переписати через формулу Ліувілля 

   
 



x

x
dtta

exWxW 0
0 ,   Xxx ,0 , яка дозволяє знайти загальний розв’язок 

цього рівняння, знаючи один ненульовий частинний розв’язок.  

Нехай y – довільний розв’язок рівняння     0'''  yxbyxay , 

відмінний від відомого частинного розв’язку 1y . Покладаючи   CxW 0 , 

можемо записати 

 



dxxa

Ce
yy

yy
W

''1

1
. Тоді 

 



dxxa

Ceyyyy '' 11  або 

 









dxxa

Ce
yy

y

dx

d
2
11

1
. Інтегруючи обидві частини, отримаємо загальний 

розв’язок 

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

 рівняння     0'''  yxbyxay , де 

  RCC 1, . 

Зауважимо, що 

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

 часто називають 

формулою Абеля. 



§ 5. Знаходження загального розв’язку лінійного однорідного рівняння за відомим 

частинним розв’язком 

 50 

Приклад 5.1. Відомо, що при 0x  функція xy 1  є частинним розв’язком 

лінійного однорідного диференціального рівняння  0
3

'
3

''
2

 y
x

y
x

y . 

Знайти загальний розв’язок цього диференціального рівняння.  

Розв’язування. Скористаємося формулою Абеля  

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

, де  
x

xa
3

 , xy 1 . Тоді враховуючи 

x
x

dx
ln3

3
 , отримаємо  













































 



151321

ln3

2

1111
Cdx

x
CxCdx

x
C

x
xCdxCe

x
xy

x
 

32114

1

4

1

x
CxCC

x
Cx 











 , де 

4
2

C
C  . 

Відповідь.  
321

1

x
CxCy  . 

Приклад 5.2. Відомо, що при 3x  функція 
3

sin
1




x

x
y  є частинним 

розв’язком лінійного однорідного диференціального рівняння з 

функціональними коефіцієнтами     03'2''3  yxyyx . Знайти 

загальний розв’язок цього диференціального рівняння.  

Розв’язування. Перепишемо диференціальне рівняння у такому вигляді 

 
0'

3

2
'' 


 yy

x
y  та скористаємося формулою Абеля 

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

,  

де  
3

2




x
xa , 

3

sin
1




x

x
y . 

Тоді враховуючи 3ln2
3

2



 x

x

dx
, отримаємо  
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 









































































 



1221

3ln2

2
3

1

3

sin

1

3

sin

3

sin

1

3

sin
Cdx

x
C

x

xx

x
CdxCe

x

xx

x
y

x
 

 
3

cos

3

sin

3

sin

sin

1

3

sin
21112 
























 

x

x
C

x

x
CCCctgx

x

x
Cdx

x
C

x

x
, 

де CC 2 .  

Відповідь.  
3

cos

3

sin
21







x

x
C

x

x
Cy . 

Приклад 5.3. Відомо, що функція xy 
1

 є частинним розв’язком лінійного 

однорідного диференціального рівняння з функціональними коефіцієнтами 

  02'2''1 2  yxyyx . Знайти загальний розв’язок цього диференціального 

рівняння.  

Розв’язування. Зробимо заміну  xzyy
1

 , тобто xzy  . Тоді '' xzzy  , 

'''2'' xzzy   і підставляючи в рівняння, дістанемо  

     02'2'''21 2  xzxzzxxzzx , 

або після простих перетворень,  

  0'2''3  zzxx . 

Це рівняння не містить шуканої функції; отже поклавши  xpz ' , знизимо 

порядок його на одиницю, тобто дістанемо лінійне рівняння першого 

порядку. Справді, якщо pz ' , 
dx

dp
pz  ''' , і останнє рівняння набуває 

вигляду: 

  02'3  ppxx . 

Знайдемо його розв’язок. Оскільки лінійне однорідне диференціальне 

рівняння першого порядку одночасно являється диференціальним 

рівнянням з відокремлюваними змінними, то розділяючи змінні, 

отримаємо  



§ 5. Знаходження загального розв’язку лінійного однорідного рівняння за відомим 

частинним розв’язком 

 52 

 
0

2
3





xx

dx

p

dp
, 

 
0

1

2
2




 
xx

dx

p

dp
, 

12
ln

1
ln Cdx

x

CBx

x

A
p 












  . 

Розкладаємо підінтегральний дріб у суму елементарних дробів: 

  11

2
22 




 x

CBx

x

A

xx
       212  xCBxxA , 

x

x

x
2

0

.0

,2,0

,2







C

BBA

A

 

12
ln

1

22
ln Cdx

x

x

x
p 










  , 

1

2 ln1lnln2ln Cxxp  , 

1

2 ln1lnln2ln Cxxp  , 

 
2

2

1
1

lnln
x

xC
p


 , 

 
2

2

1

1

x

x
Cp


    










21

1
1

x
Cp . 

Оскільки 'zp  , то маємо  











21

1
1'

x
Cz    

221

1
1 Cdx

x
Cz 








     

21

1
C

x
xCz 








 . 

Отже, 


















211

1
C

x
xCxzyy    xCxxCy

2

2

1
 . 

Відповідь.    xCxxCy
2

2

1
 .  

Зауваження 1. Якщо дане лінійне рівняння є рівнянням другого порядку і 

нам відомий один частинний його розв’язок, то для відшукання загального 

розв’язку краще скористатися формулою Абеля. 
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Зауваження 2. Для лінійних неоднорідних рівнянь (ЛНДР з 

функціональними коефіцієнтами) згідно теореми про загальний розв’язок 

маємо ..нчодн yyy  . Використовуючи метод Лагранжа (метод варіації 

довільної сталої) знаходимо загальний розв’язок для диференціального 

рівняння, а відповідно і частинний (
..нч

y ) розв’язок неоднорідного 

рівняння. 

Приклад 5.4. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

рівняння 812'3'' 23  xyxyx , якщо відомо, що при 0x  функція 4
1 xy   є 

частинним розв’язком відповідного йому однорідного диференціального 

рівняння.  

Розв’язування. Згідно теореми нам потрібно, щоб коефіцієнт біля другої 

похідної дорівнював 1, тому поділимо 812'3'' 23  xyxyx  на 3x : 

3

812
'

3
''

x

x
y

x
y


  

Розв’яжемо відповідне однорідне рівняння 0'
3

''  y
x

y . Скористаємося 

формулою 

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

, де  
x

xa
3

 , 4
1 xy  . Тоді 

враховуючи x
x

dx
ln3

3



 , отримаємо  

 
x

xa
3

 , xy 1 . Тоді враховуючи x
x

dx
ln3

3
 , отримаємо  













































  15

4
1

3

8

4
1

ln3

8

4 111
Cdx

x
CxCdxCx

x
xCdxCe

x
xy

x
 

4
1214

4

4

1
xCCC

x
Cx 











 , де 

4
2

C
C  . 

Тепер знайдемо загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

використовуючи метод Лагранжа (метод варіації довільної сталої) Тоді 
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розв’язок неоднорідного рівняння запишемо у вигляді    xCxxCy 2
4

1  , 

де 4
1 xy  , 12 y . 

Тоді 3
1 4' xy  , 0'2 y .  

З неоднорідного рівняння маємо  
3

812

x

x
xf


 .   

Система 
 








xfyCyC

yCyC

''''

,0''

2211

2211
 набуває вигляду  














32
3

1

2
4

1

812
'0'4

,0''

x

x
CxC

CxC

 або 














.
812

'4

,''

3

3
1

4
12

x

x
xC

xCC

. 

Розв’язуючи цю систему, отримаємо 














61

4
12

4

812
'

,''

x

x
C

xCC

 або 















.
23

'

,
4

812
'

651

4

62

xx
C

x
x

x
C

 

Тоді зінтегрувавши рівняння системи 

 

 




































,
~23

,
~23

1651

222

Cdx
xx

xC

Cdx
xx

xC

 

отримаємо  

 

 
















,
~

5

2

4

3

,
~2

ln3

1541

22

C
xx

xC

C
x

xxC

 

де 21

~
,

~
CC – дійсні невідомі сталі. Загальний розв’язок неоднорідного 

рівняння запишемо у вигляді 



















 2

4
154

~
ln3

2~

5

2

4

3
Cx

x
xC

xx
y  або  

2
4

1

~
ln3

2~

5

2

4

3
Cx

x
xC

x
y   або 2

4
1

~
ln3

~

5

8

4

3
CxxC

x
y  . 

Зробимо перевірку. Для цього знайдемо похідні  

x
xC

x
y

3~
4

5

8
' 3

12



 , 

2

2
13

3~
12

5

16
''

x
xC

x
y  , 
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та підставимо їх у початкове рівняння 812'3'' 23  xyxyx : 

812
3~

4
5

8
3

3~
12

5

16 3
12

2

2

2
13

3 



















 x

x
xC

x
x

x
xC

x
x , 

8129
~

12
5

24
3

~
12

5

16 5
1

5
1  xxxCxxC , 

812812  xx . 

Отримали тотожність. 

Відповідь. 2
4

1

~
ln3

~

5

8

4

3
CxxC

x
y  .  

Приклад 5.5. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння    
x

xyyxyxx
1

'2''2  , якщо відомо, що 

при 0x  функція xy  21  є частинним розв’язком відповідного йому 

однорідного диференціального рівняння.  

Розв’язування. Перепишемо наше диференціальне рівняння у вигляді 

 
 xxxxx

x
y

xx
y

xx

x
y















2222

11
'

2
'' . 

Розв’яжемо відповідне однорідне рівняння 
 

0
1

'
2

''
22








 y

xx
y

xx

x
y . 

Скористаємося формулою Абеля 

 

















 


12
1

1

1
CdxCe

y
yy

dxxa

, де 

 
xx

x
xa






2

2
, xy  21 . Тоді враховуючи 

 
1

ln
1

lnln
112 2

222 
















  

x

x

x

x
xdx

xx
dx

xx

x
dx

xx

x
dxxa , 

отримаємо  


























 




1

1
ln2

2

2

1
2 CdxCe

x
xy

x

x

.  
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Враховуючи, що  fe
a

b

b

a f  ln,lnln  отримаємо  

 
  


















  122

1

2

1
2 Cdx

x

x
C

x
xy  

  

















  122

2

1
2 Cdx

xx

x
Cx . 

Розкладемо підінтегральний дріб у суму елементарних дробів: 

    x

D

x

F

x

B

x

A

xx

x











2222 222

1
. 

     2222 2221 xDxxFxBxAxx  . 

Нехай 2x , тоді 000412  A  або 
4

1
A . 

Нехай тепер 0x , тоді 040010  F  або 
4

1
F . 

Для знаходження коефіцієнтів B  та D , порівняємо коефіцієнти при 

однакових степенях x : 










,144:

,0:

1

3

DFx

DBx
 із цієї системи отримаємо 









.0

,0

B

D
  

Тобто 
      































222222

1

2

1

4

104
1

2

0

2

4
1

2

1

xxxxxxxx

x
. 

Тоді маємо 

 
 

 
 



















 






































  1122

1

2

1

4
2

1

2

1

4
2 C

xx

C
xCdx

x
dx

x

C
xy  

    ,
1

2
2

12 2121
x

CxCC
x

x
xC










 
  де 

2
2

C
C  . 

Тепер знайдемо загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

методом варіації довільної сталої.  

Загальний розв’язок ЛНДР запишемо у вигляді  

     ,
1

2 21
x

xCxxCy


  
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де    xCxC 21 ,  – невідомі функції, xy  21 , 
x

y
1

2


 .  

Тоді 1'1 y ,   
22

1
'

x
y  .  

З неоднорідного рівняння маємо  
 xxxxx

x
xf







22

1
.   

Система 
 








xfyCyC

yCyC

''''

,0''

2211

2211
 набуває вигляду  

 

 




















,
11

'1'

,0
1

'2'

22221

21

xxxxx

x

x
CC

x
CxC

 

або 

 

 

 
 



















xxxxx

x

x

xx
CC

xxCC

22211

12

12
''

,2''

   

 

 























.
1

1
2

1'

,2''

2

2

1

12

xxx

x

x
C

xxCC

 

Розв’язуючи цю систему, отримаємо 
 

 
 

   














,2''

,
12

1
'

2
12

2

2

1

xxCxC

xx

x
xC

 або 

 
 
 

 
  

 





















,
12

12
'

,
12

1
'

2

22

2

2

2

1

xx

xxx
xC

xx

x
xC

 тобто 

 
 

   

 
   




























.
1

1

212

22
'

,
1

1

2

1

12

21
'

22

23

2

22

2

1

x

x

x

xxx
xC

xxxx

xx
xC

 

Тоді зінтегрувавши рівняння системи  

 
 

 
 


















































,
~

1

1

2

,
~

1

1

2

1

222

121

Cdx
x

x
xC

Cdx
xx

xC

 

отримаємо  
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 

 






































,
~

1

2

22

1

,
~

1

2
ln

2

1

2

2

2

11

C
x

x
xC

C
x

xxC

 

де 21 ,CC – дійсні невідомі сталі. Загальний розв’язок неоднорідного 

рівняння запишемо у вигляді  

  






 














































x
C

x

x
xC

x
xy

1~

1

2

22

1
2

~

1

2
ln

2

1
2

2

1  

 або     
x

C

x

x
xCxxy 2

1

~
1

4
2

~
1ln2

2

1
 . 

Зробимо перевірку. 

2

2

21

~
1

4

1~
1

2
ln

2

1
'

x

C

x
C

x
xy 








 ,     

3

2

32

~
2221

2

1
''

x

C

xxx
y 








 . 

    





































2

2

213

2

32

2

~
1

4

1~
1

2
ln

2

1
2

~
21

2

1

x

C

x
C

x
xx

x

C

xxx
xx  

    














x

C

x

x
xCxx 2

1

~
1

4
2

~
1ln2

2

1
 

 
 

 

    .
1

~
1

4
2

~
1ln2

2

1
~

2
~

21

4

2
2

~

2

2
ln2

2

1
~

2
~

2221
1

2

1

2

2
12

22

2

1

2

2

22

2

x
x

x

C

x

x
xCxx

x

C

x

C

xx

x
xC

x

x
xx

x

C

x

C

xxx

x











Отримали праву сторону рівняння. 

Відповідь.     
x

C

x

x
xCxxy 2

1

~
1

4
2

~
1ln2

2

1
 .  
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Завдання для самостійного опрацювання 

Завдання 1. Знайти загальний розв’язок лінійного однорідного 

диференціального рівняння, якщо відомо, що функція 
1

y  є його частинним 

розв’язком. 

5.1.   xyyxyyx 
1

2 ,02'2''1 .  

5.2.   xyyxyyx 
1

2 ,02'2''1 . 

5.3.   xyyxyyx 
1

2 ,02'2''1 . 

5.4.   xyyxyyxx 
1

2 ,0'''1ln . 

5.5.     12,02'12''12
1

 xyyyxyxx . 

5.6. xyyytgxy sin,02'''
1
 . 

5.7. 
x

x
yxyyyx

sin
,0'2''

1
 . 

5.8. 
4

sin
,0'

4

2
''

1






x

x
yyy

x
y . 

5.9.   xeyyxyyx 2

1
,04'4''21  . 

5.10.   xyyxyyxx 
1

2 ,0''' . 

5.11.   xxx eyyyeye 
1

,0'''1 . 

5.12. 0,,0
3

'
3

''
12

 xxyy
x

y
x

y . 

5.13. 0,,0
2

5
'

2

5
''

12
 xxyy

x
y

x
y . 

5.14.   xyyxyyx 
1

2 ,02'2''1 . 
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Завдання 2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння, якщо відомо, що функція 
1

y  є частинним 

розв’язком відповідного йому однорідного диференціального рівняння.  

5.15. xxx eyeyeyy 3

1

62 cos,9'3''   . 

5.16. xxx eyeyeyy   cos,'''
1

32 . 

5.17.   xyxyxyyx 2,122'2''1
1

2  . 

5.18. 3

1

23 ,412'2'' xyxyxyx  . 

5.19.     3,12'3''3
1

2  xyxyyxyxx . 

5.20.     12,2'12''12
1

2  xyxxyyxyx . 

5.21.   arctgxyxxyyx 
1

2 ,4'2''1 . 

5.22.   22,12'1'' 2

1
 xxyxyyxy . 

5.23.   xeyxyyxxy 
1

,22'2'' . 

Відповідь: 

1.  
xC

x

x

x
xCy

21
1

1
ln

2

11













   або  

21
1

1
ln

2
1 C

x

xx
xCy 












   

2.    xCxCy
2

2

1
1   

3.    xCxCy
2

2

1
1   

4.    xCxCy
21

ln   

5.  
   12

12
ln121

21











 xC

x

x
xCy  

6.  
xC

x

x

x
xCy sin

1sin

1sin
ln

2

1

sin

1
sin

21













  

7.  
 

x

x
CctgxC

x

x
y

sinsin
21
      або      

x

x
CC

x

x
y

sincos
21
  

8.  

4

sin

4

cos
21







x

x
C

x

x
Cy  
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9.  xeCxCy 2

21

  

10.    xCxxCy
21

ln1   

11.  
x

x

eC
e

Cy
21

2

2








 




 

12.  
xC

x
Cy

231
4

1









  

13.  
xC

xx

C
y

22

1

7

2





  

14.  
xCarctgx

x
xCy

21

1









  

15.  xx eCeCy 3*

2

3*

1
sincos

9

1    

16.  xxx eCeCey   sincos *

2

*

1
 

17.      *

2

*

1

222 215.0|1|ln1 xCCxxxxarctgxxy   

18.  

3

1
||ln4

3

12

x
CC

x
xy   

19.  
      23ln33

3

1

3
ln

9

3
21















 xxCxC

x

xx
y  

20.  
  xeCx

x
Cxy 

2

2

1
2

12  

21.    *

1

*

2
22 CxarctgxCy   

22.  
  xCx

x
Cxxy 








 11

2
22 *

1

2

*

2

2
 

23.    2222 *

2

*

1

2   xCeCxxy x
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Індивідуальні завдання 

Варіант 1. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 0cossin8'' 3  yyy , 

  00 y ,   20' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxeyy x 2cos82sin16398'4''' 3  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 3
1 xy  , 2

2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати рівняння 0
cos

2
''

2


x

y
y , якщо відомий один його 

частинний розв’язок xy tg
1
 . 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

3cos

9
9''  ,   70 y ,   30' y . 

Варіант 2. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння  2
'3''2 yyy  ,   10 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxxyyy IV 3sin11702sin8048''2'''  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 2sin1   та xy 2 . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

xy
x

y
x

y 24
3

'
5

''
2

 , якщо відомий один частинний розв’язок 
31

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xeyyy x ln4'2''  ,   01 y ,   01' y . 
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Варіант 3. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння  22 ''' yyyy  ,   10 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy x cos3'2''''' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
31

1

x
y   та 2

2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

xy
x

y
x

y 10
2

'
2

''
2

 , якщо відомий один частинний розв’язок 
21

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння.  

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

e
yyy

x

 '2'' ,   21 y ,   11' y . 

Варіант 4. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 025'' 3 yy ,   50 y , 

  20' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy x 2sin338162'9''6''' 33   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 4
1 xy   та 2

2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

05
4

'
2

''
2

 xy
x

y
x

y , якщо відомий один частинний розв’язок 
x

y
1

1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xctgyy 399''  , 3
6









y , 3

6
' 








y .
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Варіант 5. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння  2
''' yyy  ,   21 y , 

  21' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 











2

3
sin64810270''9 2 x

exyy xIV .  

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
31

1

x
y   та xy 2  при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

058
8

'
1

''
2

 xy
x

y
x

y , якщо відомий один частинний розв’язок 
21

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

3sin

9
9''  , 6

6









y , 3

6
' 








y . 

Варіант 6. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння yyy cossin18'' 3  , 

 
2

1


y ,   31' y . 

2. Знайти загальний розв’язок неоднорідного рівняння 











2
sh322'''' 2 x

xyy . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
x

xy
1

1   та 
x

xy
1

2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

xy
x

y 6
12

''
2

 , якщо відомий один частинний розв’язок 
31

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння.  

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

2cos

4
4''  ,   20 y ,   00' y . 
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Варіант 7. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 0cossin128'' 3  yyy , 

  00 y ,   80' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xyyy 2ch128'4''4'''  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
x

y
1

1   та 
22

1

x
y   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

xy
x

y
x

y 6
6

'
2

''
2

 , якщо відомий один частинний розв’язок  
31

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xctgyy 244''  , 3
4









y , 2

4
' 








y . 

Варіант 8. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   8'''2
2
 yyy ,   10 y , 

  60' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxyy IV sh82''  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 2
1 xy   та xy ln2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

   21'''1  xyxyyx , якщо відомий один частинний розв’язок xy 1  

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

x

e

e
yyy

2

2

1

4
8'6''


 ,   10 y ,   20' y . 
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Варіант 9. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 3'' yy  ,   20 y ,   20' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xeyy x 3cos2664''''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 2
1 xy   та xey 2 . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

     12124'122''4 2  xxyyxyxx , якщо відомий один частинний 

розв’язок 
x

y
1

1   відповідного лінійного однорідного диференціального 

рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

2sin

4
4''  , 2

4









y , 












4
'y . 

Варіант 10.  

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 
3''98 yy  ,   10 y , 

  70' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyy xIV 22 sin2883224''4  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та xey 2
2  . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

35
2

'
4

''
2

 xy
x

y
x

y , якщо відомий один частинний розв’язок 
x

y
1

1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

x

e

e
yyy

2

2

2

4
8'6''






,   00 y ,   00' y .
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Варіант 11. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 016'' 3 yy ,   40 y , 

  20' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xyy IV 2sh540'''3  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та 
x

y
1

2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

32 256'2'' xyxyyx  , якщо відомий один частинний розв’язок 2
1 xy   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

4sin

16
16''  , 3

8









y , 


2

8
' 








y . 

Варіант 12. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння  2
'''2 yyy  ,   10 y , 

  10' y . 

2.  Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

1ch16''''  xyy . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 3
1 xy   та xxy ln3

2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

     1264'122''4 2  xxyyxyxx , якщо відомий один частинний 

розв’язок 
x

y
1

1   відповідного лінійного однорідного диференціального 

рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xeyyy x2154'4''  ,   10 y ,   10' y .
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Варіант 13. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   0'''
2
 yyy ,   20 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy x 2sin3284'4'' 22  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 4
1 xy   та 

22

1

x
y   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

    xyxyyx 52'2''2  , якщо відомий один частинний розв’язок 

2

sin
1




x

x
y  відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

1

4
8'6''

2

2




x

x

e

e
yyy ,   20 y ,   40' y . 

Варіант 14. 

1. Знайти розв’язок. диференціального рівняння yyy cossin128'' 3  , 

 
2

1


y ,   81' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxxyyy IV 2sin32sin2548''4'''4  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 11  xy  та 
x

y
1

2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

1224
3

'
3

''
2

 xy
x

y
x

y , якщо 
31

1

x
y   частинний розв’язок відповідного 

лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

4sin

16
16''  , 8

8









y , 4

8
' 








y .
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Варіант 15. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 0cossin32'' 3  yyy , 

  00 y ,   40' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyy x cos10201218''3''' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків  
41

1

x
y   та 

52

1

x
y   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

     12'12''12  xxyyxyx , якщо відомий один частинний розв’язок 

xy 211   відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xctgyy 284''  , 5
4









y , 4

4
' 








y . 

Варіант 16. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   8'''2
2
 yyy ,  

4

1
0 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyy x 2sin168416'4''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 4
1 xy   та 

52

1

x
y   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

x
xyy

x
y

3
'

2
''  , якщо відомий один частинний розв’язок  

x

x
y

cos
1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 
x

yy
cos

1
''  , 

  10 y ,   00' y .
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Варіант 17. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння  2
'2''2 yyy  ,  

2

1
0 y , 

  20' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxexxyy x cos6sin2823'''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та xy ln2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

2

5
'

2

2
''







x

x
yy

x
y , якщо відомий один частинний розв’язок 

2

cos
1




x

x
y  

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

 xx eeyy cos''' 2 ,   00 y ,   00' y . 

Варіант 18. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння yyy cossin72'' 3  , 

 
2

1


y ,   61' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexxyy x 2sin30643'''' 2  .   

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та xey 2 . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

     12124'122''4 2  xxyyxyxx , якщо відомий один частинний 

розв’язок xy 211   відповідного лінійного однорідного 

диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

x

e

e
yyy




1
2'3'' ,   00 y ,   00' y .
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Варіант 19. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 0cossin72'' 3  yyy , 

  00 y ,   60' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexxyy x 2sin2023012''''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 2
1 xy   та 5

2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

1
1

1
'

1
'' 





 xy

x
y

x

x
y , якщо відомий один частинний розв’язок xey 1  

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші ctgxyy 4''  , 

4
2









y , 4

2
' 








y . 

Варіант 20. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 04'' 3 yy ,   10 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxexyy x sin3cos632816'8'''2 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та 3
2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

35
2

'
4

''
2

 xy
x

y
x

y , якщо відомий один частинний розв’язок 
x

y
1

1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

x

e

e
yyy

2

2

1

4
8'6''






 ,   20 y ,   40' y . 
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Варіант 21. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 3''72 yy  ,   11 y , 

  61' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy x cos102428'2''3''' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 1  та 12  xy  при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

32 54'2'' xyxyyx  , якщо відомий один частинний розв’язок 4
1 xy   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

e
yyy

x

 '2'' ,   01 y ,   01' y . 

Варіант 22. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 049'' 3 yy ,   70 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy x 2cos4024'2''3''' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
x

xy
1

1   та 
22

1

x
xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

    31'2''1 2  xyxyyx , якщо відомий один частинний розв’язок 

1

sin
1




x

x
y  відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

e
yyy

x23
4'4''  ,   01 y ,   01' y . 
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Варіант 23. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   0'''
2
 yyy ,   10 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxexyy x sin3cos61648'4''' 2    

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 4
1 xy   та 

x
y

1
2   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

3124'4''4 22  xyxyyx , якщо відомий один частинний розв’язок 

x

x
y

12

1


  відповідного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xctgyy 244''  , 2
4









y , 2

4
' 








y . 

Варіант 24. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   0'
1

2
''

2



 y

y
y ,   00 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxexeyyy xx   32cos86'2'' . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xey 1  та 
x

y



1

1
2  при 1x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

32 243'5'' xyxyyx  , якщо відомий один частинний розв’язок 
x

y
1

1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

21

2
'2''

x

e
yyy

x


 ,   00 y ,   10' y .



Індивідуальні завдання 

 74 

Варіант 25. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 0cossin98'' 3  yyy , 

  00 y ,   70' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyy x sin178224''4''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків xy 2sin1   та xey 3
2  . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

 
1010

1

2
'

1

4
''

2






 xy

x
y

x
y , якщо відомий один частинний розв’язок 

 21
1

1




x
y  відповідного лінійного однорідного диференціального 

рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

2cos

4
4''  ,   70 y ,   60' y . 

Варіант 26. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння 3200'' yy  ,   11 y , 

  101' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyyy xIV sin60924''2''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 3
1 xy   та xey 2

2  . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

x
xy

x
y

x
y

32
'

4
''

2
 , якщо відомий один частинний розв’язок 

21

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші  

x
yy

sin

1
''  , 1

2









y , 

22
'











y .



Індивідуальні завдання 

 75 

Варіант 27. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння   0'
1

1
''

2



 y

y
y ,   10 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexxyyy x 3cos1008312'''2''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 3
1 xy   та xy ln2  . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

xy
x

y
x

y 20
3

'
5

''
2

 , якщо відомий один частинний розв’язок 
31

1

x
y   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

xeyyy x ln4'2''  ,   01 y ,   01' y . 

Варіант 28. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння yyy cossin2'' 3  , 

 
2

1


y ,   11' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexxyyy x sin285123'''2''' 2  . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 
21

1

x
y   та 

52

1

x
y   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

3'2'' 2  xxyyxy , якщо відомий один частинний розв’язок 
x

x
y

sin
1   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

5cos

25
25''  ,   20 y ,   50' y .
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Варіант 29. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння yyy cossin8'' 3  ,  
2

1


y , 

  21' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xxeyyy x 2cos202sin88'4'' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків 11  xy  та 
1

1
2




x
y  при 1x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

3620
4

'
6

'' 2

2
 xy

x
y

x
y , якщо відомий один частинний розв’язок 

41

1

x
y   відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x

x

e

e
yyy








1

6
2''' ,   00 y ,   00' y . 

Варіант 30. 

1. Знайти розв’язок диференціального рівняння yeyy 2'''  ,   00 y , 

  10' y . 

2. Знайти загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

xexyy x 3cos9051812''''' 2   . 

3. Скласти лінійне однорідне диференціальне рівняння, якщо задана його 

фундаментальна система розв’язків  xy 1  та 2
2 xy   при 0x . 

4. Зінтегрувати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння  

232 858''' xxyxyyx  , якщо відомий один частинний розв’язок 4
1 xy   

відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння. 

5. Методом варіації довільних сталих розв’язати задачу Коші 

x
yy

3sin

9
9''  , 4

6









y , 

2

3

6
'











y . 
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Питання до самоконтролю 

1. Яке рівняння називається диференціальним? 

2. Як визначається порядок диференціального рівняння? 

3. Які задачі математики та фізики приводять до поняття 

диференціального рівняння? 

4. Яку функцію називають розв’язком диференціального рівняння? 

5. Що означає розв’язати диференціальне рівняння? 

6. Як формулюється задача Коші для диференціального рівняння 

другого порядку? 

7. Які умови існування та єдиності розв’язку задачі Коші? 

8. Який геометричний зміст задачі Коші для диференціального 

рівняння другого порядку? 

9. Який механічний зміст задачі Коші для диференціального рівняння 

другого порядку? 

10. Загальний розв’язок та частинний розв’язок диференціального 

рівняння. 

11. Поняття загального інтегралу і частинного інтегралу розв’язку 

диференціального рівняння. 

12. Які розв’язки диференціального рівняння називаються особливими? 

13. Яке диференціальне рівняння називається рівнянням з відокремлю 

вальними змінними? 

14. Яке диференціальне рівняння називається однорідним? 

15. Яке диференціальне рівняння називається лінійним? 

16. Якими методами розв’язуються лінійні диференціальні рівняння 1-го 

порядку? 

17. Яке диференціальне рівняння називається рівнянням Бернуллі? 

18. Яке диференціальне рівняння називається рівнянням в повних 

диференціалах? 

19. Яки типи диференціальних рівнянь допускають зниження порядку 

диференціального рівняння? 
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20. Яке диференціальне рівняння називається лінійним однорідним? 

21. Яке диференціальне рівняння називається лінійним неоднорідним? 

22. Яке диференціальне рівняння називається лінійним неоднорідним з 

постійними коефіцієнтами? 

23. Яке диференціальне рівняння n -го порядку називається лінійним 

неоднорідним з постійними коефіцієнтами? 

24. Що називають характеристичним рівнянням? 

25. Як називаються корені характеристичного рівняння? 

26. Який вигляд має загальний розв’язок однорідного рівняння з 

постійними коефіцієнтами у випадку 

a. простих дійсних коренів 

b. дійсних коренів кратності n  

c. комплексних коренів? 

27. Яке диференціальне рівняння n -го порядку називається лінійним 

однорідним з функціональними коефіцієнтами? 

28. Яке диференціальне рівняння називається лінійним неоднорідним з 

функціональними коефіцієнтами? 

29. Яке диференціальне рівняння називають однорідним, що відповідає 

неоднорідному ДР? 

30. Яку структуру має загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

рівняння n -го порядку? 

31. Теорема про структуру загального розв’язку ЛОДР n -го порядку. 

32. Теорема про структуру загального розв’язку ЛНДР n -го порядку. 

33. Який вигляд має спеціальна права частина ЛНДР? 

34. Який вигляд має частинний розв’язок ЛНДР зі спеціальною правою 

частиною? 

35. Який вигляд має частинний розв’язок ЛНДР зі спеціальною правою 

частиною, якщо його права частина є сумою декількох функцій? 

36. Теорема про накладання частинних розв’язків ЛНДР. 
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37. У чому полягає метод невизначених коефіцієнтів для знаходження 

частинних розв’язків ЛНДР зі сталими коефіцієнтами? 

38. У чому полягає метод варіації довільних сталих інтегрування ЛНДР? 

39. Метод Лагранжа для ЛНДР 2-го порядку. 

40. Як формулюється задача Коші для диференціального рівняння n -го 

порядку? 

41. Запишіть Формулу Абеля для ЛОДР 2-го порядку, якщо відомий 

його один нетривіальний розв’язок 1y . 

42. Як можна використати формулу Остроградського–Ліувілля для 

інтегрування ЛОДР 2-го порядку? 

43. Які функції 1y , 2y ,…, тy  називають лінійно незалежними? 

44. Яка система функцій називається фундаментальною? 

45. Які лінійно незалежні функції 1y , 2y ,…, тy  утворюють 

фундаментальну систему розв’язків ЛОДР?  

46. Як побудувати загальний розв’язок ЛОДР, знаючи його 

фундаментальну систему розв’язків? 

47. Який визначник називається визначником Вронського? 

48. Як записують визначник Вронського для системи 1y , 2y ,…, тy ? 

49. Чому дорівнює визначник Вронського для лінійно залежної системи 

функцій 1y , 2y ,…, тy ? (Необхідна умова лінійної залежності n  

функцій.) 

50. Запишіть формулу Остроградського–Ліувілля для диференціального 

рівняння другого порядку. 

51. Де застосовується формула Ліувілля? 
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