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ВСТУП 

 

 Теорія двоїстості є потужним математичним апаратом обґрунтування 

структури виробництва. Вона дає змогу визначати статус ресурсів та інтервали 

стійкості двоїстих оцінок відносно зміни запасів дефіцитних ресурсів або заміни 

одного дефіцитного ресурсу іншим. Використання двоїстих оцінок надає 

можливість визначення рентабельності кожного виду продукції, яка 

виробляється  підприємством.  

Можливості, що надаються теорією лінійного програмування не 

обмежуються лише отриманням оптимальних значень керованих змінних.  Рішення 

задач лінійного програмування має забезпечувати користувача динамічною 

інформацією. Оптимальне рішення задачі лінійного програмування істотно 

залежить від реальної економічної ситуації, що складається на підприємстві.  Як 

тільки умови, відповідно до яких була побудована модель, змінюються, інформація, 

асоційована зі статичним оптимальним рішенням, втрачає  актуальність.  

Виникнення таких економічних ситуацій, як зміна запасів ресурсів, 

впровадження нових технологій виробництва,  зміни в ціновій політиці на 

підприємстві, випуск нового виду продукції, може привести до неоптимальності 

або непридатності колишнього режиму роботи. 

Результати впливу даних економічних ситуацій на оптимальне рішення 

можна отримати в ході проведення  математичного аналізу моделі на чутливість, 

тобто  аналізу того, як можливі зміни параметрів вихідної моделі вплинуть на 

отримане раніше оптимальне рішення задачі лінійного програмування. 
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ДВОЇСТІ ЗАДАЧІ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 

 

Кожній задачі лінійного програмування можна певним чином зіставити деяку 

іншу задачу (лінійного програмування), звану двоїстої або сполученої по 

відношенню до вихідної або прямої задачі. 

Розглянемо загальну задачу лінійного програмування, яка полягає в 

знаходженні мінімального значення цільової функції  
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Задача, яка полягає в знаходженні максимального значення цільової функції:  
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називається двоїстою по відношенню до задачі (1) - (2).  Задачі (1) - (2) і (3) - (4) 

утворюють пару симетричних двоїстих задач. Порівнюючи дві сформульовані 

задачі, бачимо, що двоїста задача складається відповідно до таких правил: 
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 одна задача є задачею максимізації, двоїста до неї - задачею мінімізації;  

 число змінних одної задачі дорівнює числу нерівностей в системі 

обмежень  іншої задачі; 

 система обмежень задачі максимізації має всі нерівності типу «», задачі 

мінімізації - нерівності типу «»; 

 матриці коефіцієнтів при невідомих у нерівностях обох задач транспоновані 

(рядки однієї з них збігаються з відповідними стовпцями іншої); 

 вільні члени нерівностей одної із задач рівні відповідними коефіцієнтам 

цільової функції іншої задачі. 

Для пари симетричних двоїстих задач маємо  mn   пов'язаних пар умов. Якщо 

система обмежень задачі містить рівность (одну або декілька), то двоїста до неї 

задача також існує і складається за тими ж самими правилами з однією відмінністю. 

Двоїсті змінні, які відповідають обмеженню типу рівність, можуть приймати будь-

яке значення.  У цьому випадку задачі називаються несиметричними двоїстими 

задачами. Вони мають наступний вигляд: 
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Зверніть увагу на те, що в несиметричній двоїстій задачі не накладається 

умова невід'ємності змінних. 

Двоїста задача отримається шляхом симетрічного структурного перетворення 

умови прямої задачі відповідно до наступного правила формування напрямка 

оптимізації і знаків нерівностей в обмеженнях: 
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Приклад.   

Скласти двоїсту задачу по відношенню до задачі, що складається в 

максимізації функції 
21
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Вирішення. 

 Перш, ніж записати двоїсту задачу, необхідно пряму задачу звести до 

стандартного вигляду. Оскільки цільова функція  прямої задачі максимізується і в 

системі обмежень є нерівності, то вони мусять мати знак «  ». Тому перше 

обмеження задачі помножимо на (–1). Після цього знак нерівності зміниться на 

протилежний. Отримаємо наступну задачу: 

Максимізувати функцію 21
24)( xxxf   при обмеженнях:  
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Кількість  змінних  двоїстої задачі дорівнює кількості обмежень прямій 

задачі, тобто дорівнює двом.  Коефіцієнтами при змінних в цільовій функції 

двоїстої задачі є вільні члени системи обмежень прямої задачі, тобто числа -1, 5. 

Цільова функція вихідної задачі досліджується на максимум, а система обмежень 

містить тільки нерівності.  Тому в двоїстій задачі цільова функція досліджується на 

мінімум, всі її змінні приймають тільки невід'ємні значення, та в системі обмежень 

повинні бути нерівності виду «≥». Матриця коефіцієнтів при змінних в системі 

обмежень прямої задачі транспонується:  
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Отже, маємо таку двоїсту задачу: 
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 Приклад. 

Скласти двоїсту задачу по відношенню до задачі, що складається в мінімізації 
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Вирішення. 

 Перш ніж записати двоїсту задачу, необхідно пряму задачу звести до 

стандартного вигляду. Оскільки цільова функція прямої задачі мінімізується і в 

системі обмежень є нерівності, то вони мусять мати знак «≥». Тому друге 

обмеження задачі помножимо на (–1). Після цього знак нерівності зміниться на 

протилежний. Отримаємо наступну задачу: 

 

Мінімізувати функцію 
54321

5724)( xxxxxxf    при  обмеженнях:  
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Кількість  змінних  двоїстої задачі дорівнює кількості обмежень прямій 

задачі, тобто дорівнює трьом.  Коефіцієнтами при змінних в цільовій функції 

двоїстої задачі є вільні члени системи обмежень прямої задачі, тобто числа 

20,  - 8,  - 16. Цільова функція вихідної задачі досліджується на мінімум, а система 

обмежень містить не тільки нерівності.  Тому в двоїстій задачі цільова функція 

досліджується на максимум, в системі обмежень повинні бути нерівності виду «≤», 

всі змінні, крім першої приймають тільки невід'ємні значення. Оскільки перше 

обмеження прямої задачі є рівнянням, то відповідна йому змінна двоїстої задачі  

може набувати як додатного, так і від’ємного значення.  

 Матриця коефіцієнтів при змінних в системі обмежень прямої задачі 

транспонується:  
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Отже, маємо таку двоїсту задачу: 
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УМОВИ ОПТИМАЛЬНОСТІ ДЛЯ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОГО 

ПРОГРАМУВАННЯ 

 

Оскільки ЗЛП - це окремий випадок задач нелінійного програмування, для 

них виконується теорема Куна-Таккера.  Так як всі функції, що входять в задачі 

лінійні, то виконання умови регулярності необов'язково. 

 Теорема. Нехай функція f (x) - опукла функція на Х, Х≥0, множина точок 

мінімуму не порожньо.  Тоді для кожної точки x * необхідно існують множники 

Лагранжа u *, такі, що (x *, u *) утворюють сідловую точку функції Лагранжа. 

 У будь-який ЗЛП, що має рішення, функція Лагранжа має сідловую точку, а, 

отже - оптимальне рішення ЗЛП. 
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Запишемо загальну ЗЛП в матричній формі:  

 
















0

),()(min

x

bxA

xcxf
T

 

  

де   A  – матрица (m×n), 

c  – вектор-стовбець(n×1), 

x  – вектор-стовбець (n×1), 

b  – вектор-стовбець (m×1). 

Складемо для даної задачі функцію Лагранжа:  

 

)bx,Aλ()xf()λ,xL(  , 

 

де   – множники Лагранжа. 

Теорема. Умова існування сідлової точки.   

Для того щоб пара векторів  (x*,*) була сідловою точкою функції Лагранжа в 

області x0 , 0, необхідно і достатньо виконання наступних умов:  

 



























)9(0

)7(),...,1(0

)5(0

*

*
*

*

j

j

j

j

x

nj
x

L
x

x

L

 

 



























)10(0

)8(),...,1(0

)6(0

*

*

i

i

i

i

mi
L

L







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Функція L(x, ) – опукла по x і увігнута по . У сідловой точці досягається 

мінімум функції Лагранжа по змінним вектора x и  максимум  функції Лагранжа по  

змінним вектора . 

 Умови (7), (8) - це умови доповнюючої нежорсткості, які для ЗЛП мають 

наступний вигляд: 

 

),...,1(0)( ** njcAx
j

T

j
 ,  

),...,1(0)( ** mibxA
ii

 .   

 
Умови (5), (7), (9) – необхідні умови існування локального мінімуму функції 

L(x, ) в області  0
j

x . Аналогічно, умови (6), (8), (10) – необхідні умови існування 

локального максимуму функції L(x, ) в області 0
i

 . Точка *

j
x  є точкою 

локального мінімуму при умові 0
j

x . Точка 
*

i
  є точкою локального максимуму 

при  умові 0
i

 . 

 

ТЕОРЕМИ ДВОЇСТОСТІ У ЛІНІЙНОМУ ПРОГРАМУВАННІ 

  

Зв'язок між оптимальними рішеннями двоїстих задач встановлюється за 

допомогою наступних теорем двоїстості. 

 

Перша теорема двоїстості 

Для будь-якої пари допустимих рішень прямої і двоїстої задачі значення 

цільової функції в задачі максимізації не перевищує значення цільової функції в 

задачі мінімізації. 

В оптимальній точці значення цільових функцій прямої та двоїстої 

задачі збігаються. 
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Якщо в однієї з двоїстих задач цільова функція не обмежена, то двоїста їй 

задача не має допустимих рішень.  Якщо одна з двоїстих задач не має допустимих 

рішень, то двоїста їй задача або також не має допустимих рішень, або має 

необмежену цільову функцію. 

 

Друга теорема двоїстості 

 Для того щоб два допустимих рішення x = (x1,…xn) ,  = (1,…m) пари 

двоїстих задач були оптимальними, необхідно і достатньо, щоб ці рішення 

задовольняли наступним умовам:  

 

),...,1(0
1

nj)cλa(x
j

m

i

*

iij

*

j




,  

),...,1(0
1

nj)bxa(λ
i

n

j

*

jij

*

i




,  

 
тобто, щоб дорівнював нулю добуток значення будь-якої змінної однієї задачі на 

різницю між значеннями лівої і правої частин відповідного обмеження 

двоїстої задачі. Ще одне формулювання даної теореми: оптимальні рішення пари 

двоїстих задач знаходяться на границях областей допустимих рішень цих задач. 

 

Третя теорема двоїстості (теорема про оцінки) 

Змінні з оптимального рішення двоїстої задачі називаються оптимальними 

(двоїстими) оцінками вихідної задачі. Рішення двоїстої задачі визначають 

чутливість рішень прямої задачі щодо обмежень, якщо * - рішення двоїстої задачі, 

то 
i

i
b

Z




* - швидкість зміни цільової функції. Двоїста оцінка характеризує приріст 

цільової функції, який зумовлений малими змінами вільного члена відповідного 

обмеження. Економічний зміст третьої теореми двоїстості полягає в тому, що 
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відповідна додатна оцінка показує зростання значення цільової функції прямої 

задачі при зростанні запасу відповідного дефіцитного ресурсу. 

Фактично оптимальне рішення однієї з пари двоїстих задач (без будь-яких 

додаткових обчислень) можна отримати з даних оптимальної симплекс-таблиці 

іншої задачі, оскільки існує наступна відповідність між змінними пари двоїстих 

ЗЛП: базисні змінні однієї задачі відповідають вільним змінним двоїстої задачі. 

Значення базисних змінних дорівнюють коефіцієнтам ( з протилежними знаками) 

в рядку цільової функції двоїстої задачі при відповідних вільних змінних. 

 

Приклад. 

Мінімізувати функцію  
21

)( xxxf    при обмеженнях:  

 















2

52

1

1

21

21

x

xx

xx

 

 

 

Вирішення. 

Виконується перетворення загальної задачі лінійного програмування в 

стандартну форму канонічної задачі. 

Мінімізувати функцію )(0)(
21

xxxf     при обмеженнях:  

  















)(xx

)xx(x

)xx(x

15

214

213

2

25

1

 

 

Дотримуючись правил структурного перетворення побудуємо двоїсту задачу, 

що відповідає даній задачі.  
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Максимізувати функцію  
321

25)(  g   при обмеженнях:  

 









1

12

21

321




 

 

Виконується перетворення загальної задачі лінійного програмування в 

стандартну форму канонічної задачі. Використовуючи те, що 

)(min)(max   gg , отримаємо задачу: 

Мінімізувати функцію )25(0)(
321

 g    при обмеженнях:  

 

   









)(1

)2(1

215

3214




 

 

Для того, щоб з оптимальної симплекс-таблиці будь-якої із задач отримати 

рішення пари двоїстих задач, складемо таблицю відповідності змінних прямої і 

двоїстої задачі.  

 

  X1 X2 X3 X4 X5 

4 5 1 2 3 

 

Вирішуватимемо двоїсту задачу, оскільки в ній кількість обмежень менше 

кількості змінних, що призводить до меншого об'єму обчислень. 

Заповнюється вихідна симплекс-таблиця.  

 

 

 

 

 

 

  

 
i

b  1 2 3 

4 1 1 2 -1 

5 -1 -1 1 0 

)( g  0 1 -5 2 
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Базисне рішення не є  допустимим оскільки не всі . В такому випадку 

алгоритм симплексного методу починається з вибору генерального рядку, тобто 

рядку з від'ємним  вільним членом. Отже змінну 5  виводимо з базису і замість неї 

вводимо до базису змінну 1, виконується перерахунок таблиці.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Базисне рішення є допустимим оскільки всі , але умова оптимальності 

 не виконується:  коефіцієнт при вільній змінній 2 в цільовій функції є 

додатним. В базис вводиться змінна 2, а змінна 4 стає вільною змінною, 

виконується перерахунок таблиці. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Базисне рішення є допустимим оскільки всі , умова оптимальності:  

виконується, отже, отримаємо оптимальний розв’язок задачі: 

  

 

0ib

0ib

0i

0ib 0i

 
i

b  5 2 3 

4 0 1 3 -1 

1 1 -1 -1 0 

)( g  -1 -1 4 -2 

 
i

b  5 4 3 

2 0 1/3 1/3 -1/3 

1 1 -2/3 1/3 -1/3 

)( g  1 -7/3 -4/3 -2/3 
























0

0

0

0

1

5

4

3

2

1










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1)(min)(max   gg . 

 

Використовуючи відповідність між змінними пари двоїстих задач з цієї ж 

таблиці отримаємо оптимальний розв’язок двоїстої задачі:  

  





























3

2

0

0

3

7

3

4

4

4

3

2

1

x

x

x

x

x

 

    1)(min xf . 

   

ВПРАВИ 

  

Скласти двоїсту задачу, розв’язати її симплекс-методом, визначити 

оптимальні розв’язки обох задач, застосовуючи співвідношення між змінними.  

 

1.  























.,xx

, xx-

,  xx

, xx

xxz

0

80107

102

2025

max34

21

21

21

21

21

 2.  























.,xx

,xx

, xx

,xx-

xxz

0

5

82

1223

max52

21

21

21

21

21
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3.  


























.,xx

,x-x

, xx

, xx

, `xx

xxz

0

62

84

52

62

min52

21

21

21

21

21

21

 4.


























.,xx

, x-x

,xx

,xx

, x-x

xxz

0

24

34

6

103

min2

21

21

21

21

21

21

 

 

5.  


























.,xx

,xx

, xx

, xx

,xx

xxz

0

43

632

633

102

max6

21

21

21

21

21

21

 6.  


























.,xx

,xx-

, xx

,xx

, xx

xxz

0

2062

6

222

3

max23

21

21

21

21

21

21

 

 

7.  


























.,xx

,xx

,xx

, xx

,xx-

xxz

0

854

243

1024

8122

min6

21

21

21

21

21

21

 8.  


























.,xx

,xx-

,x-x

, xx

, xx

xxz

0

482

62

82

72

min24

21

21

21

21

21

21

 

 

  9.  























.,xx

, xx

,  xx

, xx

xxz

0

1352

52

1

max3

21

21

21

21

21

  10.  























.,xx

, xx-

,  xx

, xx

xxz

0

82

2

104

max32

21

21

21

21

21
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Знайти розв’язок пари двоїстих задач лінійного програмування шляхом 

графічного розв’язування двоїстої задачі й застосування теорем двоїстості.  

 

1.  

.3,1,0

,323

,22

max1030

321

321

21













jx

xxx

xxx

xxz

j

 2.  

.3,1,0

,5

,234

min34

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

 

 

  3.  

.3,1,0

,153

502

max523

31

321

321













jx

xx

xxx

xxxz

j

     4.

.3,1,0

,15

,423

min1253

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

 

 

   5.  

.3,1,0

,13

,1

min6102

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

     6.  

.3,1,0

,132

142

max668

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

 

 

   7.  

.3,1,0

,24

14

max373

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

        8. 

.3,1,0

,1

,25

min1424

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

 

 

      9. 

.3,1,0

,424

152

max32102

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j

          10.

.3,1,0

,3

,242

min1028

321

321

321













jx

xxx

xxx

xxxz

j
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ЕКОНОМІЧНА ІНТЕРПРЕТАЦІЯ ПАРИ ДВОЇСТИХ ЗАДАЧ  

 

Пряму задачу лінійного програмування можна економічно інтерпретувати 

наступним чином.  Нехай для виробництва певної продукції можна 

використовувати n різних технологій. При цьому використовуються m різних видів 

сировини та інших виробничих факторів (інгредієнтів).  За j-й технологією в 

одиницю часу витрачається 
ij

a  одиниць i-го інгредієнта і виробляється 
j

c  одиниць 

продукції.  Нехай по  j-й технології виробництво ведеться 
j

x  одиниць часу. 

 Потрібно знайти такий план Х = (
1

x ,…
n

x ), при якому з наявних запасів 

інгредієнтів буде отримано максимальну кількість продукції.  

Математична модель даної задачі має наступний вигляд:   

 

jj
xcxf 




n

1j

)(max  
 

  

при обмеженнях 

 

mibxa
ijij

,...,1
n

1j




, 

.,...,10 njx
j

  

 

 

  

Для економічної інтерпретації двоїстої задачі в якості двоїстих змінних 

),...,1( mi
i

 візьмемо вартість одиниці i-го інгредієнта, використовуючи в якості 

масштабної одиниці вартість одиниці продукції, що випускається.   

У двоїстій задачі потрібно знайти такий вектор λ = ( 1
 ,…, m

 ) цін на наявні 

види інгредієнтів, при якому сумарна вартість запасів інгредієнтів, які підлягають 

використанню, буде мінімальною.  При цьому вартість інгредієнтів, витрачених по 
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кожній технології не повинна перевищувати вартість продукції, виробленої за 

цією  технологією. 

 Математична модель двоїстої задачі має наступний вигляд: 

 





m

i
ii

bxg
1

)(min   
 

  

при обмеженнях 

 

njca
j

m

i
iij

,...,1
1




 , 

.,...,10 mi
i

  

 

 

Відповідно до першої теореми двоїстості для будь-яких допустимих рішень 

пари двоїстих задач лінійного програмування значення цільової функції задачі 

максимізації не перевищує значення цільової функції задачі мінімізації, тобто 

прибутки від реалізації продукції завжди менші, ніж витрати на її виробництво. 

 Тому в рентабельному плані вартість всіх витрат виробництва повинна 

дорівнювати вартості виробленої продукції:   

 

jj

m

i
ii

xcb 



n

1j1

  
 

  

Нехай Х* = (
*x
1 ,…

*

n
x ) та λ = (

*λ
1 ,…,

*

m
λ ) – оптимальні рішення пари двоїстих 

задач, тоді по другій теоремі двоїстості для цієї пари оптимальних рішень повинні 

виконуватися умови доповнюючої нежорсткості:  
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),...,1(0
1

nj)cλa(x
j

m

i

*

iij

*

j




 

),...,1(0
1

nj)bxa(λ
i

n

j

*

jij

*

i




 

(11) 

 

(12) 

  

Ці умови для даної пари двоїстих задач мають наступне економічне значення.  

Якщо j-та технологія не рентабельна, тобто витрати по j- й технології перевищують 

вартість виробленої за даною технологією продукції:   

 

j

m

i
iij

ca 
1

* , 
 

  

то  по умові (11) 0*

j
x . Це означає, що в оптимальному плані час роботи за 

нерентабельною технологією дорівнює нулю.  Якщо ж j-та технологія 

застосовується в оптимальному плані, тобто *

j
x ˃0, то за умовою (11) обов'язково 

виконується рівність 0
1




)cλa(
j

m

i

*

iij
.  Це означає, що вартість витрачених за цією 

технологією коштів дорівнює вартості виробленої продукції. Отже, застосовувані 

технології ( *

j
x ˃0) є рентабельними.  Таким чином, оптимальні значення двоїстих 

змінних є інструментом оцінки ефективності (рентабельності) технологій. 

Розглянемо рішення двоїстої задачі.  Якщо 
*

i
λ  ˃0, тоді з умов (12) випливає, 

що i -й інгредієнт використовується повністю 
i

n

j

*

jij
bxa 

1

, тобто i -й інгредієнт є 

дефіцитним ресурсом.  Якщо ж i -й інгредіент використовується не повністю, (чи є 

дефіцитним): 


n

j

*

jij
xa

1

< i
b , то з умов (12) випливає, що оптимальна двоїста оцінка 

такого ресурсу дорівнює нулю : 
*

i
λ = 0.  Таким чином оптимальні двоїсті оцінки є 

мірою дефіцитності ресурсів. 
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Оптимальні плани пари двоїстих задач тісно взаємопов'язані: оптимальному 

плану виробництва відповідає оптимальний план відносних цін інгредієнтів.  За 

оптимальним планом відносних цін інгредієнтів всі застосовувані технології 

рентабельні, а технології, які не застосовуються, є збитковими.  При цьому 

інгредієнти з позитивною вартістю використовуються повністю, а ті інгредієнти, які 

не використовуються повністю, мають нульову вартість. 

 

ВПРАВИ 

 

У наведених нижче задачах виконати наступні  дії: 

1) записати математичні моделі прямої та двоїстої задач;  

2) дати економічну інтерпретацію прямої та двоїстої задач; 

3) визначити оптимальні рішення прямої та двоїстої задач; 

4) визначити статус ресурсів, що використовуються для виробництва продукції, 

та рентабельність кожного виду продукції. 

Підприємство виготовляє три види продукції: А, В і С, використовуючи для 

цього три види ресурсів (Р1, Р2, Р3). Визначити план виробництва продукції для 

забезпечення підприємству найбільшого обсягу виручки. Норми витрат усіх 

ресурсів на виробництво одиниці продукції, запаси ресурсів, ціни одиниці 

продукції наведені в таблиці: 

 

1.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції  
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 6 1 100 

Р2 1 3 1 300 

Р3 1 4 3 250 

Ціна 1 4 3  

2.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 4 2 1 180 

Р2 3 1 3 210 

Р3 1 2 5 244 

Ціна 10 14 12  
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3.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 18 15 12 360 

Р2 6 4 8 192 

Р3 5 3 3 180 

Ціна 9 10 16  

4. 
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 5 6 7 100 

Р2 4 5 6 300 

Р3 7 1 2 250 

Ціна 3 5 6  

 

5.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 3 5 120 

Р2 2 1 4 150 

Р3 7 1 2 180 

Ціна 3 5 6  

6.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 8 5 4 120 

Р2 3 8 1 150 

Р3 2 5 6 75 

Ціна 5 10 12  

 

7.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 3 2 120 

Р2 2 1 4 150 

Р3 3 7 1 75 

Ціна 5 10 12  

8.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 2 1 1 125 

Р2 3 2 1 175 

Р3 1 4 3 250 

Ціна 2 4 3  

 

9.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 3 5 100 

Р2 6 4 2 150 

Р3 1 3 7 300 

Ціна 3 4 6  

10.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 6 7 4 100 

Р2 2 5 1 150 

Р3 3 4 5 300 

Ціна 4 5 7  
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11.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 2 5 190 

Р2 12 4 9 120 

Р3 7 13 3 60 

Ціна 10 11 13  

12.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 4 3 1 180 

Р2 4 5 9 90 

Р3 2 1 6 120 

Ціна 12 5 3  

  

13.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 8 2 150 

Р2 3 1 4 120 

Р3 1 8 3 60 

Ціна 10 11 12  

14.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 1 3 2 120 

Р2 2 1 1 150 

Р3 2 2 1 75 

Ціна 5 10 12  

 

15.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 2 1 1 125 

Р2 8 2 1 175 

Р3 3 4 3 250 

Ціна 2 4 4  

16.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 6 4 2 70 

Р2 7 11 10 140 

Р3 4 5 8 200 

Ціна 12 13 9  

 

17.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 2 4 5 200 

Р2 1 2 6 180 

Р3 8 3 4 300 

Ціна 13 5 2  

18.   
 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів 

на одиницю продукції 
Запас 

ресурсу 
А В С 

Р1 4 5 6 300 

Р2 7 1 2 250 

Р3 5 6 7 100 

Ціна 3 5 6  
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АНАЛІЗ МОДЕЛІ НА ЧУТЛИВІСТЬ 

 

Оптимальне рішення задачі лінійного програмування визначається тими 

умовами, які знайшли відображення в моделі в момент її формування.  У реальному 

житті умови, що формують модель, не залишаються незмінними.  У зв'язку з цим 

особливого значення набувають засоби, що дозволяють оцінити зміни в 

оптимальному рішенні, викликані змінами в параметрах вихідної моделі.  Таким 

засобом є аналіз чутливості.  Обчислювальні методи даного аналізу дозволяють 

вивчити динамічну поведінку оптимального рішення.  

Аналіз моделей на чутливість - це процес, який реалізується після отримання 

оптимального рішення. Мета цього аналізу полягає в тому, щоб з'ясувати який 

вплив чинять зміни параметрів вихідної моделі на оптимальність або допустимість 

отриманого оптимального рішення. При проведенні аналізу чутливості широко 

використовуються результати і співвідношення теорії подвійності в 

лінійному програмуванні. 

 В обчислювальних процедурах, які використовують взаємозв'язок прямої і 

двоїстої задачі, істотне значення має розміщення елементів симплексної таблиці 

вихідної задачі.  Особливістю такої симплекс-таблиці є наявність оберненої 

матриці, яка формується з стовпців, відповідних базисним змінним.  

Використовуючи обернену матрицю з симплексной таблиці, відповідної 

оптимальному рішенню, і параметри вихідної моделі, можна обчислити всі 

елементи симплексной таблиці.  Ці обчислення можна розділити на два типи: 

 

 обчислення значень стовпців коефіцієнтів обмежень, 

 обчислення значень елементів рядка цільової функції.  
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Обчислення значень стовпців коефіцієнтів обмежень 

На будь-який ітерації симплексного методу (як для прямої, так і для двоїстої 

задачі) значення коефіцієнтів в стовпцях лівої чи правої частин обмежень 

обчислюються наступним чином: 
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Обчислення значень елементів рядка цільової функції 

На будь-якій ітерації симплексного методу значення коефіціентів в рядку 

цільової функції прямої задачі обчислюються наступним чином: 
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Для знаходження чисельних значень цих коефіцієнтів необхідно знати 

значення змінних двоїстої задачі.  Значення двоїстих змінних на будь-який ітерації 

обчислюються наступним чином: 
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Вихідні коефіцієнти цільової функції при базисних змінних прямої задачі 

утворюють вектор-рядок, елементи якої розташовуються в тій же послідовності, що 

і базисні змінні в відповідному стовпці симплексної таблиці на даній ітерації. 

 

Приклад. 

Нехай пряма задача має наступний вигляд: 

Мінімізувати функцію  21
2)( xxxf    при обмеженнях:  
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xx

xx
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Вирішення. 

Виконується перетворення загальної задачі лінійного програмування в 

стандартну форму канонічної задачі. 

Мінімізувати функцію )2(0)(
21

xxxf     при обмеженнях:  
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Дотримуючись правил структурного перетворення побудуємо двоїсту задачу, 

що відповідає даній задачі.  

Максимізувати функцію  
321

7)(  g   при обмеженнях:  

 















0,0,0

2

12

321

321

321







 

 

(17) 

  

Виконується перетворення загальної задачі лінійного програмування в 

стандартну форму канонічної задачі. Використовуючи те, що 

)(min)(max   gg , отримаємо задачу: 

Мінімізувати функцію )7(0)(
321

 g    при обмеженнях:  

 

   








)(2

)2(1

3215

3214




 

 

Для того, щоб з оптимальної симплекс-таблиці будь-якої із задач отримати 

рішення пари двоїстих задач, складемо таблицю відповідності змінних прямої і 

двоїстої задачі.  

 

  X1 X2 X3 X4 X5 

4 5 1 2 3 
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Запишемо останню симплекс-таблицю, що дає оптимальне рішення вихідної 

прямої задачі:  

 

         
i

b  
5

x  
4

x   
3

x  
4

x  
5

x  

2
x  3 1/3 2/3  0 2/3 1/3 

 
3

x  4 2/3 1/3  1 1/3 2/3 

1
x  2 1/3 -1/3  0 -1/3 1/3 

)(xf  -8 -1 -1  0 -1 -1 

 

 

 

(18) 

  

Як видно з таблиці базисними змінними в оптимальному рішенні є змінні 
2

x ,

3
x ,  

1
x , а оптимальне рішення:  

  
























0

0

4

3

2

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

 

8)(min xf . 

 

Базисна матриця оптимального рішення має вигляд:  

 























201

101

111

),,(
132

AAAB  

 

 

  

Обернену матрицю до неї візьмемо з оптимальної симплекс-таблиці під 

одиничною матрицею вихідної симплекс-таблиці:  
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Отже отримаємо наступну обернену матрицю:  

 





















3/13/10

3/23/11

3/13/20
1B  

 

(19) 

  

Перевіримо, що ці матриці взаємно обернені:  

 











































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






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100

010

001

3/13/10

3/23/11

3/13/20

201

101

111
1BB  

 

 

  

На прикладі цієї задачі розглянемо як відбувається обчислення елементів 

симплексної таблиці за формулами (13) - (15) з використанням оберненої матриці. 

Обчислимо значення елементів стовпця вільних членів в оптимальній таблиці 

по формулі (13), використовуючи дані вихідної задачі (16) і  оберненої матриці (19): 

 

















таблицісимплекс

йоптимальнівчленів

вільнихстовпець

















































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3/23/11
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i
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5

x  
4

x   
3

x  

 
4

x  
5

x  

2
x  3 1/3 2/3  

   

1B  
 

3
x  4 2/3 1/3  

1
x  2 1/3 -1/3  

)(xf  -8 -1 -1  0 -1 -1 
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 Обчислимо оптимальні значення змінних двоїстої задачі по формулі (15), 

використовуючи дані оптимальної симплексної таблиці (18) та оберненої 

матриці  (19):  

 










зміннихдвоїстих

значенняоптимальні
   1,1,0

3/13/10

3/23/11

3/13/20

1,0,2 


















 

 

(20) 

  

Обчислимо коефіцієнти при змінних в рядку цільової функції в оптимальній 

симплексній таблиці за формулою (14), використовуючи дані вихідної двоїстої 

задачі (17) і оптимальні значення двоїстих змінних (20): 

 

коефіцієнт при ,012
3211

 x  

коефіцієнт при ,02
3212

 x  

коефіцієнт при ,00
13

 x  

коефіцієнт при ,10
24

 x  

  коефіцієнт при .10
35

 x  

 

Зміна параметрів вихідної моделі може привести до того, що: 

  

 отримане оптимальне рішення може стати недопустимим, 

 отримане оптимальне рішення може стати неоптимальним. 

 

Розглянемо на прикладі задачі (16) який вплив на отримане оптимальне 

рішення будуть надавати зміни вихідної моделі. 
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ЗМІНИ УМОВ ЗАДАЧІ, ШО ВПЛИВАЮТЬ НА ДОПУСТИМІСТЬ РІШЕННЯ 

 

 До недопустимості поточного рішення можуть призвести наступні зміни в 

вихідній задачі: 

1. зміна запасів ресурсів (тобто правих частин обмежень),  

2. введення нових обмежень.  

  

Зміна правих частин обмежень 

Зі співвідношень двоїстості випливає, що зміна правих частин обмежень 

може вплинути тільки на елементи стовпця вільних членів в симплекс-таблиці а, 

отже, тільки на те, чи залишиться розв’язок допустимим. Тому потрібно визначити 

нові значення елементів стовпця вільних членів таблиці по формулі (13). 

Припустимо, що в задачі (16) права частина третього обмеження збільшилася 

з 7 до 8. Новий (базисний) розв’язок задачі має вигляд:  
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 Так як нові значення елементів стовпця вільних членів таблиці залишилися 

невід'ємними, склад поточних базисних змінних не змінився. Відповідно до цих 

нових значень обчислимо значення цільової функції:  

  




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
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9)(min xf . 
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В даному випадку в результаті зміни правої частини обмеження (збільшення 

ресурсу) відбулося розширення області допустимих рішень, що призвело до 

отримання кращого значення цільової функції. 

  

Припустимо, що цей ресурс зменшиться з 7 до 1 (права частина третього 

обмеження в задачі (16)), а права частина другого обмеження збільшиться з 1 до 2. 

Тоді новий (базисний) розв’язок задачі має вигляд:  
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Поточний розв’язок не є допустимим, оскільки одна базисна змінна прийняла 

від’ємне значення. Щоб отримати нове допустиме рішення, потрібно замінити в 

оптимальній таблиці стовпець вільних членів та значення цільової функції і вже з 

цими даними продовжити обчислення.  

 

         
i

b  5
x  4

x  

2
x  5/3 1/3 2/3 

 3
x  1/3 2/3 1/3 

1
x  -1/3 1/3 -1/3 

)(xf  -3 -1 -1 

 

 

 

 

  

Проводимо ітерацію симплексного методу з заміною базисної змінної 1
x  на 

вільну змінну 4
x , отримуємо наступну таблицю: 
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i

b  
5

x  
1

x  

2
x  1 1 2 

 
3

x  0 1 1 

4
x  1 -1 -3 

)(xf  -2 -2 -3 

 

 

 

 

  

Дане рішення допустиме та оптимальне:  

  

 

 

2)(min xf . 

 

Діапазон зміни правих частин обмежень 

Іншим способом дослідження впливу зміни доступності ресурсів, тобто 

коефіцієнтів правих частин обмежень нерівностей є визначення діапазону зміни цих 

коефіцієнтів, в якому поточне рішення  залишається допустимим. 

Нехай в задачі (16) потрібно визначити інтервал допустимості для ресурсу в   

другому обмеженні.  Замінимо вектор коефіцієнтів правих частин обмеження 

вектором:  
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 де D - зміна другого ресурсу щодо заданого значення у вихідній задачі. 

 Поточне базисне рішення залишиться допустимим, якщо всі базисні змінні 

залишаться невід'ємними.  Використовуючи формулу (13), отримуємо наступну 

систему нерівностей:  

 
































































































0

0

0

3/3/6

3/3/12

3/23/9

7

1

1

3/13/10

3/23/11

3/13/20

1

3

2

D

D

D

D

x

x

x

. 

 

 

  

Перша нерівність дає умову D ≥ -9/2, друга нерівність: D ≥ -12, третя 

нерівність: D ≤ 6. Таким чином, поточне базисне рішення залишиться допустимим 

при виконанні нерівності:  

 

62/9  D .  

 

  

 Це еквівалентно наступному інтервалу допустимості для ресурсу другого 

обмеження:  

 

612/91  обмеженнядругогоресурс   

 

  

 або  

 

75,3  обмеженнядругогоресурс .  
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Цей інтервал допустимості для ресурсу другого обмеження є інтервалом  

стійкості двоїстих оцінок  1,1,0*    до зміни другого ресурсу. 

Зміна значення цільової функції, яка відповідає зміні D, дорівнює D
2
 , де 

2
   -  двоїста ціна цього ресурсу.  Припустимо, що даний ресурс змінився від 1 до 

5. Поточне базисне рішення залишається допустимим, оскільки нове значення 

належить діапазону допустимості.  Для обчислення нових значень змінних 

скористаємося значенням D = 5 – 1 = 4. Далі отримаємо наступне:  
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 Для обчислення нового значення цільової функції спочатку знайдемо 

значення двоїстих змінних за формулою (14):  1,1,0*  . Таким чином, зміна 

значення цільової функції складе D 414
2

 .  Слід зазначити, що дане значення 

двоїстої змінної справедливо лише для зазначеного вище діапазону змін D. Будь-

яка зміна, що виходить за цей інтервал, призводить до неприпустимого рішення. 

 

Додавання нового обмеження 

Введення додаткового обмеження може привести до однієї із зазначених 

нижче ситуацій. 

1. Поточне рішення задовольняє нове обмеження. У цьому випадку дане 

обмеження не є активним і тому його додавання не змінює отриманого рішення. 

  2. Нове обмеження при поточному рішенні не виконується.  Так як таке 

обмеження активне, то за допомогою симплексного методу знаходиться нове 

рішення. 

Введемо в умову вихідної задачі нове обмеження: 1
1
x . Оскільки очевидно, 
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що при поточному рішенні це обмеження виконується, воно відноситься до 

неактивних обмежень і, отже, рішення залишається незмінним. 

Введемо в умову вихідної задачі нове обмеження: 2
2
x . Нове обмеження 

при поточному рішенні не виконується, тому необхідно знайти допустиме рішення.  

Введемо спочатку нове обмеження в стандартне формулювання задачі:  

 

)(2
26

xx  .  

  

Висловимо базисну змінну в цьому обмеженні через поточні небазисні змінні:  

 

)3/23/1(1

,3/23/13

,456

,452

xxx

xxx




 

 

  

Введемо «модифіковане» обмеження в симплекс-таблицю, відповідну 

поточному оптимальному рішенню (18):  
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1
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6
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Проводимо ітерацію симплексного методу з заміною базисної змінної 6
x  на 

вільну змінну 4
x , отримуємо наступну таблицю:  
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3

x  7/2 1/2 1/2 

1
x  5/2 1/2 -1/2 

4
x  3/2 1/2 -3/2 

)(xf  -13/2 -1/2 -3/2 

 

 

 

 

  

Дане рішення допустиме та оптимальне:  

  




























0

0

2/3

2/7

2

2/5

6

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

 

2/13)(min xf .  

Нове оптимальне значення цільової функції  гірше за те, яке відповідало 

умовам задачі до введення нового обмеження. Цього і слід було очікувати, оскільки 

додавання нового активного обмеження не може покращити значення цільової 

функції, оскільки воно звужує область допустимих рішень задачі. 

Можна істотно полегшити обчислення, виділяючи другорядні обмеження 

моделі, які слабо впливають (або взагалі не впливають) на вид оптимального 

рішення.  Потім вирішується задача лінійного програмування з урахуванням  тільки 

основних обмежень, які залишилися.  Після цього в результуючу симплекс-таблицю 

послідовно вводяться другорядні обмеження (і оцінюється їх вплив на поточний 

оптимум) до тих пір, поки не стане ясно, що рішення задовольняє всім цим спочатку 

не врахованим обмеженням.  Спрощення обчислень особливо помітно в тих 

випадках, коли виключається багато другорядних обмежень. 
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ЗМІНА УМОВ ЗАДАЧІ, ЩО ВПЛИВАЮТЬ НА ОПТИМАЛЬНІСТЬ РІШЕННЯ 

 

Поточне рішення перестає бути оптимальним лише в тому випадку, коли нові 

значення коефіцієнтів в рівнянні цільової функції не задовольняють умові 

оптимальності.  Відповідно до формули (14) коефіцієнти в рівнянні цільової функції 

дорівнюють різниці між лівими і правими частинами відповідних двоїстих 

обмежень.  Так як ліва частина двоїстого обмеження визначається стовпцями 

коефіцієнтів прямої задачі, асоційованих з видами виробничої діяльності, можна 

зробити висновок, що на оптимальність поточного рішення впливають зміни або 

коефіцієнтів цільової функції, або питомих витрат ресурсів.  Розглянемо спочатку 

кожен з цих випадків окремо.  Ситуацію, коли має місце і те й інше, уявімо 

включенням в модель нових видів виробничої діяльності.  Слід пам'ятати, що в 

кожному з цих випадків все зводиться лише до одного - перевірці умов 

оптимальності для нових значень коефіцієнтів в рівнянні цільової функції. 

 

Зміна коефіцієнтів цільової функції. 

Для визначення двоїстих оцінок використовуються коефіцієнти цільової 

функції при базисних змінних. У свою чергу ці двоїсті оцінки підставляються в 

обмеження двоїстої задачі для обчислення коефіцієнтів в рівнянні цільової функції. 

 При цьому можливі два варіанти.  

1. Якщо зміни цільової функції пов'язані зі зміною коефіцієнтів при поточних 

базисних змінних, слід отримати нові двоїсті оцінки і потім використовувати їх, 

обчислюючи коефіцієнти в рівнянні цільової функції.  

2. Якщо зміни стосуються тільки коефіцієнтів при небазисних змінних, слід 

використовувати поточні двоїсті оцінки (безпосередньо з симплексної таблиці) та 

обчислити коефіцієнти в рівнянні цільової функції. Ніяких інших змін симплексна 

таблиця при цьому не зазнає.  
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 Припустимо, що цільова функція в задачі (16)  замінена на 
21

32)( xxxf  . 

Змінилися коефіцієнти при  
1

x  та при 
2

x , які в даному випадку є базисними 

змінними поточного розв’язку. Отже, необхідно отримати нові двоїсті оцінки по 

формулі (15).  Зауважимо, що порядок базисних змінних в симплекс-таблиці для 

поточного рішення наступний: 
2

x , 
3

x , 
1

x :  

 










зміннихдвоїстих

значенняоптимальні
   3/5,3/4,0

3/13/10

3/23/11

3/13/20

2,0,3 


















. 

 

 

  

Двоїста задача теж змінилася, оскільки праві частини двоїстих обмежень 

тепер повинні дорівнювати новим значенням коефіцієнтів цільової функції прямої 

задачі. Двоїста задача тепер має наступний вигляд: 

 Максимізувати функцію  
321

7)(  g   при обмеженнях:  

 















0,0,0

3

22

321

321

321







 

 

 

  

Коефіцієнти рядка цільової функції  обчислюються як різниця між лівими і 

правими частинами відповідних обмежень двоїстої задачі (14):  

 

коефіцієнт при ,022
3211

 x  

коефіцієнт при ,03
3212

 x  

коефіцієнт при ,00
13

 x  

коефіцієнт при ,3/40
24

 x  

  коефіцієнт при .3/50
35

 x  
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Оскільки в розглянутій задачі цільова функція підлягає мінімізації і всі 

коефіцієнти при вільних змінних в рядку цільової функції недодатні, вказана зміна 

в  рівнянні цільової функції не впливає ні на склад змінних в оптимальному рішенні, 

ні на їх значення.  Змінюється тільки значення цільової функції: :  

 

13)(min xf .  

 

 Розглянемо ще один приклад, коли зміни цільової функції призводять до не 

оптимальності поточного рішення.  Припустимо, що цільова функція в задачі (16)  

замінена на 
21

26)( xxxf  . Змінилися коефіцієнти при  
1

x  та при 
2

x , які в даному 

випадку є базисними змінними поточного розв’язку. Отже, необхідно отримати 

нові двоїсті оцінки по формулі (15).  Зауважимо, що порядок базисних змінних в 

симплекс-таблиці для поточного рішення наступний: 
2

x , 
3

x , 
1

x :  

 










зміннихдвоїстих

значенняоптимальні
   3/8,3/2,0

3/13/10

3/23/11

3/13/20

6,0,2 


















. 

 

 

  

Двоїста задача теж змінилася, оскільки праві частини двоїстих обмежень 

тепер повинні дорівнювати новим значенням коефіцієнтів цільової функції прямої 

задачі. Двоїста задача тепер має наступний вигляд: 

 Максимізувати функцію  321
7)(  g   при обмеженнях:  

 















0,0,0

2

62

321

321

321






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Коефіцієнти рядка цільової функції  обчислюються як різниця між лівими і 

правими частинами відповідних обмежень двоїстої задачі по формулі (14):  

 

коефіцієнт при ,062
3211

 x  

коефіцієнт при ,02
3212

 x  

коефіцієнт при ,00
13

 x  

коефіцієнт при ,3/20
24

 x  

  коефіцієнт при .3/80
35

 x  

 

Введемо в оптимальну симплексну таблицю (18) нові значення коефіцієнтів 

при вільних змінних в рядку цільової функції, а також обчислимо нове значення 

цільової функції. Отримаємо наступну симплексну таблицю:  

 

         
i

b  
5

x  
4

x  

2
x  3 1/3 2/3 

 3
x  4 2/3 1/3 

1
x  2 1/3 -1/3 

)(xf  -18 -8/3 2/3 

 

 

 

 

  

 

Оскільки в розглянутій задачі цільова функція підлягає мінімізації і 

коефіцієнт при змінній 4
x  в рядку цільової функції додатний, проводимо ітерацію 

симплексного методу з заміною базисної змінної 2
x  на вільну змінну 4

x , 

отримуємо наступну таблицю:  
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i

b  
5

x  
2

x  

4
x  9/2 1/2 3/2 

 
3

x  5/2 1/2 -1/2 

1
x  7/2 1/2 ½ 

)(xf  -21 -3 -1 

 

 

 

 

  

Дане рішення допустиме та оптимальне:  

  

 

 

21)(min xf . 

 

Діапазон зміни коефіцієнтів цільової функції 

Іншим способом дослідження впливу зміни коефіцієнтів цільової функції на 

оптимальність рішення є визначення діапазону зміни цих коефіцієнтів (окремо для 

кожного коеффіцієнта), в якому поточне рішення  залишається оптимальним. 

Нехай в задачі (16) потрібно визначити інтервал оптимальності для 

коеффіцієнта при змінній.  Для знаходження интервалу оптимальності для зміни D 

запишемо цільову функцію наступним чином: 

 

Мінімізувати функцію  21
2)( xxxf  .  

 
























0

2/9

2/5

0

2/7

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x



45 

 

Поточне базисне рішення залишиться допустимим, якщо всі базисні змінні 

залишаться невід'ємними.  Використовуючи формулу (13), отримуємо наступну 

систему нерівностей:  

 
































































































0

0

0

3/3/6

3/3/12

3/23/9

7

1

1

3/13/10

3/23/11

3/13/20

1

3

2

D

D

D

D

x

x

x

. 

 

 

  

Перша нерівність дає умову D ≥ -9/2, друга нерівність: D ≥ -12, третя 

нерівність: D ≤ 6. Таким чином, поточне базисне рішення залишиться допустимим 

при виконанні нерівності:  

 

62/9  D .  

 

  

 Це еквівалентно наступному інтервалу допустимості для ресурсу другого 

обмеження:  

 

612/91  обмеженнядругогоресурс   

 

  

 або  

 

75,3  обмеженнядругогоресурс .  
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Зміни питомих витрат ресурсів 

Зміна коефіцієнта, який характеризує витрати ресурсу на одиницю продукції 

для якого-небудь виду виробничої діяльності, може вплинути тільки на 

оптимальність рішення, так як ця зміна пов'язана з лівою частиною відповідного 

двоїстого обмеження. Однак ми змушені обмежитися розглядом даного питання 

тільки стосовно до коефіцієнтів, що фігурують при небазисних змінних. Зміна 

коефіцієнтів, які у відповідних обмеженнях стоять перед базисними змінними, 

впливає на зворотну матрицю, і в цьому випадку обчислення можуть виявитися 

досить складними. Тому розглянемо зміни питомих витрат ресурсів, що відносяться 

тільки до тих видів виробничої діяльності, яким під час розв’язання відповідають 

небазисні змінні. Найпростіше проаналізувати ситуацію, пов'язану зі зміною 

коефіцієнтів при базисних змінних шляхом розв’язання заново сформульованої 

задачі. Розроблено методи, що дозволяють проаналізувати наслідки зміни одного з 

коефіцієнтів при базисних змінних. Однак вони дають менше інформації, ніж інші 

способи аналізу моделей на чутливість. 

 

Додавання нового виду виробничої діяльності 

Додавання в модель лінійного програмування нового виду виробничої 

діяльності еквівалентно додаванню нової змінної в задачу лінійного 

програмування.  Новий вид виробничої діяльності можна асоціювати з такою 

небазисною змінною вихідної моделі, яка спочатку має нульові коефіцієнти і в 

цільовій функції, і в усіх обмеженнях. Значення відповідних коефіцієнтів нового 

виду виробничої діяльності будуть представляти собою зміни щодо вихідної задачі. 

Розглянемо, як вплине додавання нового виду виробничої діяльності на 

оптимальність розв’язку задачі (16).  Позначимо новий вид виробничої діяльності, 

як  7
x  , тоді задача буде мати  наступний вигляд: 

Мінімізувати функцію  721
2)( xxxxf    при обмеженнях:  
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



















0,0,0

72

1

1

721

21

721

721

xxx

xx

xxx

xxx

 

 

 

  

Додаткове обмеження двоїстої задачі, яке відповідає новій змінній 
7

x  

виглядає наступним чином: 

 

1
21

    

 

 

Оскільки нова змінна 
7

x  розглядається як небазисна змінна, тому двоїсті 

оцінки залишаються незмінними  1,1,0*  . Обчислимо значення коефіцієнта при 

змінній  
7

x  в рядку цільової функції симплексної таблиці, відповідній 

оптимальному рішенню по формулі (14):  

 

коефіцієнт при 01
217

 x , 

 

тобто значення цільової функціі не змінюється, що означає нерентабельність 

даного виду виробничої діяльності. Розглянемо інший приклад, коли зміни в 

вихідній задачі мають наступний вигляд:  

Мінімізувати функцію  721
22)( xxxxf    при обмеженнях:  

 





















0,0,0

72

1

1

721

21

721

721

xxx

xx

xxx

xxx
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Виконується перетворення загальної задачі лінійного програмування в 

стандартну форму канонічної задачі. 

Мінімізувати функцію )22(0)(
721

xxxxf     при обмеженнях:  

  















)xx(x

)xxx(x

)xxx(x

215

7214

7213

27

1

1

 

 

Дотримуючись правил структурного перетворення побудуємо двоїсту задачу, 

що відповідає даній задачі.  

Максимізувати функцію  
321

7)(  g   при обмеженнях:  

 





















0,0,0

2

2

12

321

21

321

321









. 

 

 

  

Обчислимо значення коефіцієнта при змінній  
7

x  в рядку цільової функції 

симплексної таблиці, відповідній оптимальному рішенню по формулі (14):  

 

коефіцієнт при 12
217

 x , 

 

отже значення цільової функції не є оптимальним, тобто поточне рішення 

можна покращити. Для цього оптимальна симплексна таблиця модифікується 

наступним чином: в її праву частину вводиться стовпець, асоційований зі змінною 

7
x  , при цьому коефіцієнт при цій змінній в рядку цільової функції дорівнює 1. 

 Відповідні коефіцієнти обмежень обчислюються по формулі (13):  
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





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















3/1

3/4

3/2

0

1

1

3/13/10

3/23/11

3/13/20

 

 

 

  

Отримаємо наступну симплексну таблицю:  

 

         
i

b  
5

x  
4

x  
7

x  

2
x  3 1/3 2/3 2/3 

 
3

x  4 2/3 1/3 4/3 

1
x  2 1/3 -1/3 -1/3 

)(xf  -8 -1 -1 1 

 

 

 

 

  

 

Оскільки в розглянутій задачі цільова функція підлягає мінімізації і 

коефіцієнт при змінній 
7

x  в рядку цільової функції додатний, проводимо ітерацію 

симплексного методу з заміною базисної змінної 3
x  на вільну змінну 7

x , 

отримуємо наступну таблицю:  

 

 

         
i

b  5
x  2

x  3
x  

4
x  1 0 1/2 -1/2 

 7
x  3 1/2 1/4 3/4 

1
x  3 1/2 -1/4 1/4 

)(xf  -11 -3/2 -5/4 -3/4 

 

 

 

 

  

Дане рішення допустиме та оптимальне:  
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11)(min xf . 

 

Результати, отримані при аналізі моделей на чутливість, можна 

сформулювати наступним чином. 

1. Зміни різних коефіцієнтів у вихідній моделі можуть вплинути на 

оптимальність або допустимість поточного рішення і привести до одного з 

трьох можливих наслідків: 

a) склад змінних і їх оптимальні значення залишаються незмінними; 

b) склад змінних залишається колишнім, але їх оптимальні значення 

змінюються; 

c) склад змінних і їх значення змінюються.  У випадках (а) і (b) методи аналізу 

моделей на чутливість вельми ефективні.  Навіть в третьому випадку нове 

оптимальне рішення, як правило, вдається отримати, використовуючи 

невелику кількість додаткових ітерацій. 

2. Введення додаткового обмеження не може привести до поліпшення 

значення цільової функції. 

3. Введення нової змінної не погіршує значення цільової функції. 

 

  




























3

0

0

0

1

3

7

5

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x



51 

 

ВПРАВИ 

 

 

Для виготовлення трьох видів продукції (A, B, C) використовується три види 

ресурсів (1, 2, 3).  Обсяг ресурсів, норми їх витрат на одиницю кожної продукції і 

ціна реалізації одиниці кожної продукції зведені в  таблицю.  За заданою таблицею: 

 

1) скласти математичну модель задачі для визначення оптимального плану 

випуску продукції з умови її максимальної вартості, 

2) скласти математичну модель двоїстої задачі, 

3) знайти оптимальні рішення прямої та двоїстої задач і дати їх економічну 

інтерпретацію, 

4) визначити ступінь дефіцитності ресурсів, що використовуються для 

виробництва продукції та рентабельність кожного виду продукції, 

5) знайти інтервали зміни запасів ресурсів (стійкість двоїстих оцінок стосовно 

запасів кожного з ресурсів), 

a) визначити, як зміниться максимальний прибуток, і знайти новий план 

випуску продукції, якщо: запаси найдефіцитнішого ресурсу зменшаться 

на 10%, 

b) запаси другого за дефіцитністю ресурсу збільшаться на 10%, 

6) з’ясувати доцільність випуску нового виду продукції (Д). Норми витрат 

ресурсів і ціна реалізації одиниці продукції наведені в таблиці в четвертому 

стовпчику під назвою виду продукції Д, 

7) знайти діапазони зміни ціни для кожного виду продукції. 
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Задача 1. 

 

 

 

Задача 2. 

 

 

 

Задача 3. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 2 4 170 

2 3 4 1 3 200 

3 5 3 2 2 210 

Ціна 12 14 10 13  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 1 3 2 59 

2 4 3 3 1 67 

3 3 5 1 2 75 

Ціна 20 12 17 10  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 3 1 2 480 

2 3 4 3 1 500 

3 1 3 3 2 400 

Ціна 120 150 140 110  
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Задача 4. 

 

 

 

Задача 5. 

 

 

 

Задача 6. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 1 2 4 260 

2 4 3 1 3 280 

3 3 5 2 1 460 

Ціна 180 120 120 140  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 2 3 1 1 40 

2 1 5 1 2 58 

3 2 1 1 2 34 

Ціна 70 120 60 100  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 1 1 2 180 

2 3 2 3 4 200 

3 1 2 2 1 140 

Ціна 50 70 90 60  
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Задача 7. 

 

 

 

Задача 8. 

 

 

 

Задача 9. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 3 2 400 

2 3 4 3 1 500 

3 3 3 1 2 480 

Ціна 90 150 110 100  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 2 3 1 210 

2 3 4 3 2 240 

3 2 1 1 2 150 

Ціна 60 90 80 50  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 2 1 1 2 170 

2 2 5 1 1 290 

3 1 3 1 2 200 

Ціна 100 120 50 70  
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Задача 10. 

 

 

 

Задача 11. 

 

 

 

Задача 12. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 4 2 29 

2 3 4 3 1 32 

3 5 3 1 2 49 

Ціна 12 15 14 11  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 5 3 2 2 42 

2 3 4 1 3 40 

3 1 3 2 4 42 

Ціна 24 28 20 26  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 3 2 80 

2 3 3 1 2 96 

3 3 4 3 1 100 

Ціна 24 30 28 22  
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Задача 13. 

 

 

 

Задача 14. 

 

 

 

Задача 15. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 5 1 2 150 

2 4 3 3 1 134 

3 3 1 3 2 108 

Ціна 40 24 34 20  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 2 1 4 78 

2 4 1 3 3 84 

3 3 2 5 1 138 

Ціна 54 36 36 42  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 1 2 54 

2 2 3 3 4 60 

3 2 1 2 1 42 

Ціна 15 21 18 27  
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Задача 16. 

 

 

 

Задача 17. 

 

 

 

Задача 18. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 1 2 4 120 

2 5 1 1 3 174 

3 1 1 2 2 102 

Ціна 36 18 21 13  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 2 1 84 

2 3 3 4 2 96 

3 2 1 1 2 60 

Ціна 24 32 36 20  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 4 3 2 1 104 

2 3 4 1 3 112 

3 1 3 2 5 184 

Ціна 84 72 48 48  



58 

 

 

Задача 19. 

 

 

 

Задача 20. 

 

 

 

Задача 21. 

 

 

 

 

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 2 1 4 3 102 

2 1 3 3 4 120 

3 2 5 2 3 126 

Ціна 60 72 78 84  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 3 3 1 2 236 

2 4 3 3 1 268 

3 3 1 5 2 300 

Ціна 80 68 48 40  

Ресурс 
Норма витрат ресурсів на виробництво 

одиниці продукції виду 
Запас 

ресурсу 
А В С Д(новий) 

1 1 3 2 4 78 

2 3 4 1 3 84 

3 5 3 2 1 138 

Ціна 36 54 36 42  
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