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ВСТУП 

Сучасні літальні апарати (ЛА) – це технічні об’єкти. Тому особливу 

увагу в навчальному посібнику приділено викладу загальних принципів і 

методик аналізу надійності технічних об’єктів, елементів і систем, а 

також загальних властивостей надійності та основних методів її 

підвищення. 

Теорія надійності – це загальна технічна дисципліна, що має власний 

предмет дослідження, свої методи та сферу застосування. Тому 

теоретичні викладки та результати аналізу, подані у цьому навчальному 

посібнику, використовують не тільки у галузі авіаційної та космічної 

техніки. Спеціальні розділи теорії надійності ЛА орієнтовані на 

особливості і відмінності їх від інших технічних об’єктів. 

Для розуміння основ теорії надійності, результатів аналізу та 

оцінювання показників надійності, наведених у посібнику, потрібні 

знання з математики в обсязі стандартного курсу технічного вищого 

навчального закладу, зокрема з теорії ймовірностей і математичної 

статистики, теорії випадкових процесів, диференціальних та 

інтегральних перетворень, операційного числення, а також елементарні 

відомості зі спеціальних розділів теорії і техніки ЛА. 

Успішне вивчення основ надійності ЛА допоможе у подальшому 

оволодінні фаховими дисциплінами («Прикладна механіка конструкцій 

ЛА», «Аеронавігаційні системи», «Основи технології та виробництва ЛА 

і ЕДУ» та ін.) й у виконанні студентами розрахунків показників 

надійності під час курсового і дипломного проектування, дасть 

можливість покращити рівень їх фахової підготовки. 

Для підвищення надійності ЛА використовують різні методи 

структурного резервування, тому у посібнику докладно подаються 

методи й технічні прийоми різних видів резервування у складних 

технічних системах, а схемотехнічні питання реалізації методів 

підвищення надійності мають другорядне значення, оскільки їх докладно 

розглянуто в інших навчальних дисциплінах. 
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Посібник містить приклади, що ілюструють методи і методики 

розрахунку надійності, загальні результати аналізу надійності, 

властивості методів забезпечення надійності. 

Питання контролю, діагностування, профілактичного забезпечення 

та ремонту є предметом розгляду самостійних навчальних дисциплін, але 

тут активно використовуються елементарні відомості з цих дисциплін. 

Список літератури і посилання на джерела дають можливість читачу 

поглибити знання з вузьких питань теорії надійності, самостійно вивчати 

технічну літературу монографічного характеру. 

Побудова посібника сприятиме активному засвоєнню матеріалу, 

покликана допомагати розвити критичний погляд на переваги й недоліки 

моделей надійності і підготуватися студентам до самостійної діяльності 

у сфері забезпечення надійності ЛА. 

Попри те, що з теорії надійності видано декілька фундаментальних 

монографій, спеціальної навчальної літератури з надійності ЛА 

недостатньо. Підготовка навчального посібника з цього курсу 

продиктована важливістю цілеспрямованого вивчення основ теорії 

надійності ЛА студентами спеціальності «Літаки та вертольоти», але не 

виключає їх самостійної роботи з додатковими літературними 

джерелами. 

Посібник складений з урахуванням основних кваліфікаційних вимог, 

обов’язкових знань і навичок, потрібних для сертифікації фахівців 

напряму авіа- та ракетобудування. 

Навчальний посібник складено на основі світових (ТК 56 МЕК 

«Надійність»), українських (ДСТУ 2860-94, ДСТУ 2861-94, ДСТУ 2864-94, 

ДСТУ 3004-95, ДСТУ 2595-94) та російських (ТК 119 «Надежность в 

технике») стандартів, які чинні на теперішній час. У науково-

теоретичній базі також використано положення з надійності та якості 

Американської Спілки з Контролю Якості [48], а також нові публікації з 

основ надійності. 
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РОЗДІЛ 1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТА ВИЗНАЧЕННЯ 

Проблема забезпечення надійності – одна з нагальних під час 

проектування, виробництва та експлуатації ЛА (літаків, вертольотів, 

супутників, ракет тощо). Надійність авіаційної й космічної техніки – 

найважливіший елемент її якості: без високої надійності не може бути 

виробів високої якості. Роль проблеми забезпечення надійності сучасних 

ЛА зростає через безупинне їх ускладнення, постійне збільшення 

навантажень та інтенсивності використання, значне розширення 

діапазону умов експлуатації й галузей застосування, підвищення рівня 

автоматизації ЛА. 

Як і багато інших технічних об’єктів, ЛА складаються із складних 

систем та комплексів технічних засобів, тому багато питань теорії і 

практики надійності ЛА можуть розглядатися як загальнотехнічні. 

Разом з тим специфіка ЛА потребує у деяких випадках особливого 

підходу і спеціальних методів аналізу й підвищення надійності. 

До особливостей ЛА варто віднести насамперед те, що вони є 

складними технічними об’єктами, які функціонально об’єднують 

елементи і складні системи, які оснащені різноманітними апаратними та 

програмними засобами й утворюють апаратно-програмні комплекси 

(АПК). Сучасні АПК – це сукупність технічних засобів, алгоритмів 

керування, методів і засобів інформаційного й програмного 

забезпечення, об’єднаних для виконання завдань функціонування. У 

свою чергу, технічні засоби містять у собі крім пристроїв, механізмів, 

приладів та будь-яких їх елементів і частин, складні комплекси 

вимірювальної, інформаційно-обчислювальної техніки, засобів зв’язку, 

автоматики, відображення, реєстрації й архівації інформації, допоміжної 

та основної апаратури, котрі забезпечують їх функціонування. 

Безумовно, не всі відмови апаратури неминучі, кожна з них 

зумовлена своєю причиною чи групою причин. Якщо причини відомі, на 

них можна впливати для попередження відмови. Але основною 
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особливістю ЛА є те, що відомостей про процеси, які відбуваються в них, 

не завжди виявляється достатньо. Щоб такі відомості отримати, 

систематизувати і врахувати під час проектування і виробництва, 

потрібні чималий час і чималі засоби, яких у розробників часто немає. 

Наслідком цього є непрогнозованість деяких аварійних ситуацій, 

випадковий характер появи відмов в апаратурі ЛА. 

Багато технічних об’єктів старіють морально раніше, ніж фізично, 

тому найчастіше проектувальники замість удосконалення вже створених 

елементів і систем розробляють нові. Виходячи з досвіду попередньої 

роботи, вони виключають одні помилки, але замість них з’являються 

інші, викликані розходженням теорії і практики, недостатнім 

врахуванням умов експлуатації. Особливістю авіаційної та космічної 

техніки можна вважати значне розширення діапазону умов експлуатації 

ЛА. Залежно від призначення, території застосування і пори року вони 

працюють в умовах високої чи низької температури навколишнього 

середовища, зазнають дії підвищеного чи зниженого тиску, високої чи 

низької вологості, великих механічних навантажень вібраційного й 

ударного типів, на них впливають підвищена радіація, агресивні 

середовища, негативні біологічні фактори. 

Ненадійність авіаційної та космічної техніки обертається великими 

економічними втратами. Вартість експлуатації багатьох ЛА перевищує 

їх покупну вартість. Проблема надійності ЛА має особливе значення 

через значущість виконуваних ними функцій і високу ціну відмови: 

навіть у досить рідкісних випадках раптова відмова одного з основних 

елементів або систем ЛА у повітряному просторі може спричинити 

загибель людей і становить серйозну екологічну небезпеку для 

навколишнього середовища. Крім того, підвищення надійності ЛА має 

економічні аспекти: збитки, спричинені відмовою елемента або системи 

ЛА чи їх неправильним спрацюванням, часто перевищують вигоду, яку 

отримують у періоди їх працездатного стану. Наприклад, збиток, 
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викликаний падінням ЛА, може в сотні й тисячі разів перевищити 

вартість самого ЛА і вимірюватись у мільйонах доларів. 

Особливістю ЛА є також те, що не всі відмови елементів і систем 

проявляються явно і часто не можуть бути виявлені візуально. Щоб 

відстежувати такі відмови, створюють спеціальні засоби контролю і 

діагностування, які дають можливість вчасно передбачити виникнення 

тих відмов, які випадково проявляються, і, як наслідок, запобігти їх 

появі, що значно підвищує рівень надійності ЛА. Для того, щоб технічні 

засоби відтворювали алгоритми функціонування так, як це було 

передбачено розробниками під час проектування, апаратура має бути 

досить надійною, пристосованою для своєчасного виявлення й усунення 

відмов. Від того, наскільки в ЛА вдалося виключити відмови або 

зменшити їх кількість та ймовірність появи чи усунути або зменшити їх 

вплив на процес функціонування ЛА, залежить не тільки їх якість, але й 

безпека експлуатації. Це може бути гарантовано системою забезпечення 

надійності ЛА, яка має попереджати й усувати аварійні ситуації і сама 

не повинна провокувати негативні процеси в технічних системах та 

комплексах ЛА. Тому завдання розроблення та впровадження системи 

забезпечення високої надійності стає ключовим у теорії і практиці 

проектування, виробництва й експлуатації ЛА. 

Основні терміни та визначення, обсяг і зміст основних понять, 

використовувані у цьому навчальному посібнику, регламентовані ДСТУ 

2860–94 Надійність техніки. Терміни та визначення. 

Але, що стосується російського математичного терміна «плотность», 

який в ДСТУ 2860-94 перекладено як «густина», у цьому навчальному 

посібнику використано термін «щільність» з декількох причин: 

– термін «густина» в ДСТУ 2860–94 не належить до 

стандартизованих термінів та їх синонімів, тобто не є для теорії 

надійності основним і визначальним; 
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– термін «щільність» використовується в російсько-українських 

словниках [39; 40]; 

– ДСТУ 2860–94 було затверджено понад 16 років тому, тобто деякі 

визначення застаріли і потребують уточнення у словниках, виданих 

пізніше. 

 

1.1. Предмет і завдання теорії надійності 

Теорія надійності – наукова дисципліна, що вивчає методи 

забезпечення ефективної роботи технічних об’єктів у процесі їх 

життєвого циклу. Роль та завдання теорії надійності – встановити і 

стандартизувати показники надійності, обґрунтувати вимоги до 

надійності, розробити методи аналізу та забезпечення заданих вимог під 

час проектування, виробництва та експлуатації об’єктів. 

Наука про надійність техніки вивчає закономірності змінювання 

показників працездатності об’єктів з часом, а також фізичну природу 

відмов, і на цій основі розробляє методи, що забезпечують потрібну 

довговічність та безвідмовність роботи об’єктів з найменшими 

витратами часу й коштів або дають можливість покращити ці показники. 

Предмет дослідження теорії надійності як наукової дисципліни має 

різні аспекти. У технічному аспекті теорія надійності встановлює 

закономірності виникнення відмов і відновлень працездатності об’єктів, 

розглядає вплив зовнішніх і внутрішніх факторів на процеси, що 

відбуваються у виробах, створює методи розрахунку надійності й 

прогнозування відмов, знаходить способи підвищення надійності під час 

проектування і виготовлення об’єктів, а також способи збереження 

надійності у процесі експлуатації, визначає методику збирання, обліку та 

аналізу статистичних даних, які характеризують надійність, розробляє 

методи проведення випробувань на надійність, оброблення та оцінювання 

результатів випробувань. 
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В економічному аспекті всі заходи щодо підвищення надійності на всіх 

етапах функціонування об’єкта повинні забезпечувати максимальний 

економічний ефект або задану надійність з мінімальними витратами. 

Для досягнення цього теорія надійності встановлює зв’язок між 

кількісними показниками надійності та економічною ефективністю, 

розробляє методи встановлення оптимальних значень показників 

надійності і вибору оптимальних конструктивних рішень, режимів 

експлуатації, технічного обслуговування й ремонту. При цьому слід 

враховувати, що підвищення надійності ЛА вимагає певних коштів, а 

випуск ненадійних виробів може спричинити непродуктивні витрати 

трудових і матеріальних ресурсів у процесі експлуатації. Вирішення 

проблем надійності – це значний резерв підвищення ефективності 

виробництва.  

Вплив надійності авіаційної техніки на безпеку польотів відображає 

соціальні аспекти теорії надійності. Кожна авіакатастрофа або вимушене 

простоювання ЛА внаслідок пошкодження окремих елементів чи систем, 

або зниження їх технічних характеристик нижче від допустимого рівня 

зазвичай спричиняють величезні матеріальні збитки, часто мають 

катастрофічні наслідки. 

В організаційному аспекті мають бути якнайкраще організовані 

трудові процеси, що забезпечують якісне (безпомилкове) виконання 

робіт під час проектування, виготовлення та експлуатації об’єктів, служб 

надійності, науково-дослідних робіт, технічного контролю і навчання 

фахівців. Важливість цього аспекту пов’язана також із тим, що всі 

завдання підвищення і забезпечення надійності вирішуються 

ергономічними системами («людина–літальний апарат–середовище»), а 

значна частка льотних подій пов’язана із впливом людського чинника. 

У правовому аспекті слід проводити роботи зі стандартизації та 

уніфікації у сфері надійності на основі створення комплексу загальних 

технічних стандартів у авіаційній галузі, які повинні забезпечувати 
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порозуміння фахівців, порівнянність (зіставність) результатів 

розрахунків і випробувань, впровадження сучасних концепцій 

забезпечення надійності та регламентації норм надійності у стандартах і 

технічних умовах на конкретні види техніки. 

Головні завдання теорії надійності: 

– встановлення показників надійності технічних об’єктів; 

– розроблення аналітичних методів оцінювання надійності; 

– спрощення аналізу та оцінювання надійності; 

– оптимізація показників надійності на стадії експлуатації технічних 

об’єктів; 

– розроблення методів підвищення надійності і синтезу 

високонадійних об’єктів. 

Надійність – фундаментальне поняття, за допомогою якого 

визначаються інші поняття теорії надійності. 

Надійність – це якісна властивість об’єкта зберігати у часі у 

встановлених межах значення всіх параметрів, що характеризують його 

здатність виконувати потрібні функції у заданих режимах та умовах 

застосування, технічного обслуговування, зберігання і транспортування 

[5]. Це поняття має деякі особливості. 

1. Як випливає з визначення, надійність є внутрішньою властивістю 

об’єкта, що закладена в нього під час проектування та виготовлення і яка 

виявляється під час експлуатації. Для кількісного оцінювання надійності, 

як і будь-якої іншої властивості об’єкта, необхідна та чи інша міра, що є 

її характеристикою. Надійність не можна звести тільки до однієї її 

характеристики. 

2. Надійність – це комплексна властивість, яка, залежно від 

призначення об’єкта та умов його застосування, може виявлятися у 

безвідмовності, довговічності, ремонтопридатності, збережуваності чи у 
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певних поєднаннях цих властивостей. Термін «надійність» 

використовують лише для загального якісного (некількісного) опису; для 

кількісного визначення надійності використовують кількісні показники 

цих властивостей. 

3. Особливість надійності полягає в тому, що вона виявляється у 

часі. Якщо немає достатньо тривалого спостереження за об’єктом у часі, 

не можна зробити ніяких висновків про його надійність. Цим вона 

істотно відрізняється від таких властивостей об’єкта, як дефектність, 

точність та ін. Дефектність можна встановити з допомогою спеціальних 

вимірів протягом порівняно невеликого часу, обумовленого кількістю 

вимірюваних параметрів і часом кожного виміру, за кілька хвилин чи 

годин [3; 15] до початку експлуатації. Для того, щоб скласти уявлення 

про надійність, потрібні спостереження за групою однотипних об’єктів 

протягом тисяч чи десятків тисяч годин. Можна вважати також, що 

дефектність і точність відображають початкове значення якості об’єкта, 

а надійність відображає стійкість початкової якості у часі. 

4. Ще одна особливість надійності полягає у тому, що вона по-

різному виявляється за різних умов експлуатації і режимів застосування 

об’єкта. Зі зміною режимів та умов експлуатації змінюються також 

характеристики надійності. Не можна оцінити надійність об’єкта, якщо 

не уточнені умови його експлуатації і режими застосування. 

1.1.1. Об’єкт, система та елемент 

У визначенні поняття «надійність» для позначення власника цієї 

властивості і предмета аналізу використовують поняття «об’єкт». 

Об’єкт – це технічний предмет певного цільового призначення, 

який розглядають як сукупне ціле і надійність якого аналізують у 

періоди проектування, виробництва, випробувань та експлуатації. 

Примітка 1. Об’єкт може включати технічні засоби, технічний персонал чи будь-яке їх 

поєднання. 

Примітка 2. Сукупність об’єктів, об’єднаних спільним призначеним і метою функціонування, 

можна розглядати як об’єкт. 
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Об’єктом може бути система або елемент (споруда, технічна 

система, технічний чи програмний засіб або комплекс, машина, людино-

машинна система, підсистема, установка, апаратура, прилад, агрегат, 

пристрій чи будь-яка їх частина, окрема деталь або функціональна 

одиниця тощо), який можна розглядати як самостійну одиницю і 

надійність якого аналізують у кожному конкретному випадку на етапах 

розробки технічних вимог, проектування, конструювання, виробництва, 

використання і ремонту (рис. 1.1). До об’єктів належать також 

сукупності (комплекси, системи) виробів, що спільно виконують 

визначені функції чи завдання, навіть якщо вони не пов’язані між собою 

конструктивно (наприклад, лінії радіозв’язку, системи енергетики та ін.). 

 
 

Рис. 1.1. Зв’язок між об’єктом, елементом і системою з погляду теорії надійності 

Елемент з погляду надійності – найпростіша складова частина 

виробу; він може складатися з багатьох деталей. 

Система – це сукупність спільно діючих елементів, вона призначена 

для самостійного виконання заданих функцій. 

Тобто, з погляду теорії надійності, під системою розуміють таку 

сукупність взаємодіючих елементів, яку не можна розглядати як сукупне 

ціле без врахування зв’язків між елементами. У цьому випадку 

розглядають показники надійності не тільки окремих елементів, які 

входять у склад цієї системи, а також вплив на надійність структурних та 

функціональних зв’язків між ними. 

Поняття елемента і системи трансформуються залежно від 

поставленого завдання. Наприклад, двигун літака під час встановлення 

його власної надійності розглядають як систему, що складається з 

окремих елементів – механізмів, деталей і т. п., а під час вивчення та 

Об’єкт 

Елемент Система 
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аналізу надійності самого літака в цілому – як його елемент. Отже, 

залежно від етапу аналізу надійності та ступеня його деталізації той 

самий об’єкт можна розглядати і як елемент, і як систему. 

У технічній літературі з надійності часто використовують також 

поняття «виріб». Однак поняття «об’єкт» і «виріб» не є синонімами і 

тому потребують пояснення. Виріб – це промислова продукція. В єдиній 

системі конструкторської документації виробом називають будь-який 

предмет чи набір предметів, що підлягають виготовленню на 

виробництві. До технічних об’єктів належать не будь-які промислові 

вироби, а тільки такі, кожен екземпляр з яких у процесі експлуатації 

(застосування за призначенням) не піддається поступовому витрачанню, 

як, наприклад, паливо чи мастильні матеріали (у таких виробів з часом 

витрачається тільки технічний ресурс). З цього погляду не є об’єктом 

банка з мастильним матеріалом, хоча, безумовно, вона є виробом. Однак 

це не означає, що поняття «виріб» не можна вживати для аналізу 

надійності ЛА. Відтепер під виробом будемо розуміти будь-яку одиницю 

промислової продукції, кількість якої можна обчислювати у штуках чи 

екземплярах. 

У технічній літературі з теорії надійності [3] терміни «система» і 

«елемент» з погляду аналізу надійності вживають у вузькому і широкому 

розуміннях (сенсах), що потребує окремого детального пояснення. 

Елементом у вузькому розумінні називають виріб, що випускається 

серійно промисловістю і який має самостійне конструктивне 

оформлення (інтегральна мікросхема, тензорезистор, штуцер, 

штепсельний роз’єм тощо). Таке визначення цілком прийнятне і з 

погляду теорії надійності, і не суперечить тому, що такий елемент можна 

розглядати як об’єкт для аналізу його надійності. 

Елементом у широкому розумінні, чи структурним елементом, 

називають будь-який об’єкт, внутрішня структура якого на цьому етапі 

аналізу надійності не враховується. У розрахунках надійності такий 
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елемент розглядають як єдине і неподільне ціле. У технічній кібернетиці 

є термін, близький за змістом до терміна «структурний елемент», а саме 

– «чорна шухляда». Під час побудови моделей надійності структурний 

елемент іноді називають ще елементом розрахунку надійності. 

Вживання терміна «елемент» (у широкому розумінні) стосовно 

технічного виробу зовсім не означає, що він простий і містить невелику 

кількість елементів у вузькому розумінні. Елементом у широкому 

розумінні може бути не тільки діод, мікросхема, але й логічна плата, 

системний блок комп’ютера, комп’ютер у цілому, обчислювальний 

комплекс. 

Системою в широкому розумінні називають сукупність елементів (в 

широкому сенсі), з’єднаних між собою тим чи іншим способом. 

Натомість система в широкому розумінні не обов’язково повинна 

містити велику кількість апаратури. Вона може складатися з декількох 

чи навіть одного елемента у широкому розумінні. Так, резистор можна 

розглядати як систему, що складається з підкладки ізоляції, напилювання, 

електричних виводів і т. п. Надалі терміни «елемент» і «система» 

вживатимемо переважно в широкому розумінні, за винятком випадків, 

про які буде сказано окремо. 

За ступенем складності системи можна розділити на прості і складні. 

Відмітні риси складної системи: велика кількість елементів, складний 

характер зв’язків між ними, різноманітність виконуваних функцій, 

зокрема обумовлених наявністю зворотних зв’язків, наявність елементів 

самоорганізації, складність поводження під впливом зовнішніх факторів, 

що змінюються, участь оперативного персоналу у функціонуванні 

системи тощо. Залежно від факторів, що враховуються під час 

класифікації, розрізняють структурно складні, функціонально складні, 

організаційно складні та інші різновиди складних систем. 

Автоматизовані системи обробки інформації і керування ЛА належать, 

зазвичай, до складних систем, хоча багато їх підсистем є простими 
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системами. Багатофункціональні системи найчастіше мають кілька рівнів 

працездатності, складну структуру, елементи адаптивності та 

самоорганізації. 

1.1.2. Працездатність. Справність. Відмова. Відновлення 

Надійність об’єкта характеризується такими основними станами і 

подіями. 

Справність – це стан об’єкта, за якого він здатний виконувати усі 

задані функції та відповідає всім вимогам, установленим 

конструкторською (проектною) і/або нормативно-технічною 

документацією (НТД). 

Примітка. Далі під НТД будемо розуміти будь-яку конструкторську, проектну, технічну, 

ремонтну та іншу нормативну документацію. 

Працездатність – це стан об’єкта, за якого він здатний виконувати 

усі потрібні функції, зберігаючи значення основних параметрів, 

установлених НТД. 

Поняття справність ширше, ніж поняття працездатність. 

Працездатний об’єкт має задовольняти лише ті вимоги НТД, виконання 

яких забезпечує нормальне застосування об’єкта за призначенням. Отже, 

якщо об’єкт непрацездатний, то це свідчить про його несправність. 

Натомість якщо об’єкт несправний, то це не означає, що він 

непрацездатний. Наприклад: 1) пошкодження внутрішнього 

облаштування літака (поломане крісло для відпочинку персоналу або 

пасажира) – це його несправність, за якої літак може залишитися 

працездатним, тобто може виконувати такі важливі потрібні функції, як 

злітати, летіти по заданому маршруту, перевозити пасажирів або вантаж 

тощо; 2) розбитий габаритний ліхтар сигналізує робітнику ДАІ про 

несправність автомобіля і служить поважною причиною для стягнення 

штрафу з водія, але при цьому автомобіль залишається працездатним і 

може їхати. 
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Фактично одна з основних вимог теорії надійності – це необхідність 

установити приналежність усіх можливих станів об’єкта до одного з 

двох протилежних класів: працездатні і непрацездатні. 

Непрацездатним буде такий стан, за якого значення хоча б одного з 

параметрів потрібної функції не відповідає вимогам НТД. У більшості 

технічних об’єктів немає чіткої межі між цими класами станів. Однак у 

теорії надійності проміжні стани не розглядаються. Щоб оцінити 

надійність, треба зробити цю межу чіткою відповідно до розглянутої 

моделі надійності. Це дуже непросте завдання, і вирішують його шляхом 

обговорення за участю компетентних осіб з боку розробника і замовника 

(користувача) об’єкта. 

Однак далеко не завжди завдання розбиття усіх станів за цим 

дуальним принципом може бути успішно вирішене, тоді вводять 

декілька рівнів працездатності і поняття повної і часткової 

працездатності. У багатофункціональних системах може виникнути 

ситуація, коли для кожної функції вдається розділити всі стани на 

працездатні і непрацездатні, але бувають стани, за яких одні функції 

виконуються, а інші – ні. Тоді рівні працездатності виділяють за 

здатністю виконувати усі функції, групу функцій або окремі визначені 

функції. Для оцінювання надійності таких об’єктів можна застосовувати 

векторні показники. Якщо це незручно, використовують згортку 

векторного показника у скалярний, що трактується як показник 

ефективності. 

Працездатний стан об’єкта може бути критичним. 

Критичний стан – це стан об’єкта, що може спричинити травмування 

або загибель людей, значні матеріальні збитки чи інші неприйнятні 

наслідки. 

Примітка 1. Критичний стан не завжди є наслідком критичної несправності. 

Примітка 2. Для конкретного об’єкта мають бути встановлені критерії критичного стану. 
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Наприклад, різке гальмування літака на критично підвищеній 

швидкості на злітно-посадковій смузі може призвести до недопустимого 

зношування чи обгорання покришок коліс шасі, стан яких може бути 

критичним під час наступної посадки і надалі спричинити поломку шасі, 

аварію та загибель людей. Для деяких об’єктів критичний стан є певною 

фазою у їх експлуатаційному графіку, який вимагає проведення 

ремонтно-відновлюваних робіт. 

Непрацездатний стан об’єкта може бути граничним. 

Граничний стан – стан об’єкта, за якого його застосування 

(експлуатація) за призначенням неприпустиме або недоцільне, а 

відновлення його працездатного стану неможливе. Граничний стан часто 

виникає унаслідок старіння, зношування чи істотного зниження 

ефективності експлуатації об’єкта. Майже для всіх об’єктів граничний 

стан є останнім у функціонуванні, тобто об’єкт знімається з експлуатації. 

У загальному випадку критерії граничного стану об’єкта мають бути 

визначені або регламентовані НТД. 

Застосування об’єкта за призначенням припиняється у таких 

випадках: 

– непереборне порушення безпеки; 

– неусувне відхилення значень параметрів від заданих величин; 

– неприпустиме збільшення експлуатаційних витрат. 

З переходом із працездатного стану в непрацездатний і назад 

пов’язані особливі події у процесі функціонування об’єкта, які 

відповідно називаються відмовою і відновленням. 

Відмова – подія, що полягає у порушенні працездатного стану 

об’єкта, тобто подія, за якої відбувся перехід об’єкта з працездатного 

стану у непрацездатний. 
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Критерій відмови – відмітна (характерна) ознака або сукупність 

ознак, згідно з якими установлюється факт виникнення відмови об’єкта, 

тобто ознака порушення працездатного стану, який встановлений у НТД. 

Природно, що на противагу відмові, відновлення – це подія або 

процес, що полягає в переході об’єкта з непрацездатного стану у 

працездатний у результаті усунення відмови шляхом перебудови 

(реконфігурації) структури, ремонту або заміни частин та елементів, що 

відмовили. 

У зв’язку з відмінністю у поняттях «справність» і «працездатність» 

треба пам’ятати, що будь-яка відмова пов’язана з порушеннями вимог 

документації. Але не кожне порушення вимог спричиняє відмову, часто 

таке порушення викликає подію, яку називають несправністю, але це не 

можна вважати виникненням непрацездатного стану. Тому розрізняють 

несправності, що не спричиняють відмови, і несправності та їх 

сполучення, що викликають відмову (втрату працездатності). 

1.1.3. Характеристики і класифікація відмов 

Характер виникнення відмови – це фізичний, хімічний або інший процес, 

що викликав відмову. 

Відмову об’єкта розглядають як подію (випадкову або не випадкову). 

Подію називають достовірною, якщо вона обов’язково з’являється в результаті 

цього досліду, і неможливою, якщо вона не може відбутися (з’явитися) у 

результаті цього досліду. Подію, яка в результаті цього досліду може з’явитися, а 

також може і не з’явитися, називають випадковою подією. Випадковість появи 

події не означає, що немає будь-яких закономірностей і зв’язку між очікуваною 

подією і комплексом умов, що діють у процесі досліду. Наприклад, поява відмов у 

польоті літака буде ймовірнішою тоді, коли режим роботи бортових систем 

перевищуватиме розрахунковий. Ймовірність відмови буде тим більшою, чим 

більший ступінь перевищення розрахункового режиму. Тут виразно виявляється 

певний зв’язок між комплексом умов, що діють у процесі досліду, та очікуваною 

подією. 

За типом відмови розділяють на такі: 
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– відмови функціонування (виконання основних функцій об’єктом 

припиняється; наприклад, поломка осі колес шасі літака, зубів шестірні 

тощо); це функціональна надійність; 

– відмови параметричні (деякі параметри об’єкта змінюються у 

неприпустимих межах, наприклад, втрата міцності крила літака, точності 

приладу); це параметрична надійність. 

Відмову можна класифікувати за різними ознаками [2; 3; 5]. 

Основні ознаки класифікації відмов: 

– швидкість виникнення; 

– причина виникнення; 

– спосіб проявлення; 

– характер усунення; 

– наслідки відмов; 

– можливість подальшого використання об’єкта; 

– характер виявлення; 

– час виникнення. 

Розглянемо докладніше кожну із класифікаційних ознак. 

За швидкістю виникнення [3] бувають: 

– раптова відмова – відмова, що проявляється у різкій (миттєвій) 

зміні характеристик об’єкта; 

– поступова відмова – відмова, що відбувається у результаті 

повільного, поступового погіршення якості об’єкта. 

Примітка. Деякі автори [33] при класифікації вказаних відмов називають ознаку не 

«швидкість виникнення», а «характер виникнення», що робить означення суперечливим. По-перше, 

ці відмови належать до експлуатаційних, які можна визначати тільки у разі тривалих випробувань у 

часі. Тому ознака «швидкість» тут більш доречна. По-друге, під час застосування об’єкта за 

призначенням більш важливою і доцільною для таких відмов є ознака «можливість їх 

прогнозування». А для поступових відмов, які розрізняють за швидкістю їх виникнення, таке 

прогнозування можливе. 

Раптові відмови найчастіше проявляються у вигляді механічних 

ушкоджень елементів (тріщини у разі крихкого руйнування, пробої 
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ізоляції, обриви і т. п.) і не супроводжуються попередніми видимими 

ознаками їх наближення. Раптова відмова характеризується 

стрибкоподібною зміною значень одного чи декількох параметрів об’єкта і 

незалежністю моменту настання від часу попередньої роботи. Цю відмову 

неможливо передбачити попередніми дослідженнями або технічним 

оглядом. 

Поступові відмови часто пов’язані зі зношуванням деталей і 

старінням матеріалів. Вони можуть залежати від тривалості експлуатації 

елемента або системи. Поступові зміни параметрів зазвичай легко 

простежуються, даючи можливість вчасно ужити заходів з попередження 

переходу об’єкта у непрацездатний стан. 

За причиною виникнення виділяють: 

– конструкційну відмову, викликану недоліками, недосконалістю 

і/або невдалою конструкцією об’єкта; 

– виробничу відмову, пов’язану з помилками під час виготовлення 

об’єкта через недосконалість або порушення технології, невідповідність 

процесу виробництва установленим виробничим нормам і процесам, 

заданим у проекті; 

– експлуатаційну відмову, викликану порушенням правил та умов 

експлуатації об’єкта, виникненням непередбачених зовнішніх впливів під 

час використання чи незапланованої високої інтенсивності застосування. 

За способом проявлення відмови бувають: 

– випадкові, обумовлені непередбачуваними подіями, наприклад, 

випадковими перевантаженнями, дефектами матеріалу, помилками 

персоналу або збоями системи керування і т. п.; 

– систематичні, що виникають з поступовим нагромадженням 

ушкоджень і обумовлені закономірними та неминучими явищами: 

зношуванням, старінням, корозією, утомленістю і т. п. Можна 

простежити систему виникнення будь-якої систематичної відмови. Ця 

відмова однозначно пов’язана з певною причиною, яку можна усунути 
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лише після модифікації проекту чи виробничого процесу, правил 

експлуатації, документації чи інших чинників, що можна врахувати, 

наприклад, підрегулюванням, налаштуванням тощо. 

Примітка 1. Випадковими зазвичай бувають раптові відмови. 

Примітка 2. Систематичними найчастіше бувають поступові відмови. 

За характером усунення бувають: 

– стійкі відмови, які неможливо усунути легким або швидким 

способом, для відновлення працездатності потрібен тривалий ремонт або 

заміна елементів, вузлів чи структури об’єкта; 

– самоусувні відмови – легкі відмови, що легко усуваються. 

Самоусувні відмови можуть виникати багаторазово 

(виникаючі/зникаючі), тоді їх відносять до повторюваних 

(перемежованих) відмов. Повторювана відмова – це самоусувна відмова 

одного й того самого характеру, що виникає багаторазово. До 

самоусувних відмов належить збій або одноразова відмова. Збій – це 

одноразова відмова, яка сама зникає або яку незначним втручанням 

усуває оператор. Збій усувається в результаті природного повернення 

об’єкта у працездатний стан чи без участі, чи за нетривалої участі 

оператора, причому час усунення відмови малий або близький до нуля. 

За наслідками виділяють: 

– важку відмову (наслідки відмови: викликає вторинні відмови суміжних 

вузлів). 

– середню відмову (наслідки відмови: не викликає відмови суміжних 

вузлів – тобто вторинних відмов); 

– легку відмову (наслідки відмови: для відновлення працездатності не 

потребує тривалого ремонту або заміни елементів, вузлів чи структури 

об’єкта). 

За можливістю подальшого використання об’єкта бувають: 

– повні відмови, що виключають спроможність об’єкта функціонувати до 

їх усунення (об’єкт не виконує жодної з потрібних функцій); 
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– часткові відмови, за яких об’єкт можна частково використовувати 

(об’єкт може виконувати частину потрібних функцій). 

За наявності декількох рівнів працездатності у 

багатофункціональній системі повна відмова під час виконання однієї з 

функціонально самостійних операцій може означати тільки часткову 

відмову системи в цілому, якщо втрачена одна чи частина функцій, а 

інші можуть виконуватися. 

За характером виявлення вирізняють: 

– явні (очевидні) відмови – відмови, що виявляються візуально чи 

штатними методами і засобами контролю та діагностування під час 

підготовки об’єкта до використання чи у процесі його використання за 

призначенням; 

– неявні (приховані, латентні) відмови – відмови, що не 

виявляються візуально чи штатними методами і засобами контролю та 

діагностики, але виявляються під час проведення технічного 

обслуговування чи спеціальними методами діагностики. Затримка у 

виявленні неявної відмови може спричинити некоректну обробку 

інформації, неправильне спрацьовування алгоритмів, вироблення 

помилкових керівних впливів та інших несприятливих наслідків. 

За часом виникнення виділяють: 

– відмови під час приробітку, що виникають у початковий період 

експлуатації; 

– відмови під час нормальної експлуатації; 

– відмови від зношування, викликані необоротними процесами 

зношування деталей, старіння матеріалів та ін., які виникають після 

довготривалого застосування. 

Отже, будь-яку відмову можна характеризувати (описати) за кожною 

з наведених вище ознак. Наприклад: раптова експлуатаційна 

повторювана часткова явна відмова, яка виникла під час приробітку 

об’єкта; або: поступова конструкційна легка часткова неявна відмова, 

яка виникла під час нормальної експлуатації об’єкта. 
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У деяких пристроях та елементах можуть виникнути відмови двох 

протилежних типів. Наприклад, у пристроях, призначення яких полягає 

у формуванні визначеного сигналу на виході у відповідь на визначені 

сполучення сигналів на входах, приміром у логічних елементах, 

дискретних датчиках, пристроях контролю і діагностування, 

регуляторах, можливі відмови таких двох типів: а) немає сигналу, коли 

він має бути сформований, б) поява сигналу, коли його не має бути 

(помилковий сигнал). В електричних та електронних елементах 

(резисторах, напівпровідникових діодах, транзисторах, реле тощо) 

можуть виникати відмови таких двох протилежних типів: обрив шини і 

коротке замикання. У першому випадку падає до нуля провідність, але 

напруга досягає деякого ненульового значення; у другому – падає до 

нуля опір у визначеному напрямку. Все залежить від того, що в 

конкретному випадку можна розглядати як відмову об’єкта. 

1.2. Критерії та показники надійності 

невідновлюваних об’єктів 

Надійність недостатньо визначити на якісному рівні (висока, низька, 

прийнятна і т. п.) – потрібно вміти оцінювати її кількісно і порівнювати 

різні об’єкти за їх надійністю. Для цього вводяться критерії і показники 

властивостей надійності. 

Показник надійності – це кількісна характеристика одної чи 

декількох одиничних властивостей (безвідмовності, довговічності тощо), 

що визначають надійність об’єкта. Показник надійності кількісно 

характеризує певні характеристики об’єкта, що обумовлюють його 

надійність. Одні показники надійності (наприклад, технічний ресурс, 

термін служби) можуть мати розмірність, деякі інші (наприклад, 

ймовірність безвідмовної роботи, коефіцієнт готовності) є 

безрозмірними. 
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Нині у теорії надійності використовують ймовірнісні показники 

безвідмовності [2; 3; 4]. Кожен об’єкт характеризується вектором 

одиничних і комплексних показників. Оскільки під час порівняння один 

з варіантів може бути кращий від альтернативного варіанта за одним 

показником і гірший за іншим, серед показників вибирають той, котрий у 

конкретних умовах застосування щонайкраще відображає властивість 

надійності і додає йому функцію критерію надійності. Зазвичай саме цей 

показник нормується в технічному завданні на розробку і в НТД. Можна 

стверджувати і таке: нормований показник надійності використовують 

як критерій надійності. Не слід думати, що ці поняття збігаються цілком, 

тому що нормуватися може один показник, а під час порівняння 

варіантів використовуватися інший. 

Вибір та обґрунтування номенклатури показників надійності 

відбувається з урахуванням призначення об’єкта й умов його експлуатації 

[7; 36], тому перш ніж розглядати конкретний перелік показників 

надійності, корисно класифікувати об’єкти за зазначеними ознаками. 

За призначенням об’єкти розділяють на два класи: вироби 

конкретного призначення, що мають тільки один варіант застосування за 

призначенням (наприклад принтер, канал вимірювання барометричного 

тиску, детектор радіаційного контролю та ін.), і вироби загального 

призначення, що мають кілька варіантів застосування, функція яких 

універсальна (наприклад, джерело електроживлення, комп’ютер, 

магістраль системи зв’язку внутрішнього інтерфейсу та ін.). 

Щодо наявності можливості відновлення працездатності після 

відмови у період застосування за призначенням розрізняють 

невідновлювані (НВО) і відновлювані (ВО) об’єкти. 

Відновлюваний об’єкт – це ремонтовний об’єкт, який після відмови 

та усунення несправності (зокрема через заміну) знову здатний 

виконувати потрібні функції із заданими кількісними показниками 

надійності. 
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Невідновлюваний об’єкт – це об’єкт, ремонт якого неможливий чи 

не дозволяє відновити працездатність із заданими кількісними 

показниками надійності. 

Примітка. Невідновлюваний об’єкт може бути як ремонтовним, так і неремонтовним (див. 

главу 1.1). 

Об’єкт належить до групи відновлюваних, якщо його відновлення 

передбачене НТД і технічно можливе безпосередньо на місці його 

експлуатації. До групи невідновлюваних об’єкт відносять тоді, коли 

поточний ремонт технічно неможливий чи економічно недоцільний. При 

цьому у деяких випадках той самий об’єкт у різних умовах залежно від 

особливостей, етапів експлуатації або призначення можна вважати і від-

новлюваним, і невідновлюваним. Так, для ЛА, який перебуває в польоті 

на значній віддалі від ремонтних служб, це залежить від уміння льотного 

складу усувати відмови і несправності, від наявності запасних частин на 

борту ЛА, від тимчасових обмежень під час польоту та ін. Для 

автомобіля, наприклад, це залежить від досвіду водія, віддаленості від 

сервісних центрів, обмежень гарантійного обслуговування тощо. 

До невідновлюваних об’єктів можна віднести окремі елементи 

систем ЛА (прості елементи), наприклад, напівпровідникові вироби, 

зубчасті колеса, підшипники кочення і т. п. Об’єкти, що складаються з 

багатьох елементів, наприклад, літак, супутник, енергодвигунна 

установка, електронна апаратура зазвичай є відновлюваними, якщо їх 

відмови пов’язані з ушкодженнями одного або деяких елементів, які 

можуть бути замінені. 

Залежно від можливості технічного обслуговування і потреби у 

ньому (виконання профілактичних робіт і контролю технічного стану) 

об’єкти бувають такими, що обслуговуються і що не обслуговуються. 

Обслуговуваний об’єкт – об’єкт, для якого проведення технічного 

обслуговування передбачено нормативно-технічною і/або 

конструкторською (проектною) документацією. Необслуговуваний 
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об’єкт – об’єкт, для якого проведення технічного обслуговування не 

передбачено документацією. 

Ремонтопридатний (ремонтовний) об’єкт – це об’єкт, ремонт якого 

можливий та передбачений нормативною, ремонтною і/або 

конструкторською (проектною) документацією. За аналогією 

неремонтопридатний (неремонтовний) об’єкт – об’єкт, ремонт якого 

неможливий чи непередбачений документацією. 

Залежно від режиму застосування об’єкти розділяють на три класи: 

– однократного застосування; 

– безупинного тривалого застосування; 

– багаторазового циклічного застосування. 

Показники надійності подають у двох формах (визначеннях): 

– ймовірнісна; 

– статистична (вибіркові оцінки). 

Кількісні показники, які визначені для «генеральної сукупності», є 

істинними (ймовірнісними) показниками, оскільки об’єктивно 

характеризують випадкову величину – наробіток до відмови. Визначення 

ймовірнісних показників ґрунтується на математичних моделях теорії 

ймовірностей. 

Показники, що визначені для вибірки і дають змогу зробити якісь 

висновки про випадкову величину, є вибірковими (статистичними) 

оцінками. Визначення вибіркових оцінок ґрунтується на математичних 

моделях математичної статистики. Очевидно, що за досить великої 

кількості випробувань (великої вибірки) оцінки наближаються до 

ймовірнісних показників. 

Статистичні визначення (вибіркові оцінки) показників отримують 

за результатами випробувань на надійність. Для позначення 

статистичних оцінок будемо використовувати знак ˆ зверху над літерним 

позначенням статистичної величини, що розглядається. 
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Ймовірнісна форма подання показників зручна для аналітичних 

розрахунків, а статистична – для експериментального дослідження 

надійності. 

Припустимо, що у процесі випробувань деякої кількості однотипних 

об’єктів отримано кінцеву кількість значень параметра, що цікавить 

дослідника – наробітку до відмови. Отримані числа є вибіркою якогось 

обсягу із загальної «генеральної сукупності», що має необмежений обсяг 

даних про наробіток до відмови об’єкта. 

1.2.1. Показники надійності 

Надійність є комплексною якісною властивістю, що включає в себе 

залежно від призначення об’єкта або умов його експлуатації такі прості 

(одиничні) властивості: 

– безвідмовність; 

– довговічність; 

– ремонтопридатність; 

– збережуваність; 

– готовність. 

Розрізняють одиничні і комплексні властивості (складові) 

надійності. Комплексні показники характеризують кілька одиничних 

властивостей, наприклад безвідмовність і довговічність. 

Комплексним показником іноді можна вважати коефіцієнт 

готовності, якщо він враховує безвідмовність і ремонтопридатність 

об’єкта. До комплексних показників надійності належать також такі 

коефіцієнти: 

– готовності; 

– простою (неготовності); 

– технічного використання; 

– збереження ефективності. 

Це різні поняття, які характеризуються індивідуальними 

показниками. Не можна зводити надійність до жодної з цих 
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властивостей. Тільки їх обумовлена сукупність правильно розкриває 

зміст поняття «надійність». 

Безвідмовність – це властивість об’єкта безупинно зберігати 

працездатний стан протягом заданого часу чи деякого наробітку. 

Наробіток – це тривалість чи обсяг роботи об’єкта, що вимірюється 

в будь-яких неубувних (неспадаючих) величинах (одиниця часу, 

кількість циклів навантаження, кількість спрацьовувань, кілометри 

прольоту, польотні години і т. п.). Наприклад, для літаків наробіток може 

вимірюватися кількістю зльотів та посадок, кілометражем прольоту; для 

реле – кількістю переключень на деякому часовому інтервалі. 

Найчастіше для аналізу надійності ЛА (або його складових) 

використовують заданий час. У цьому разі наробіток вимірюється в 

одиницях часу і у випадку безупинного застосування об’єкта він може 

збігатися з календарним часом. Наробіток, протягом якого об’єкт, що 

знімається з експлуатації після першої ж відмови, зберігає 

працездатність, називають наробітком до першої відмови. Якщо 

наробіток збігається з календарним часом, його називають часом до 

першої відмови чи часом безвідмовної роботи. Для інших об’єктів 

(наприклад, відновлюваних) поряд з наробітком до першої відмови 

можна розглядати наробіток між сусідніми відмовами. 

Довговічність – це властивість об’єкта зберігати працездатний стан 

до настання граничного стану для встановленої системи технічного 

обслуговування і ремонту. У технічній документації зазвичай вказують, 

який стан об’єкта треба вважати граничним. 

Ремонтопридатність – властивість об’єкта, що полягає в його 

пристосованості до попередження й виявлення причин виникнення 

відмов, підтримки та відновлення працездатного стану шляхом 

проведення ремонтів і технічного обслуговування. Ремонтопридатний 

виріб, що відмовив, повинен мати відповідну конструкцію, бути 
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пристосованим до контролю працездатності за всіма основними 

параметрами, демонтажу і монтажу працездатного устаткування. 

Близьким до ремонтопридатності поняттям є відновлюваність (див. 

главу 1.2). Але ці два поняття не тотожні. Відновлюваність 

ремонтопридатного об’єкта залежить не тільки від пристосованості 

об’єкта до попередження, виявлення й усунення відмов, але і від 

підготовленості обслуговуючого персоналу, організаційно-технічних 

заходів щодо обслуговування і постачання необхідних запасних частин 

для об’єкта. Тобто, ремонтопридатний виріб стає відновлюваним, якщо 

під час його використання допускаються вимушені перерви в роботі 

всього виробу чи його складових частин, наявні потрібна контрольно-

вимірювальна та випробувальна апаратура, запасні частини, засоби та 

приладдя технічної діагностики і налагодження, є обслуговуючий 

персонал відповідної кваліфікації. Із цього випливає, що не кожний 

ремонтопридатний виріб є відновлюваним. Більше того, той самий виріб 

у різних ситуаціях може бути або відновлюваним, або невідновлюваним. 

Проте не кожен відновлюваний виріб ремонтопридатний. Прикладом 

відновлюваного об’єкта може бути виріб, у якому відмова виникає 

внаслідок різкого погіршення умов функціонування. Його працездатність 

відновлюється без втручання персоналу відразу після повернення до 

нормальних умов функціонування. Працездатність також може 

відновлюватися через реконфігурацію технічних і програмних засобів 

без проведення ремонту чи заміни модуля, що відмовив. 

Час, що витрачається на відновлювання працездатності об’єкта, 

називають часом відновлення. Він охоплює час виявлення відмови, час її 

локалізації, тривалість усунення відмови шляхом ремонту чи заміни 

несправної частини на запасну, тривалість налагодження і передпускової 

перевірки працездатності. Час усунення відмови, крім часу ремонту чи 

власне заміни, охоплює тривалість доставки об’єкта, що відмовив, з 

місця експлуатації до ремонтної бази і назад та час очікування у випадку 
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поломки ремонтовного об’єкта, або час доставки запасної частини зі 

складу до місця експлуатації (у випадку заміни). 

Збережуваність – це властивість об’єкта безупинно зберігати в 

заданих межах значення параметрів, що характеризують здатність 

об’єкта виконувати необхідні функції протягом (і після) зберігання і 

транспортування. Збережуваність характеризує поводження об’єкта в 

умовах, які істотно відрізняються від нормальних умов експлуатації. 

Насамперед, під час зберігання і транспортування, коли об’єкт 

знаходиться у вимкненому стані. 

Крім того, часто на збережуваність впливають температура 

навколишнього середовища, вологість, інші кліматичні умови та 

механічні навантаження, які можуть суттєво відрізнятися від робочих під 

час експлуатації. 

Готовність – властивість об’єкта бути здатним виконувати потрібні 

функції в заданих умовах у будь-який час чи протягом заданого 

інтервалу часу за умови забезпечення необхідними зовнішніми ресурсами. 

Ця властивість залежить від забезпечення технічного обслуговування і 

ремонту. Потрібні зовнішні ресурси, що не належать до ресурсів 

технічного обслуговування і ремонту (наприклад, наявність палива або 

електропостачання), не впливають на властивість готовності об’єкта. 

1.2.2. Кількісні показники безвідмовності 

До найбільш важливих показників безвідмовності невідновлюваних 

технічних об’єктів належать такі: 

– ймовірність безвідмовної роботи; 

– ймовірність відмов; 

– щільність розподілу відмов; 

– інтенсивність відмов. 
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Для оцінювання показників безвідмовності розглянемо таку схему 

випробувань. 

Нехай на випробування поставлено N  однакових (однотипних) 

об’єктів. Умови випробувань ідентичні, а випробування кожного з 

об’єктів проводять до його відмови (випробування закінчуються, коли 

відмовить останній об’єкт, тобто коли відмовлять всі об’єкти). 

Введемо такі позначення: T = {t1, …, tN} = {t} – випадкова величина 

наробітку об’єкта до відмови; (0)N  – кількість об’єктів, працездатних на 

початок випробування (іспиту) за 0t = ; якщо вважати, що у разі 

вмикання відмови неможливі, то (0)N  дорівнює загальній кількості 

об’єктів: N(0) = N; ( )N t  – кількість об’єктів, працездатних до моменту 

наробітку t; ( )n t  – кількість об’єктів, що відмовили до моменту 

наробітку t; ( ,  )n t t t +   – кількість об’єктів, що відмовили в інтервалі 

наробітку [ ,  ]t t t+  ; t  – тривалість інтервалу наробітку. 

Основною досліджуваною випадковою величиною (показником 

безвідмовності) для невідновлюваних об’єктів є наробіток до першої 

відмови Т. Якщо наробіток вимірюється в одиницях часу, то він 

збігається з календарним часом для об’єктів, що працюють у режимах 

однократного і багатократного застосування, і з сумарною тривалістю 

виконаних циклів – для тих, що працюють у режимі циклічного 

застосування. Якщо відмова може знецінювати частину наробітку, то в 

наробіток до відмови включають тільки ту її частину, яка не знецінена 

відмовою. Ймовірнісні характеристики наробітку T  і є показниками 

безвідмовності НВО. Їх особливість полягає в тому, що їх визначають за 

наслідками спостережень за деякою множиною екземплярів однотипних 

об’єктів, але використовують як показник надійності кожного 

конкретного об’єкта. Тому надалі, окрім ймовірнісного, наведене також 

статистичне визначення, яке можна використовувати як один зі способів 

статистичного оцінювання шуканої ймовірнісної характеристики. 
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Імовірність безвідмовної роботи (ІБР) ( )P t  є ймовірністю того, що 

об’єкт буде працездатний протягом заданого наробітку T  за заданих 

умов експлуатації: 

( ) { }.P t P T t=   (1.1) 

У початковий момент часу (0) 1P = , якщо на початку спостереження 

під час вмикання об’єктів відмови неможливі, і 0 (0) 1P  , якщо під час 

вмикання виріб може відмовити. Зі збільшенням часу ймовірність ( )P t  

поступово зменшується і для будь-яких технічних виробів асимптотично 

наближається до нуля. 

За статистичними даними про відмови ймовірність безвідмовної 

роботи визначають за формулою 

(0) ( )ˆ( ) .
(0)

N n t
P t

N

−
=  (1.2) 

Отже, статистичну оцінку (емпіричну функцію) ІБР знаходять за 

формулою 
( )ˆ ( )
(0)

.
N t

P t
N

=  

Оцінку ІБР можна розглядати як показник частки працездатних 

об’єктів до моменту наробітку t. 

Імовірність відмови (ІВ) ( )Q t  є ймовірністю того, що за заданих умов 

експлуатації протягом заданого наробітку відбудеться хоча б одна відмова: 

( ) { }.Q t P T t=   (1.3) 

Згідно з виразом (1.3), функцію ( )Q t  можна трактувати як функцію 

розподілу випадкової величини Т. 

Відмова і безвідмовна робота – протилежні події, тому 

( ) 1 ( )Q t P t= − . (1.4) 

У статистичному визначенні оцінка ІВ є емпіричною функцією 

розподілу відмов. З формул (1.2) та (1.4) випливає, що статистична 

оцінка ІВ 
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( )ˆ ( )
(0)

n t
Q t

N
= . (1.5) 

Оскільки ( ) (0) ( )N t N n t= − , то 
( ) ˆˆ( ) 1 1 ( ).
(0)

n t
P t Q t

N
= − = −  

Диференціал функції ( )Q t  називають елементом ймовірності відмови, він 

є ймовірністю того, що відмова відбудеться в нескінченно малому околі 

точки t: 

( ) { }.dQ t P t T t dt=   +  (1.6) 

Унаслідок того, що події, які полягають у настанні або ненастанні 

відмови до моменту наробітку t, є протилежними, то ˆˆ( ) ( ) 1.P t Q t+ =  Легко 

переконатися, що ІБР є спадною, а ІВ – зростаючою функцією наробітку: 

– у момент початку випробувань 0t =  кількість працездатних 

об’єктів дорівнює їх загальній кількості ( ) (0) ,N t N N= =  а кількість 

об’єктів, що відмовили ( ) (0) 0n t n= = , тому ˆ ˆ( ) (0) 1P t P= = , ˆ ˆ( ) (0) 0;Q t Q= =  

– якщо наробіток t → , усі об’єкти, які поставлені на 

випробування, відмовлять, тобто ( ) 0N  = , ( ) (0),n N =  тому 

ˆ ˆ( ) ( ) 0P t P=  =  і ˆ ˆ( ) ( ) 1.Q t Q=  =  

Графіки ІБР та ІВ зображено на рис. 1.2. 

Гранично, зі збільшенням кількості N (збільшення вибірки) 

випробовуваних об’єктів, оцінки ˆ ( )P t  та ˆ ( )Q t  сходяться за ймовірністю 

(наближаються за значеннями) до ( )P t  і ( )Q t , відповідно. 

Збіжність за ймовірністю можна подати у такий спосіб: 

ˆ( ) ( ) 0 1.lim
N

P P t P t
→

 
− = = 

 
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Рис. 1.2. Графіки зміни ймовірностей P(t) та Q(t) на всій осі наробітку t 

Практичний інтерес становить визначення ІБР в інтервалі наробітку 

[ ,  ]t t t+  , за умови, що об’єкт безвідмовно проробив до початку t 

інтервалу. Визначимо цю ймовірність, використовуючи теорему 

множення ймовірностей і виділивши такі події: 

A = {безвідмовна робота об’єкта до моменту t}; 

B = {безвідмовна робота об’єкта в інтервалі };t  

C A B=  =  {безвідмовна робота об’єкта до моменту }.t t+   

Очевидно, що 

( ) ( ) ( ) ( ),P C P A B P A P B A=  =   (1.7) 

оскільки події A та B будуть залежними. 

Умовна ймовірність ( )P B A  – це ІБР ( ,  )P t t t+   в інтервалі [ ,  ]t t t+  , 

тому, з урахуванням виразу (1.7), отримаємо 

( )
( ) ( ,  ) .

( )

P t t
P B A P t t t

P t

+ 
= +  =  (1.8) 

Ймовірність відмови в інтервалі наробітку [ ,  ]t t t+   з урахуванням 

формули (1.8) 

 
( ) ( )

( , ) 1 ( ,  ) .
( )

P t P t t
Q t t t P t t t

P t

− + 
+  = − +  =  
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Щільність розподілу відмов (ЩРВ) ( )f t  є щільністю ймовірності 

випадкової величини наробітку об’єкта до відмови. Як кожний показник 

надійності, вона має статистичне та ймовірнісне визначення. 

Статистичну оцінку ЩРВ визначають відношенням кількості 

об’єктів ( ,  )n t t t +  , які відмовили в інтервалі наробітку [ ,  ]t t t+  , до 

добутку загальної кількості об’єктів (0)N N=  на тривалість інтервалу 

наробітку t: 

( ,  )ˆ ( ) .
n t t t

f t
N t

 + 
=


 (1.9) 

Оскільки ( ,  ) ( ) ( )n t t t n t t n t +  = +  − , де ( )n t t+   – кількість об’єктів, 

що відмовили до моменту наробітку t t+  , то оцінку ЩРВ можна подати 

у вигляді 

ˆ( ) ( ) 1 ( ,  )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
n t t n t Q t t t

f t Q t t Q t
N t t t

+  −  + 
= = +  − =

  
 
   (1.10) 

де ˆ ( ,  )Q t t t+   – оцінка ІВ в інтервалі наробітку .t  

Статистична оцінка ЩРВ – це «частота» відмов, тобто кількість 

відмов за одиницю наробітку, віднесену до початкової кількості об’єктів. 

Спостерігаючи за роботою N об’єктів можна визначити частоту відмов 

як відношення кількості об’єктів, що відмовили в одиницю часу, до 

загальної кількості об’єктів за умови, що об’єкти, які відмовили, не 

відновлюються: 

( ,  )ˆ ( ) ,
n t t

f t
N t

 
=


 

де ( ,  ) ( ) ( )
2 2

t t
n t t n t n t

 
  = + − −  – кількість об’єктів, що відмовили в 

інтервалі ( ,  ).
2 2

t t
t t

 
− +  

Імовірнісне визначення ЩРВ випливає з рівняння (1.10) у разі, коли 

інтервал наробітку прямує до нуля, 0t → , і об’єм вибірки збільшується 

до нескінченності, :N →  
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0

ˆ ( ,  ) ( ) 1 ( ) ( )
( ) lim .

( )

t
N

Q t t t dQ t d P t dP t
f t

t dt dt dt →
→

 +  −
= = = = −


 (1.11) 

Отже, згідно з ймовірнісним визначенням, ( ) ( ) ( ).f t Q t P t = = −  

Оскільки ( )Q t  завжди є неспадною функцією свого аргументу, то 

завжди ( ) 0.f t   

Один із можливих варіантів графіка ( )f t  зображений на рис. 1.3. 

 

Рис. 1.3. Графік ЩРВ у загальному випадку 

Як видно з рис. 1.3, ЩРВ ( )f t  характеризує частоту відмов (або 

зведену ІВ), з якою розподіляються конкретні значення наробітків 

1( ,  ..., )Nt t  всіх N об’єктів, які становлять випадковий розмір наробітку T 

до відмови об’єкта цього типу. Припустимо, у результаті випробувань 

встановлено, що значення наробітку it  властиве найбільшій кількості 

об’єктів. Про це свідчить максимальний розмір ( )if t . Навпаки, 

найбільший наробіток jt  був зафіксований тільки у декількох об’єктів, 

тому й частота ( )jf t  появи такого наробітку на загальному фоні буде 

малою. 



   40 

 

Одиниця виміру [f(t)] буде обернено пропорційною розмірності 

наробітку [t], тобто, якщо наробіток вимірюється у циклах, f(t) буде 

вимірюватись у 
1

.
цикл

 

Відкладемо на осі абсцис деякий наробіток t і нескінченно малий 

інтервал наробітку шириною dt, що прилягає до t. 

Тоді ймовірність влучення випадкової величини наробітку T на 

елементарну ділянку шириною dt  (з точністю до нескінченно малих 

вищого порядку) 

{ ( ,  )} { } ( ) ,P T t t dt P t T t dt f t dt + =   +   

де ( )f t dt  – елемент ІВ об’єкта в інтервалі [ ,  ]t t dt+  (геометрично – це 

площа заштрихованого прямокутника, що спирається на відрізок dt). 

Аналогічно ймовірність влучення наробітку T  в інтервал [ ,  ]k mt t  

( , )

{ ( ,  )} ( ) ( ) ,

i k m

tm

k m i i
t t t tk

P T t t f t dt f t dt


     (1.12) 

що геометрично інтерпретується площею під кривою ( ),f t  яка 

спирається на ділянку [ ,  ].k mt t  

Ймовірність відмови та ІБР можна виразити через функцію ЩРВ. 

Оскільки ( ) {0 },Q t P T t=    то, використовуючи вираз (1.12), отримаємо 

0

( ) {0 } { (0,  )} ( ) .

t

Q t = P <T < t P T t f t dt=  =   

Розширення інтервалу вліво тільки до нуля (не перетинаючи області 

від’ємних чисел) викликане тим, що значення T не може бути від’ємним, 

тобто завжди 0.T   

Оскільки ( ) { },P t P T t=   то ( ) { } ( ) .

t

P t P t T f t dt



=    =   Очевидно, що 

( )Q t  є площею під кривою ( )f t  ліворуч від t, а ( )P t  – площею під ( )f t  

праворуч від t. Оскільки всі отримані під час випробувань значення 

наробітків перебувають під кривою ( ),f t  то 
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0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1.

t

t

f t dt f t dt f t dt Q t + P t

 

= + = =    

Інтенсивність відмов (ІнВ) ( )t – це умовна щільність ймовірності 

виникнення відмови об’єкта, яку визначають за умови, що до цього 

моменту відмова не виникла. Інтенсивність відмов, як кожний показник 

безвідмовності, має статистичне та ймовірнісне визначення. 

Статистичну оцінку ІнВ знаходять з відношення кількості об’єктів 

( ,  )n t t t +  , які відмовили в інтервалі наробітку [ ,  ],t t t+   до добутку 

кількості ( )N t  працездатних об’єктів у момент t на тривалість інтервалу 

наробітку :t  

( ,  )
λ̂( ) .

( )

n t t t
t

N t t

 + 
=


 (1.13) 

Порівнюючи вирази (1.9) і (1.13) можна зазначити, що ІнВ більш 

повно характеризує надійність об’єкта на момент наробітку t, ніж 

ЩРВ, оскільки показує частоту відмов, віднесену до фактичної 

працездатної кількості об’єктів ( )N t  на момент наробітку t. 

За статистичним визначенням, інтенсивність відмов є відношення 

кількості об’єктів, що відмовили в одиницю часу, до середньої кількості 

об’єктів, які працездатні на певному (розглянутому) відрізку часу: 

сeр

( ,  )
( ) ,

n t t
t

N t


 =


 де cep

2 2
(0) .

2

t t
n t n t

N N

    
+ + −   

   = −  

Імовірнісне визначення ІнВ отримаємо, якщо помножимо чисельник 

і знаменник правої частини виразу (1.13) на N: 

( ,  ) ( ,  )ˆ ( ) .
( ) ( )

n t t t n t t tN N
t

N t t N N t N t

 +  +
 =  = 

 
 

З урахуванням виразів (1.5), (1.9) та (1.10), оцінку ІнВ ˆ ( )t  можна 

розглядати як 
ˆ ( ,  ) 1

λ̂( ) ,
ˆ ( )

Q t t t
t

t P t

 + 
= 


 звідки за 0t →  та N →  
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0

ˆ ( ,  ) 1 ( ) 1 ( )
λ( )

ˆ ( ) ( )( )
lim .
t

N

Q t t t dQ t f t
t

t dt P t P tP t →
→

 + 
=  =  =


 

Можливі графіки зміни ІнВ (t) зображено на рис. 1.4. 

 

Рис. 1.4. Графіки інтенсивності відмов для різних видів розподілу відмов 

Одиниця виміру ІнВ 
1

[ ( )] ,
[ ]

t
t

 =  де [t] – одиниця виміру наробітку. 

Якщо до початку певного інтервалу часу виріб уже пропрацював 

протягом часу , то для оцінювання надійності потрібно уводити умовні 

показники за умови, що виріб уже якийсь час проробив безвідмовно. 

Розглянемо деякі з цих параметрів, вважаючи, що одна з функцій – ( ),P t  

( )Q t , ( )f t  або (t) – відома. 

Ймовірність безвідмовної роботи P(, t). Ймовірність безвідмовної 

роботи в інтервалі (,  + t) визначають як ймовірність того, що відмови 

не буде в інтервалі  + t за умови, що її не було протягом часу : 

τ

τ

(τ )
(τ,  ) ( τ | τ) exp λ( ) ,

(τ)

t
P t

P t P T t T x dx
P

+ +
=  +  = = − 

 
  (1.15) 

де ( )P t  – функція (1.1). Інші показники надійності в інтервалі (,  + t) 

знаходять за формулами 
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τ

τ

(τ,  ) 1 (τ,  ) 1 exp λ( ) ;
t

Q t P t x dx
+ 

= − = − − 
 
  

( )
( ,  ) ( ,  ) ( ,  ) ;

( )

d d f t
f t Q t P t

dt dt P

 +
 =  = −  =


 (1.16) 

( ,  ) ln ( ,  ) ln ( ,  ) ( ),
d d

t Q t P t t
dt dt

  =  = −  =   +  

де P(, t) знаходять за формулою (1.15). 

1.2.3. Рівняння зв’язку показників безвідмовності 

Оскільки є однозначний зв’язок між функціями ( )P t , ( )Q t , ( )f t  і 

( ),t  достатньо задати лише одну з них, щоб за формулами зв’язку 

знайти всі інші, тобто в сенсі повноти відомостей про надійність об’єкта 

ці функції еквівалентні. Їх знаходять за статистичними даними про 

кількість відмов невідновлюваних об’єктів. 

У параграфі 1.2.2 наведено вирази, що визначають ІБР та ІВ у 

функції ЩРВ ( ).f t  Оскільки ІнВ (t) є більш повною характеристикою 

надійності, можна виразити ІБР P(t) через ІнВ. 

Використовуючи вираз для інтенсивності відмов 
( )

( )
( )

f t
t

P t
 =  і вираз 

(1.11) 
( )

( )
dP t

f t
dt

= − , запишемо: 
( )

( ) ( ).
dP t

t P t
dt

= −  Розділимо змінні, 

помножуючи обидві частини на 
( )

dt

P t
, отримаємо 

( )
( ) .

( )

dP t
t dt

P t
= −  

Інтегруючи від 0 до t та, беручи до уваги, що за 0t =  ІБР об’єкта (0) 1P = , 

отримаємо 
0 0

( )
( ) .

( )

t t
dP t

t dt
P t

= −    

Оскільки 
0 0

( )
ln ( ) ln ( ),

( )

tt dP t
P t P t

P t
= =  то рівняння зв’язку основних 

показників надійності має вигляд 
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0

( )
( ) exp ( ) 1 ( ) .

( )

t
f t

P t t dt Q t
t

  
= −  = − = 

  
  (1.17) 

Ймовірність ( )t dt  означає, що елемент, який безвідмовно 

пропрацював в інтервалі наробітку [0,  ],t  відмовить в інтервалі [ ,  ].t t dt+  

Рівняння зв’язку (1.17) показує, що всі показники надійності ( )P t , 

( ),Q t  ( )f t  та (t) рівнозначні у тому розумінні, що коли відомий один із 

них, можна знайти інші. 

1.2.4. Числові характеристики показників безвідмовності 

Розглянуті функціональні показники надійності ( ),P t  ( ),Q t  ( )f t  та (t) 

повністю описують випадкову величину наробітку { }.T t=  Водночас для 

розв’язання деяких практичних задач надійності виникає необхідність знати 

деякі числові характеристики цієї випадкової величини: середній 

наробіток до відмови, дисперсію і середнє квадратичне відхилення (СКВ). 

Статистична оцінка середнього наробітку до відмови – це середнє 

арифметичне значення 

0
1

1ˆ ,
N

iT t
N

=   (1.18) 

де ti  – наробіток до відмови i-го об’єкта. 

Імовірнісне визначення середнього наробітку до відмови являє собою 

математичне сподівання (МС) випадкової величини T, його 

визначають як 

0

0

{ } ( ) .T M T tf t dt



= =   (1.19) 

Використовуючи вираз (1.11) для ЩРВ 
( )

( )
dP t

f t
dt

= −  та 

інтегрування частинами, можна звести вираз (1.19) до вигляду 

0

0

( )T P t dt


=   (1.20) 
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з урахуванням того, що (0) 1,P =  ( ) 0.P  =  

З виразу (1.20) випливає, що середній наробіток до відмови 

геометрично інтерпретується як площа під кривою ( )P t  (рис. 1.5). 

 

Рис. 1.5. Графічна інтерпретація значення середнього наробітку до відмови 0T  

Очевидно, що зі збільшенням вибірки випробувань N →  оцінка 0T  

за формулою (1.18) збігається за імовірністю з МС наробітку до відмови 

за формулою (1.20). 

Математичне сподівання наробітку 0T  означає математично 

очікуваний наробіток до відмови однотипних елементів, тобто 

усереднений наробіток до першої відмови. 

Для практичного застосування також становлять інтерес такі умовні 

середні наробітки: 

1) середній корисний наробіток 0 1t tT   знаходять за умови, що з 

досягненням наробітку t1 усі працездатні об’єкти, які залишилися, 

знімають з експлуатації; тобто (за аналогією з 0T ) 
1

0
1

0

( ) ;
t t

t

T P t dt


=   

2) середня тривалість майбутньої роботи 0 1t tT   – її знаходять за 

умови, що об’єкт безвідмовно працював на інтервалі 1(0,  )t : 
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1

0 11
1

1
{ } ( ) .

( )
t t

t

T M T t P t dt
P t



 = − =   

Співвідношення між 0 1
,t tT   0 1t tT   та 0T  таке: 

0 0 1 011
( ) .t tt tT T P t T +  =  

Причини, з яких використовують ці показники: 

1. Високонадійні об’єкти (елементи електронних схем 

обчислювальної техніки ЛА тощо) зазвичай експлуатуються менший 

термін, ніж 0T  (час експлуатації 0et T ), тобто замінюються через 

моральне старіння раніше, ніж встигають вичерпати наробіток 0.T  

2. Часто для зазначених об’єктів період випробувань скорочують 

(проводять випробування до наробітків, які відповідають їх моральному 

старінню), тому 0T  у такому випадку розуміють як середній наробіток, 

що існував би в дійсності, якби ІВ залишалася такою самою, якою вона 

була в початковий період випробувань. 

Графічні інтерпретації понять 0 1t tT   та 0 1t tT   подано на рис. 1.6. 

Середній наробіток до першої відмови Т0 є математичним 

сподіванням наробітку до першої відмови Т. Використовуючи 

визначення елемента ймовірності (1.6), можна записати: 

0

0

{ } ( ).T M T tdQ t



= =   (1.21) 

Якщо функція ( )Q t  диференційована за всіх 0,t   то з виразів (1.11) 

та (1.21) отримаємо 0

0

( ) .T tf t dt


=   
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Рис. 1.6. Графічна інтерпретація понять середнього корисного наробітку 

і середньої тривалості майбутньої роботи відповідно 

Якщо замінити у функції (1.21) ( )dQ t  на ( ),dP t−  проінтегрувати за 

частинами і врахувати властивості функції ( ),P t  отримаємо 0

0

( ) .T P t dt


=   

Звідси випливає, що середній наробіток до першої відмови дорівнює 

площі під кривою ( )P t  на всій півосі (0,  ).  

За результатами спостереження за роботою до відмови всіх (0)N  

об’єктів можна скласти таку статистичну оцінку середнього наробітку до 

першої відмови: 0

(0) (0)

1 1

ˆ
(0)

( ) ,
N N

i
i

i i

T
N

t
P t t

= =

==    де it  – наробіток до відмови і-

го об’єкта. 

Середній залишковий наробіток до відмови Т0() є математичним 

сподіванням випадкової величини Т –  за умови, що Т  . 

Використовуючи функції (1.16) і (1.21), запишемо вираз для середнього 

залишкового наробітку до першої відмови 

0

0 0

( ) ( )
( ) ( ,  ) .

( ) ( )

tdQ t P t dt
T tdQ t

P P

  



 +
 =  = =

     (1.22) 

За  = 0 функція (1.22) збігається з функцією (1.21). 
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Водночас середній наробіток не може цілком характеризувати 

безвідмовність об’єкта. Так, за рівних середніх наробітків до відмови 0T  

надійність об’єктів 1 і 2 може досить істотно розрізнятися (рис. 1.7). 

Очевидно, що з більшим розсіюванням наробітку до відмови (крива 

ЩРВ 2( )f t  нижча і ширша), об’єкт 2 менш надійний, ніж об’єкт 1. 

 

Рис. 1.7. Графіки ЩРВ за однакових 0T  і різних дисперсій 1 2D D  

Тому для оцінювання надійності об’єкта за значенням 0T̂  потрібно 

також знати і показники розсіювання випадкового значення T = {t} 

поблизу середнього наробітку 0.T  

До показників розсіювання належать дисперсія і СКВ наробітку до 

відмови. 

Дисперсія випадкової величини наробітку: 

– статистична оцінка дисперсії: 

2
0

1

1ˆ ˆ( ) ;
1

N

iD t T
N

= −
−
  

– імовірнісне визначення дисперсії: 

2 2
0 0

0

{ } {( ) } ( ) ( ) .D D T M T T t T f t dt



= = − = −  

Середнє квадратичне відхилення випадкової величини наробітку: 
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– статистична оцінка: 

2ˆ ˆS D=  або ˆ ˆ ˆS D D=  = ; 

– імовірнісне визначення: 

2 2{ } { };S S T D T= =  або { } { }S D T D T=  = . 

Згідно з ДСТУ 2680-94 до показників безвідмовності належить 

гамма-відсотковий наробіток до відмови, який характеризує наробіток, 

протягом якого відмова об’єкта не виникає з імовірністю , вираженою у 

відсотках. 

1.2.5. Показники довговічності та збережуваності 

Розглянемо показники складової надійності – довговічності. Це 

поняття характеризує тривалість роботи об’єкта. 

Технічний ресурс – наробіток об’єкта від початку його експлуатації 

або поновлення експлуатації після ремонту до настання граничного 

стану. По суті, технічний ресурс може бути регламентований у такий 

спосіб: до середнього, капітального, від капітального до найближчого 

середнього ремонту і т. п. Якщо регламентації немає, то мають на увазі 

ресурс від початку експлуатації до досягнення граничного стану після 

всіх видів ремонтів. 

Для невідновлюваних об’єктів поняття технічного ресурсу і 

наробітку до відмови збігаються. 

Призначений ресурс – сумарний наробіток об’єкта, з досягненням 

якого експлуатація має бути припинена згідно з НТД незалежно від його 

стану. 

Термін служби – календарна тривалість експлуатації (зокрема 

зберігання, ремонт і т. п.) від її початку до настання граничного стану 

згідно з НТД. Оскільки термін служби фактично є календарним часом 

працездатності об’єкта, то він завжди вимірюється в одиницях часу 

(години, місяці, роки тощо). 

Графічно приклад експлуатації об’єкта показано на рис. 1.8. 
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Позначення на рис. 1.8 означають: 

t0 = 0 – початок експлуатації об’єкта; 

t1, t5 – моменти відключення з технологічних причин; 

2t , 4t , 6t , 8t  – моменти вмикання об’єкта; 

3t , 7t  – моменти виведення об’єкта для ремонту, відповідно, 

середнього і капітального; 

9t  – момент припинення експлуатації згідно з НТД; 

10t  – момент відмови об’єкта (настання граничного стану). 

 

Рис. 1.8. Графічна інтерпретація показників довговічності 

Технічний ресурс (наробіток на відмову) 

3 2 5 4 7 6 10 81TP ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t t t t= + − + − + − + −  

Призначений ресурс 1 3 2 5 4 7 6 9 8ПP ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t t t t t t+= − + − + − + −  

Термін служби об’єкта 10TC t= . 

Для більшості об’єктів авіаційної техніки як критерій довговічності 

найчастіше використовують технічний ресурс. 

Ймовірнісні показники довговічності. Для визначення показників 

довговічності вводять такі випадкові величини: ресурс Тр – сумарний 

наробіток об’єкта від початку експлуатації до переходу в граничний 

стан, що встановлений у технічній документації; термін служби Тсл – 

календарна тривалість служби об’єкта від початку його експлуатації до 

переходу у граничний стан. Розрізняють середній, гамма-процентний і 

призначений ресурси (термін служби). Середній і гамма-процентний 

ресурси (термін служби) – це, відповідно, математичне сподівання 

випадкової величини Тр (або Тсл) і квантиль за рівнем ймовірності γ, що 

виражений у відсотках. Залишковий ресурс Тр.з (залишковий термін 

служби Тсл.з) – це сумарний наробіток (календарна тривалість) від 
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моменту контролю технічного стану до переходу у граничний стан. 

Аналогічно вводять поняття залишкового терміну збереження 

(зберігання) Тзб.з. Для випадкових величин Тр.з, Тсл.з і Тзб.з 

використовуються ті ж самі характеристики, що і для Тр, Тсл і Тзб. 

Показники збережуваності. Для оцінювання збережуваності 

розглядають характеристики випадкової величини – терміну зберігання, 

обумовленого як календарна тривалість збереження і/чи 

транспортування об’єкта, протягом якої зберігаються у заданих межах 

значення параметрів, що характеризують здатність об’єкта виконувати 

задані функції. Як показники збережуваності використовують середній і 

гамма-процентний терміни зберігання. 

1.3. Критерії та показники надійності відновлюваних об’єктів 

Типова діаграма функціонування відновлюваних об’єктів 

складається з інтервалів безвідмовної роботи і відновлення, що 

чергуються. Експлуатація об’єкта триває доти, поки ремонт не стає 

недоцільним або поки об’єкт не буде знятий з експлуатації після 

досягнення призначеного терміну служби або призначеного ресурсу. Для 

оцінювання надійності таких об’єктів недостатньо розглядати 

характеристики наробітку до першої відмови – потрібно знати також 

характеристики процесу функціонування після першої відмови. З цією 

метою в теорії надійності вивчають характеристики таких випадкових 

величин: наробіток між відмовами 0iТ , час відновлення після i-ї відмови 

Тві, наробіток до i-ї відмови Тні, повний час до i-го відновлення Ті, 

кількість відмов 0( )N t
 

до отримання наробітку t, кількість моментів 

відновлення в ( )N t  за час t, сумарний наробіток н.сум ( )T t  в інтервалі (0, t), 

сумарний час відновлення в.сум ( )T t
 
в інтервалі тривалістю t. 

Характеристики цих випадкових величин якраз і є показниками 

надійності відновлюваних об’єктів. Для формулювання визначень 
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використовують такі позначення: в( ) ( )i іF t P T t=   – розподіл наробітку 

до i-ї відмови, н( ) ( )i iV t P T t=   – розподіл часу до i-го відновлення, 

0( ) ( ( ) )nP t P N t n= =  – ймовірність виникнення n відмов до отримання 

наробітку t, в в( ) ( ( ) )nP t P N t n= =  – ймовірність виникнення п моментів 

відновлення за час t. Розглянемо тепер показники надійності. 

Показники ремонтопридатності. До них належать ймовірність 

відновлення в в( ) ( )іF t P T t= 
 
за час t, ймовірність в в( ) ( )G t P T t=   того, 

що відновлення не закінчиться за час t; щільність розподілу часу 

відновлення в в( ) ( );f t F t=  інтенсивність відновлення в

в

( )
( ) ;

( )

f t
t

G t
 =  

середній час відновлення 
B
.T  

Ймовірнісне і статистичне визначення середнього часу відновлення 

знаходять за формулами в в в

0 0

( ) ( ) ,T tf t dt G t dt
 

= =   B

B

1

ˆ ,
n

i

i

T
T

n=

=  де n – 

кількість відмов; Тві – тривалість i-го відновлення. 

Середня кількість відмов H(t) до наробітку t є математичним 

сподіванням випадкової величини 0( ).N t  Використовуючи введені 

раніше позначення, можемо записати: 
1

( ) ( ).n
n

H t nP t


=

=  

Враховуючи, що події 
H

{ }iT t  та 0{ ( ) }N t i  еквівалентні, отримуємо 

співвідношення 

0 0 0 1( ) ( ( ) ) ( ( ) ) – ( ( ) 1) ( ) ( );n n nP t P N t n P N t n P N t n F t F t+= = =   + = −
 

1 2 2 3
1

( ) ( ) ( ) 2[ ( ) ( )] ... ( ).n
n

H t F t F t F t F t F t


=

= − + − + =  (1.23) 

З формули (1.23) випливає, що диференціал функції dH(t) є 

ймовірністю того, що в нескінченно малому околі точки t відбудеться 

відмова об’єкта, причому не обов’язково вперше. Статистичну оцінку 

середньої кількості відмов отримують у такий спосіб. Нехай у 

початковий момент часу поставлено на експлуатацію (0)N  об’єктів. 
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Після відмови об’єкт ремонтують або замінюють новим, і так 

відбувається доти, поки на кожному робочому місці не буде досягнутий 

наробіток t. Якщо сумарна кількість відмов усіх (0)N  об’єктів дорівнює 

n(t), то середня кількість відмов 

( )
( ) .

(0)

n t
H t

N
=  (1.24) 

За формою права частина рівняння (1.24) збігається з виразом (1.5). 

Однак ( )Q t  і ( )H t  – зовсім різні функції, тому що у виразі (1.5) 

розглядаються невідновлювані об’єкти, а у рівнянні (1.24) – 

відновлювані. У першому випадку кількість працездатних об’єктів 

зменшується з часом, а в другому випадку вона незмінна і дорівнює 

(0).N  Тому за інших однакових умов ( )n t  у рівнянні (1.24) звичайно 

більша, ніж у виразі (1.5), за рахунок повторних відмов об’єктів. 

Середня кількість моментів відновлення 2( )H t  на інтервалі часу (0, t) 

є математичним сподіванням випадкової величини 
B
( ),N t  

B2 1
1 1 1

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ).n n n n
n n n

H t nP t n V t V t V t
  

+
= = =

= = − =    (1.24a) 

Диференціал функції 2 ( )dH t  є ймовірністю того, що в нескінченно 

малому околі точки t працездатність об’єкта відновиться, причому не 

обов’язково вперше. 

Параметр (інтенсивність) потоку відмов ( ).t  Відповідно до 

імовірнісного визначення, 

( )
( ) .

dH t
t

dt
 =  (1.25) 

З формул (1.23) та (1.25) отримаємо 

1

( ) ( ),n
n

t f t


=

 =  (1.26) 

де fn(t) – щільність розподілу наробітку до n-ї відмови. Відповідно до 

статистичного визначення, параметр потоку відмов є середньою 
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кількістю відмов відновлюваного об’єкта за одиницю часу. Знаходять 

цей параметр за формулою 

( ,  )
( ) ,

(0)

n t t
t

N t


 =


 (1.27) 

де ( ,  ) ;
2 2

t t
n t t n t n t

    
 = + − −   

   
  ( )n t  – кількість відмов до наробітку t. 

Параметр потоку відновлення 2 ( )t  є середньою кількістю 

моментів відновлення за одиницю часу. Формули для 2 ( )t  отримують із 

формул для ( )t  після заміни в них кількості відмов на кількість 

моментів відновлення. Так, з виразів (1.25)–(1.27) маємо: 

B2
2 2

1

( )( ) ( )
( ) ,    ( ) .

(0)

n

n

dV tdH t n t
t t

dt dt N t



=

 = =  =


  

Середній наробіток на відмову H.T  Відповідно до ймовірнісного 

визначення, для періоду від наробітку  до наробітку  + t середній 

наробіток на відмову знаходять за формулою H ( ,  ) .
( ( ) ( ))

t
T t

H t H
 =

 + − 
 

Якщо врахувати рівняння (1.24), то можна визначити середній 

наробіток на відмову за статистичними даними: 

H

(0)
( ,  ) .

( ) ( ) ( ) ( )

tN t
T t

n t n t H t H t
 = =

 + −  + −
 

Зокрема, якщо  = 0, маємо н н(0,  ) ( ) .
( )

t
T t T t

H t
= =  

Стаціонарне значення середнього наробітку на відмову 

0

1
lim lim .

( ) ( )t t

t
T

H t t→ →

   
= =   

   
 (1.28) 

Якщо спостереження за об’єктом проводиться не до наробітку t, а 

протягом часу t, то статистична оцінка середнього наробітку на відмову 

*

0 0
н.cум1

0

( )
ˆ ( ) ,

n

i
i

T T
T t

T t
n n

=

+

= =


 
(1.29) 
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де n – кількість відмов за час t; 0T   – наробіток від моменту останнього 

відновлення до моменту t. 

Показники надійності 2( ),  ( )V t t  і 2 ( )H t  є комплексними, оскільки 

залежать від показників безвідмовності й ремонтопридатності. 

Розглянемо інші комплексні показники надійності відновлюваних 

об’єктів. 

Нестаціонарний коефіцієнт готовності г ( )K t  є ймовірністю того, 

що об’єкт виявиться у працездатному стані в момент часу t у період 

використання за призначенням. Використовуючи статистичні дані, можна 

оцінити нестаціонарний коефіцієнт готовності за допомогою 

співвідношення 

н.сум
г

( )( )
( ) ,

(0)

T tN t
K t

N t
= =  (1.30) 

де N(t) – кількість працездатних у момент часу t об’єктів із загальної 

кількості об’єктів N(0). 

Коефіцієнт готовності (стаціонарний коефіцієнт готовності) гK . 

Якщо проаналізувати залежність нестаціонарного коефіцієнта готовності 

від часу, то можна помітити, що він змінюється від 1 в початковий 

момент t = 0 до деякого постійного значення, яке називають 

стаціонарним коефіцієнтом готовності, або просто коефіцієнтом 

готовності. Оскільки коефіцієнт готовності не залежить від часу, то його 

визначають як імовірність того, що об’єкт виявиться у працездатному 

стані в довільний момент часу, за винятком планованих періодів, 

протягом яких використання об’єкта за призначенням не передбачається. 

Стаціонарний період експлуатації, коли г ( )K t  стає досить близьким до 

свого граничного значення, починається після закінчення деякого 

проміжку часу, який називають перехідним періодом. Строго 

математично перехідний період триває нескінченно довго, тому що 

функція г ( )K t  наближається до гK  тільки асимптотично, а тому 
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г гlim ( ).
i

K K t
→

=  (1.31) 

Із формул (1.30) і (1.31) випливає, що для коефіцієнта готовності 

може бути використана статистична оцінка г
( )

(0) (0)

N N
K

N N


= = , де N – 

кількість працездатних об’єктів із загальної кількості (0)N  у довільний 

момент часу стаціонарного періоду експлуатації. 

У режимі багаторазового циклічного застосування (БРЦЗ) 

коефіцієнт готовності має також таке трактування – це ймовірність 

успішного виконання одного циклу робіт дуже малої тривалості за 

заявкою на ремонт, що надійшла в момент t або в довільний момент 

часу. Якщо заявка з’являється у випадковий момент перехідного періоду 

(0, t), то використовують середнє значення коефіцієнта готовності 

г г

0

1
( ) ( ) .

t

K t K x dx
t

 =   

Статистичну оцінку цієї характеристики знаходять за формулами 

* н.cум н.cум в.cум
г н.cум в.cум

н.cум в.cум 1 1

( )( ) ( )
( ) ;   ( ) ;   ( ) ,

( ) ( )( ) ( )

N N

i i

T tT t T t
K t T t T t

n t n tT t T t = =

= = =
+

   

де н.сум в.сум( ) і ( )T t T t  – сумарний наробіток і сумарний час відновлення і-

го об’єкта в інтервалі (0, t); N – кількість випробовуваних об’єктів; n(t) – 

сумарна кількість відмов за час t. Очевидно, що якщо функція г ( )K t  

монотонно спадає, середнє значення коефіцієнта готовності 

*

г г( ) ( ).K t K t  Крім того, виконується співвідношення 

н*

г г
н в

lim ( ) ,
( )i

T
K K t

T T→
= =

+
 (1.31, a) 

де нT  – середній наробіток на відмову; вT  – середній час відновлення. 

Для оцінювання надійності об’єктів, що працюють у режимі БРЦЗ із 

тривалістю одного циклу t, використовують комплексний показник – 

коефіцієнт оперативної готовності у двох варіантах. 
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Нестаціонарний коефіцієнт оперативної готовності oп.г ( ,  )K t  є 

ймовірністю того, що об’єкт виявиться у працездатному стані у момент  

періоду використання за призначенням й буде працювати безвідмовно 

ще протягом заданого інтервалу часу (заданого наробітку) t. Зі 

збільшенням  залежність від моменту надходження заявки на виконання 

ремонтних робіт зменшується, і функція oп.г ( , )K t  асимптотично 

наближається до oп.г ( )K t  – стаціонарного коефіцієнта оперативної 

готовності або просто коефіцієнта оперативної готовності: 

oп.г oп.г( ) lim ( ,  ).
t

K t K t
→

=   

Коефіцієнт оперативної готовності oп.г ( )K t  є ймовірністю того, що 

об’єкт виявиться працездатним у довільний момент часу, і, починаючи із 

цього моменту, буде працездатним ще протягом заданого часу (заданого 

наробітку). Зв’язок між показниками надійності можна виразити 

формулами 

oп.г г oп.г г 0

г oп.г г oп.г oп.г

( ,  ) ( ) ( );  ( ) ( );  

( ) ( ,  0);  (0);   ( ) (0,  ).

K t K P t K t K P t

K K K K P t K t

 =   =

 =  = =
 (1.32) 

Імовірність 0( )P t  відрізняється від імовірності безвідмовної роботи 

( ),P t  отриманої з формули (1.1), оскільки у режимі БРЦЗ до моменту 

подання заявки об’єкт якийсь час був працездатним. Тому 

0 0( ) ( ),P t P T t=   

де 0T   – залишковий час безвідмовної роботи. 

Наступні два показники надійності використовують тоді, коли в 

об’єкті можуть виникати приховані відмови, тобто коли система 

контролю й діагностування (СКД) неідеальна і не забезпечує миттєвого й 

достовірного виявлення відмов. 

Коефіцієнт контрольованої готовності к.гK  є ймовірністю того, 

що, відповідно до показань СКД, об’єкт працездатний у довільний 
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момент часу періоду використання за призначенням. За допомогою 

середніх значень інтервалів можна знайти к.гK  за формулою 

в

н п.cер

к.г
н п.cер

,
T T

K
T T T

+
=

+ +
 

де нT  – середній наробіток до відмови; BT  – середній час відновлення; 

п.cерT  – середній час перебування у стані прихованої відмови. За тих 

самих умов коефіцієнт готовності 

в

н

г
н п.cep

.
T

K
T T T

=
+ +

 

Звідси слідує, що к.г г .K K  

Імовірність безвідмовного застосування з ( )P t  є ймовірністю того, 

що до наробітку t прихована відмова не з’явиться за умови, що її не було 

в початковий момент часу. З визначення слідує формула зв’язку 

oп.г к.г з( ) ( ).K t K P t=  (1.33) 

Порівнюючи формули (1.32) та (1.33), отримаємо 

г 0
з

к.г

( )
( ) .

K P t
P t

K
=  (1.33а) 

Очевидно, що з 0( ) ( ).P t P t  Рівняння справджується тільки якщо 

п.сер 0.T =  

Для об’єктів, що допускають у процесі експлуатації планове 

технічне обслуговування, вводиться ще один показник – коефіцієнт 

технічного використання. 

Коефіцієнт технічного використання т.вкK  є відношенням 

математичного сподівання сумарного часу перебування об’єкта у 

працездатному стані н.сумT  за деякий період експлуатації до 

математичного сподівання сумарного часу перебування об’єкта у 

працездатному стані й простоїв, обумовлених технічним 

обслуговуванням т.обT  і ремонтом р.обT  за той самий період: 
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н.cум

т.вк
н.cум т.oб p.oб

.
T

K
T T T

=
+ +

 (1.34) 

Статистичною оцінкою т.вкK  під час спостереження за N об’єктами є 

співвідношення 

B

B B

н.сум
т.вк

н.сум т.об

н.cум н.cум т.oб т.oб

1 1 1

( )
;

( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) ;  ( ) ;  ( ) ,

N N N

i i i

i i i

T N
K

T N T N T N

T N T T N T T N T
N N N= = =

=
+ +

= = =  
 

де н.сум iT , вiT , т.обiT  – сумарні значення фактичного наробітку, часу 

відновлення й часу технічного обслуговування і-го екземпляра об’єкта. 

1.4. Приклади розв’язання задач 

Приклад 1.1. Дано систему, що складається з двох елементів 1E  та 

2E  (рис. 1.9). 

 
 

Рис. 1.9. Система, що складається з двох одиночних послідовно 

сполучених елементів 1E  та 2E  

Потрібно, використовуючи логічні союзи (символи), записати умову 

відмови цієї системи С . 

Р о з в’ я з а н н я. Умова відмови цієї системи С  може бути 

сформульована у формі складної події: «якщо відмовив перший елемент 

і працездатний другий елемент, або відмовив другий елемент і 

працездатний перший елемент, або відмовили перший і другий елементи, 

то відмовила система». Позначимо подію «відмова якого-небудь i-го 

елемента» через iE . Тоді на підставі розглянутих співвідношень між 

Е1 Е2 
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подіями умову відмови системи можна записати у вигляді такої логічної 

рівності: 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),C E E E E E E=       

де 1E , 2E  – події, які полягають у тому, що об’єкти 1 і 2 відповідно 

працездатні, 1E , 2E  – події, які полягають у тому, що об’єкти 1 і 2 

відповідно відмовили. 

 

Приклад 1.2. Для умов прикладу 1.1 написати рівняння ймовірності 

перебування системи у будь-якому можливому стані. 

Р о з в’ я з а н н я. У процесі експлуатації система С може 

перебувати в одному і лише в одному з чотирьох можливих станів: 

– відмови першого елемента і працездатності другого елемента; 

– відмови другого елемента і працездатності першого елемента; 

– відмови першого і другого елементів разом; 

– працездатності першого і другого елементів, тобто у стані 

працездатності всієї системи в цілому. 

Ці стани системи складають повну групу подій. Оскільки система 

обов’язково перебуватиме тільки в одному з можливих станів, то ця 

складна подія достовірна і, оскільки сума ймовірності несумісних подій, 

що створюють повну групу, дорівнює одиниці, запишемо шукане 

рівняння: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P C P C P E E P E E P E E P E E

P E P E P E P E P E P E P E P E

+ =  +  +  +  =

= +  +  +  =
 

або ( ) ( ) 1.P C P C+ =  

 



   61 

 

Приклад 1.3. На літаках встановлено однотипні (однакові) агрегати 

авіаційної групи виробництва трьох заводів, причому агрегатів 1-го 

заводу – 20 %; 2-го заводу – 30 % і 3-го заводу – 50 %. Ймовірності 

безвідмовної роботи агрегатів, виготовлених на заводах 1, 2 і 3-му 

відповідно дорівнюють 0,9; 0,92; 0,808. Відмова бортової системи 

трапилась через відмову саме цього агрегату. Яка ймовірність того, що 

агрегат, який відмовив, вироблений на 1, 2 і 3-му заводах відповідно? 

Р о з в’ я з а н н я. 1. За умовою задачі маємо: 

а) ймовірності того, що агрегат, який відмовив, належить до першого, 

другого і третього заводів 

1( ) 0,2;P H =  2( ) 0,3;P H =  3( ) 0,5;P H =  

б) умовні ймовірності того, що система літака відмовила через відмову 

агрегату з першого заводу 1 1( ) 1 ( ) 1 0,9 0,1P A H P A H= − = − = ; з другого – 

2 2( ) 1 ( ) 1 0,92 0,08P A H P A H= − = − =  і з третього – 

3 3( ) 1 ( ) 1 0,808 0,192,P A H P A H= − = − =  де А – це подія, яка визначає 

безвідмовну роботу всієї бортової системи, 1( ),P A H  2( )P A H  і 3( )P A H  

– умовні ймовірності безвідмовної роботи системи за умови безвідмовної 

роботи агрегату з першого, другого і третього заводів відповідно. 

2. За формулою повної ймовірності [2] 

3

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i
i i

P A P A H P H P A H
= =

=  =   

вирахуємо ймовірність безвідмовної роботи системи літака за 

показниками безвідмовності агрегатів цього типу: 

( ) 0,2 0,9 0,3 0,92 0,5 0,808 0,86.P A =  +  +  =  

3. Ймовірність відмови системи літака через відмову агрегату цього типу 

– це ймовірність протилежної події, тобто 
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( ) 1 ( ) 1 0,86 0,14.P A P A= − = − =  

4. За формулою Байєса [2], тобто з урахуванням того, що 

( ) ( )
( )

( )

i i

i

P H P A H
P H A

P A


= , 

розраховуємо ймовірності того, що той агрегат, який відмовив, 

вироблений відповідно на 1, 2 і 3-му заводах: 

1

0,2 0,1
( ) 0,143;

0,14
P H A


= =  

2

0,3 0,08
( ) 0,171;

0,14
P H A


= =  

3

0,5 0,192
( ) 0,686.

0,14
P H A


= =  

Приклад 1.4. У 52 авіаційних двигунів, що перебували в 

експлуатації, було зафіксовано три відмови, які потребують 

дострокового зняття їх з літака. Час спостереження 500t =  годин. 

Визначити оцінку середнього наробітку до відмови 0
ˆ ,T  який приводить 

до дострокового зняття авіадвигуна, та оцінку параметра потоку відмов 

ˆ ( )t . 

Р о з в’ я з а н н я. Згідно з рівняннями (1.20) та (1.29) отримаємо 

оцінку 
0
ˆ Nt
T

n
= , де N – загальна кількість двигунів; n – кількість відмов. 

Тоді з урахуванням даних задачі 0

52 500ˆ 8666
3

T


= =  год. 

Для оцінювання параметра потоку відмов використаємо формули 

(1.27) і (1.28). Тоді 3

0

1 1
ˆ ( ) 0,11 10 .

ˆ 8666
t

T

− = = =   
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Приклад 1.5. Під час експлуатації літаків АН-24 за один квартал 

трапилось три несправності електромеханізму МВР-2М, які виявлені у 

процесі післяпольотного обслуговування. Сумарна тривалість польотів 

60000t =  год. Визначити статистичну оцінку наробітку до відмови 0
ˆ .T  

Р о з в’ я з а н н я. Знайдемо оцінку 0
ˆ ,

t
T

n

=  де n – кількість відмов 

електромеханізму під час польотів загальною тривалістю t . Тоді 

0

60000ˆ 20000
3

T = =  год. 

 

Приклад 1.6. Під час проведення дослідження працездатності 

десяти однотипних виробів фіксують їх наробіток, за якого виникає 

перша відмова від зношуваності або утомленості і який вважають 

моментом досягнення виробом граничного стану: 1T =  1020 год;  

2T =  910 год; 3T =  980 год; 4T =  1110 год; 5T =  1090 год; 6T =  890 год; 

7T =  970 год; 8T =  1050 год; 9T =  860 год; 10T =  990 год. Потрібно 

визначити середній термін служби цього виробу. 

Р о з в’ я з а н н я. З параграфів 1.2.4 та 1.2.5 можна визначити, що 

середній термін служби виробу становить 

1TC ,

n

i
i

T

n

==


 

де n  – загальна кількість відмов виробу. Тоді згідно з отриманими під 

час дослідження даними 

1020 910 980 1110 1090 890 970 1050 860 990
TC 987

10

+ + + + + + + + +
= =

 
год. 

 

Приклад 1.7. За рік експлуатації авіаційний двигун пропрацював на 

землі і в повітрі 820 год. За цей період на ньому було виявлено чотири 

відмови і пошкодження, на знаходження та усунення яких було 
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витрачено 22 год. На проведення регламентних робіт за той самий термін 

експлуатації витрачено 34 год. Знайти коефіцієнт технічного 

використання двигуна. 

Р о з в’ я з а н н я. Згідно з формулою (1.34), 

н.cум

т.вк
н.cум т.oб p.oб

,
T

K
T T T

=
+ +

 де н.сумT  – сумарний час перебування двигуна 

у працездатному стані за весь період (один рік) експлуатації, р.об т.об,  T T  – 

математичне сподівання часу перебування об’єкта у простої, 

обумовленому ремонтом і технічним обслуговуванням за той самий 

період відповідно. Тоді 

т.вк

820
0,93.

820 22 34
K = =

+ +
 

1.5. Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення поняття надійності. Назвіть три особливості 

цього поняття. 

2. Назвіть одиничні властивості надійності та їх визначення. 

3. Що таке відмова і збій? Які є різновиди відмов і збоїв? 

4. Що таке елемент і система? У чому полягає діалектика 

взаємозв’язку цих понять? 

5. Назвіть одиничні й комплексні показники надійності. У чому 

полягає їх взаємозв’язок? Дайте імовірнісні й статистичні визначення 

показників надійності. 

6. Назвіть показники надійності невідновлюваних об’єктів. 

7. Назвіть показники надійності відновлюваних об’єктів. 

8. Яким чином пов’язані між собою показники безвідмовності? 

9. Назвіть кількісні показники довговічності. 

10. Дайте визначення поняття збережуваності. Назвіть її ймовірнісні 

показники. 
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РОЗДІЛ 2. МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ НАДІЙНОСТІ ОБ’ЄКТІВ 

2.1. Загальні поняття про моделі надійності 

Для розв’язання задач оцінювання надійності й прогнозування 

працездатності об’єкта потрібно мати математичну модель, яку можна 

подати аналітичними виразами одного з показників P(t), f(t) або (t). Для 

отримання моделі потрібно провести випробування, обчислити 

статистичні оцінки та апроксимувати їх аналітичними функціями. 

Під час виконання розрахунків надійності працюють не з самим 

технічним виробом, а з певним математичним об’єктом, що відображає 

найбільш істотні властивості реального виробу і називається 

математичною моделлю надійності. Оскільки відмови – це випадкові 

події, що виникають унаслідок несприятливого розвитку випадкових 

явищ, математична модель надійності виробу має бути стохастичною, 

що відображає з достатньою точністю закономірності появи відмов у 

реальному виробі. 

Розглянемо моделі раптових відмов, коли впливом поступових 

відмов на надійність об’єктів можна знехтувати. Вплив поступових 

відмов та їх математичні моделі надійності детально розглянемо у 

розділі 3. 

Найбільш простою є модель невідновлюваного елемента, оскільки 

вона зводиться до моделі безвідмовності. Основне завдання під час її 

побудови – формування ознак відмови, вибір та обґрунтування 

відповідної функції розподілу наробітку до відмови і визначення 

числового значення її параметрів за статистичними даними, отриманими 

у процесі випробувань надійності або спостережень під час експлуатації. 

Оскільки сукупність оцінюваних показників надійності елемента 

залежить від моделі надійності системи, в яку входить елемент, і від типу 
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нормованого показника надійності, то в деяких випадках не потрібне 

знання функції розподілу. Достатньо знати деякі числові 

характеристики: середній наробіток до відмови, ймовірність відмови за 

заданий час та ін. 

Під час формування моделі надійності відновлюваного елемента 

додатково потрібно будувати також модель відновлюваності, в якій 

мають бути формалізовані процеси виявлення, локалізації відмов та їх 

усунення (ремонту, налагодження, передпускової підготовки тощо); для 

формалізації процесу функціонування мають бути встановлені розподіл 

часу відновлення працездатності і механізм впливу передісторії елемента 

(кількість відмов і відновлень, тип відмов, обсяг і зміст профілактичних 

робіт, стан запасного майна тощо) на розподіл наробітку і розподіл часу 

відновлення. 

З’ясуємо, як змінюється безвідмовність технічних об’єктів під час 

експлуатації, що дасть можливість класифікувати моделі і визначити 

можливості їх застосування. 

З досвіду експлуатації видно, що зміна ІнВ (t) переважної 

більшості об’єктів (наприклад, радіоелектронних елементів ЛА [2, 6, 38]) 

описується U-подібною кривою (рис. 2.1, рис. 2.2, а). 

Криву можна умовно розділити на три характерних ділянки: 

–  період приробітку; 

–  період нормальної експлуатації; 

–  період старіння об’єкта. 

У період приробітку об’єкт має підвищену ІнВ, викликану 

відмовами, обумовленими дефектами виробництва, монтажу та 

налагодження. Іноді із закінченням цього періоду пов’язують гарантійне 

обслуговування об’єкта, коли усунення відмов провадиться виробником 

(виготівником). 
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У період нормальної експлуатації ІнВ залишається майже 

постійною, при цьому відмови мають випадковий характер і з’являються 

раптово, насамперед через недотримання умов експлуатації, випадкові 

зміни навантаження, несприятливі зовнішні фактори і т. п. Саме цей 

період відповідає основному часу експлуатації об’єкта. 

 

 

Рис. 2.1. Графік зміни інтенсивності відмов протягом життєвого циклу 

переважної більшості технічних об’єктів 

 

Зростання ІнВ належить до періоду старіння об’єкта і викликане 

збільшенням кількості відмов від зношування, спрацьовування, старіння 

та інших причин, пов’язаних із тривалою експлуатацією. 

Такий вид залежності і наявність трьох ділянок можна пояснити так. 

У великій партії завжди є деяка кількість виробів з прихованими 

дефектами, які не виявлені вихідним контролем виробництва. Ці дефекти 

розвиваються у відмову зазвичай незабаром після початку експлуатації. 

У міру «випалювання» дефектних виробів інтенсивність відмов 

зменшується згідно із залежністю 1(t) (рис. 2.2, а). Цей процес 

продовжується і на ділянці нормальної роботи, але кількість відмов 
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виробів з прихованими дефектами тут порівняно невелика. На третій 

ділянці відмови з інтенсивністю 2(t) виникають переважно унаслідок 

необоротних фізико-хімічних процесів, що спричиняють погіршення 

якості виробів, їх називають процесами старіння. На другій ділянці діють 

обидві причини відмов: приховані дефекти і старіння, проте оскільки 

немає переваги жодної з причин, сумарна інтенсивність відмов 

залишається приблизно постійною. 

У деяких виробів залежність інтенсивності відмов від часу 

відрізняється від типової. Якщо відпрацьована і стабільна технологія 

виробництва і ретельно проводиться вихідний контроль, то кількість 

дефектних виробів невелика, і тоді переважає процес старіння 

(рис. 2.2, б). 

 
а)     б)          в) 

Рис. 2.2. Залежність інтенсивності відмов різних об’єктів від часу на ділянках: 

1 – приробітку; 2 – нормальної експлуатації; 3 – старіння 

 

Інші вироби протягом тривалого часу майже не старіють, і тоді 

функція (t) має затяжну ділянку приробітку і коротку ділянку старіння 

(рис. 2.2, в). В обох останніх випадках ділянки нормальної експлуатації з 

постійною інтенсивністю відмов майже немає. 

Вигляд аналітичної функції, яка описує зміну показників надійності 

P(t), f(t) або (t), характеризує закон розподілу випадкової величини, що 
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залежить від властивостей об’єкта, його умов роботи та характеру відмов 

і який обирають під час апроксимації статистичних даних (результатів) 

випробувань. 

2.1.1. Статистичне оброблення результатів випробувань 

і визначення показників надійності 

Нехай за результатами випробувань N невідновлюваних однакових 

об’єктів отримано статистичну вибірку (у будь-яких одиницях виміру) – 

масив наробітку до відмови кожного з N об’єктів, які підлягали 

випробуванню. Вибірка характеризує випадкову величину наробітку T = 

{t} до відмови об’єкта. Потрібно вибрати закон розподілу випадкової 

величини T і перевірити правильність вибору за відповідним критерієм. 

Закон розподілу підбирають на основі апроксимації (згладжування) 

експериментальних даних про наробіток до відмови, які можуть бути 

подані у вигляді таблиці, у вигляді аналітичної залежності (математичної 

моделі) або у компактному графічному вигляді. Вибір тієї або іншої 

функції для апроксимації має характер гіпотези, яку висуває дослідник. 

Експериментальні дані можуть із більшою або меншою 

правдоподібністю підтверджувати або не підтверджувати справедливість 

тієї або іншої гіпотези, тому дослідник має отримати відповідь на 

питання: чи узгодяться результати експерименту з гіпотезою про те, що 

випадкова величина наробітку підпорядкована обраному ним закону 

розподілу? Відповідь на це питання є результатом розрахунку 

спеціальних критеріїв адекватності математичної моделі. 

Алгоритм оброблення результатів і розрахунку показників 

надійності. Формування статистичного ряду. Якщо кількість об’єктів, 

що випробуються, велика, отриманий масив наробітків {..., ti, ...} 

описується громіздкою таблицею, яка є ненаочною формою подання 

випадкової величини T. Більш компактним та ілюстративним способом 

подання вибірки для знаходження закону розподілу є графічний метод, 
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коли статистичний ряд зображують у вигляді гістограми наробітку до 

відмови (рис. 2.3). Алгоритм побудови гістограми такий: 

1) установлюють інтервал наробітку [tmin, tmax] і його довжину 

t  = tmax – tmin, де min min{..., , ...};i
i

t t  max max{..., ,...};i
i

t t  

 

Рис. 2.3. Гістограма наробітку до відмови об’єкта 

 

2) інтервал наробітку [tmin, tmax] розбивають на k інтервалів однакової 

ширини ,tt
k


 =  t = ti+1 – ti = ti – ti–1, де t – крок гістограми (вибір k  або 

t залежить від умов досліду, необхідної точності апроксимації тощо); 

3) у кожному і-му інтервалі підраховують частоту ˆ
iB  появи відмов 

(для всіх k інтервалів): 

1( , ) ( , )ˆ ,i i i i
i

n t t t n t t
B

N N
+ + 

= =  

де N  – загальна кількість об’єктів; ( ,  )i in t t t +  – кількість об’єктів, що 

відмовили в інтервалі [ ,  ];i it t t+   очевидно, що 
1

ˆ 1;
k

i

i

B
=

=  
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4) отриманий статистичний ряд подають у вигляді гістограми, яку 

будують таким чином. По осі абсцис (t) відкладають інтервали t, на 

кожному з яких, як на основі, будують прямокутник, висота якого 

пропорційна (в обраному масштабі) відповідній частоті ˆ .iB  Можливий 

вигляд гістограми (для 6k = ) показано на рис. 2.3. 

Для правильного вибору закону розподілу показників безвідмовності 

об’єкта за отриманими статистичними даними вкрай важливо вміти вибрати 

тривалість інтервалу .t  З одного боку, цей інтервал не має бути настільки 

великий, щоб згладити характерні параметри закону розподілу. З другого – не 

настільки малий, щоб почали проявлятися вторинні і несуттєві властивості. У 

кожному конкретному випадку потрібно знаходити оптимальну тривалість 

інтервалу tопт розбиття загального часу випробування. Іноді для визначення 

впливу цього інтервалу на вигляд і плавність шуканої статистичної оцінки 

вибирають декілька значень інтервалу it , де i  – кількість вибраних 

інтервалів (зазвичай 2...3i = ) [2]. За отриманими гістограмами будують криві 

для кожного значення it  та обирають найбільш оптимальне (плавне) 

протікання графіка шуканого показника безвідмовності. Потім аналізують 

залежність кількості інтервалів k  від оптимального значення tопт для 

визначення міжремонтного ресурсу випробуваного об’єкта. 

 

2.1.2. Розрахунок емпіричних функцій 

Використовуючи дані сформованого статистичного ряду, 

визначають статистичні оцінки показників надійності, тобто емпіричні 

функції: 

– функцію розподілу відмов (оцінка ІВ): 

min
min

( )ˆ ( ) 0;
n t

Q t
N

= =  
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1 min 1
1 1

( ) ( ,  )ˆ ˆ( ) ;
n t n t t

Q t = B
N N


= =  

2 min 1 1 2
2 1 2

( ) ( ,  ) ( ,  )ˆ ˆ ˆ( ) ;
n t n t t n t t

Q t B B
N N

 + 
= = = +  

… … … … … … … … … … … … … … … … 

max
max

1

( )ˆ ˆ( ) 1;
k

i
n t

Q t B
N

= = =  

– функцію безвідмовності (оцінка ІБР): 

min min
ˆˆ( ) 1 ( ) 1;P t Q t= − =  

min 1
1 1

( ,  )ˆ ˆ( ) 1 1 ;
n t t

P t = B
N


− = −  

min 1 1 2
2 1 2

( ,  ) ( ,  )ˆ ˆ ˆ( ) 1 1 ( );
n t t n t t

P t B B
N

 + 
= − = − +  

… … … … … … … … … … … … … … … … 

max max
ˆˆ( ) 1 ( ) 0;P t Q t= − =  

– щільність розподілу відмов (оцінка ЩРВ): 

1
ˆ( ,  )ˆ ( ) ;i i i

i

n t t B
f t

N t t

+
= =

   

– інтенсивність відмов (оцінка ІнВ): 

1 1( ,  ) ( ,  )ˆ ( ) .
( ) [ ( )]

i i i i
i

i i

n t t n t t
t

N t t N n t t

+ + 
 = =

 − 
 

Графіки статистичних оцінок ˆˆ ˆˆ( ), ( ), ( ), ( )Q t P t f t t  зображено на 

рис. 2.4, 2.5 і 2.6 відповідно. Правила побудови графіків зрозумілі з 

наведених вище розрахункових формул. Кожний із графіків має свій 

масштаб. 
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k:     1      2       3        4       5       6 

Рис. 2.4. Графіки статистичних оцінок ІБР та ІВ 

 

 
k:         1      2       3       4       5      6 

Рис. 2.5. Гістограма ЩРВ об’єкта 
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k:        1      2      3       4       5       6 

Рис. 2.6. Гістограма ІнВ об’єкта 

Розрахунок статистичних оцінок числових характеристик. Для 

розрахунку статистичних оцінок числових характеристик можна 

використати дані сформованого статистичного ряду. 

Використовують такі статистичні оцінки числових характеристик: 

а) оцінку середнього наробітку до відмови (статистичне середнє 

наробітку): 

*
0

1

ˆ ˆ ,
k

i iT t B=
 

де *
it  – середина i-го інтервалу наробітку, тобто середнє значення 

наробітку в інтервалі шириною 
*

1;  –
2 2

i i i
t t

t t t t +
 

 = + = ; 

б) оцінку дисперсії наробітку до відмови (емпірична дисперсія 

наробітку): 

* 2
0

1

ˆ ˆ ˆ( – ) ;
k

i iD t T B=  

в) оцінку СКВ: 
ˆ ˆ .S D=  

Доцільно розрахувати оцінки деяких допоміжних характеристик 

розсіювання випадкової величини T: 
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г) вибірковий коефіцієнт асиметрії наробітку до відмови 

3
0

3
1

ˆ ˆ( – )
;

ˆ

k
i it T B

A
S



=  

д) вибірковий ексцес наробітку до відмови 

4
0

4
1

ˆ ˆ( – )
– 3.

ˆ

k
i it T B

E
S

 
=  
 
  

Ці характеристики використовують для вибору функції під час 

апроксимації. 

Так, коефіцієнт асиметрії є характеристикою «скошеності» 

розподілу, наприклад, якщо розподіл симетричний відносно МС, то 

0A = . Розподіл 2( )f t  на рис. 2.7, а має додатну асиметрію 0A  , а 3( )f t  – 

від’ємну 0A  . 

Ексцес характеризує крутизну (гостро- або плосковершинність) 

розподілу. Для нормального розподілу 0.E =  Більш гостровершинні 

порівняно з кривою нормального розподілу криві ( )f t  мають 0,E   і 

навпаки – криві з більш плоскими вершинами мають 0E   (рис. 2.7, б). 

 
      а)            б) 

Рис. 2.7. Графічне пояснення асиметрії а) та ексцесу б) 

2.1.3. Вибір закону розподілу 

Вибір закону розподілу полягає у підбиранні аналітичної функції, 

яка якнайкраще апроксимує емпіричні функції безвідмовності, і 
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визначенні адекватності обраної математичної моделі 

експериментальним даним. 

Як уже зазначалось, вибір – це процедура невизначена й багато в 

чому суб’єктивна: залежить від досвіду дослідника, апріорних знань про 

об’єкт, його властивості та умови роботи, а також від вигляду графіків 

ˆ ˆˆ( ), ( ), ( ).P t f t t  

Найпоширенішим є вибір розподілу за виглядом емпіричних 

функцій ЩРВ ˆ ( )f t  або ІнВ ˆ ( ).t  Вибір закону розподілу – це фактично 

прийняття тієї або іншої гіпотези. 

Припустимо, що з якихось міркувань обрано гіпотетичний закон 

розподілу, заданий теоретичною ЩРВ ( ) ( , , , , ...),f t t a b c=   де , , , ...a b c  – 

невідомі параметри розподілу. 

Потрібно підібрати ці параметри так, щоб функція f(t) якнайкраще 

згладжувала ступінчастий графік ˆ ( )f t  і була якомога більше наближена 

до статистичних даних. Для цього використовують такий прийом: 

параметри a, b, c, ... обирають з таким розрахунком, щоб кілька 

найважливіших числових характеристик теоретичного розподілу, які 

називають критеріями апроксимації, дорівнювали відповідним 

статистичним оцінкам. 

На графіку разом з ˆ ( )f t  будують теоретичну ЩРВ ( ),f t  що дає 

можливість візуально оцінити результати апроксимації (розбіжності між 

ˆ ( )f t  та ( )).f t  Оскільки ці розбіжності неминучі, то виникає питання: чи 

пояснюються вони випадковими обставинами, пов’язаними з тим, що 

теоретичний розподіл обраний помилково? Відповідь на це питання дає 

розрахунок критерію згоди (узгодженості, погодження). 

Розрахунок критерію згоди. Критерій згоди – це критерій 

перевірки гіпотези про те, що випадкова величина T, яка має свою 

вибірку, має розподіл передбачуваного типу, тобто критерій адекватності 

обраної математичної моделі експериментальним даним. 
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Перевірка полягає у розрахунку критерію як деякої міри розбіжності 

теоретичного та емпіричного розподілів, причому ця міра – випадкова 

величина. 

Чим більша міра розбіжності, тим гірша узгодженість емпіричного 

розподілу з теоретичним, тобто гіпотезу про вибір закону розподілу 

варто відкинути як неправдоподібну. 

У протилежному випадку – експериментальні дані не суперечать 

прийнятому розподілу. 

З відомих критеріїв у теорії надійності найчастіше застосовують 

критерій згоди 2  (кхі-квадрат) Пірсона. 

Узгодженість розподілів за критерієм 2  перевіряють у такий спосіб: 

1) розраховують критерій 2  (міру розбіжності): 

2
2

1

ˆ( – )
,

k
i i

i

B B
N

B
 =   

де Bi – теоретична частота влучення випадкової величини в інтервал  

[ti, ti + t], ( ) ;i iB f t t=   ( )if t  – значення ЩРВ обраного за гіпотезою 

закону розподілу у точці ;it
  

2) визначають кількість ступенів вільності: R = k – L, де L – кількість 

незалежних умов, накладених на частоти ˆ ,iB  наприклад: 

а) умова 
1

ˆ 1;
k

i
i

B
=

=  

б) умова збігу *
0

1

ˆ ;
k

i it B T=  

в) умова збігу * 2
0

1

ˆ( – )
k

i it T B D=  і т. д. 

Найчастіше 3.L =  Чим більша кількість ступенів вільності, тим 

більше випадкова величина 2  підкоряється розподілу Пірсона; 
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3) за розрахованими 2  та R знаходять ймовірність P того, що 

величина, яка має розподіл Пірсона з R ступенями вільності, перевищить 

розраховане значення 2.  

Важко дати відповідь на питання, наскільки малою має бути 

ймовірність P, щоб відкинути гіпотезу про вибір того або іншого закону 

розподілу. На практиці, якщо P < 0,1, то рекомендується відкинути 

прийняту гіпотезу і підшукати інший закон розподілу. 

У цілому за допомогою критерію згоди можна спростувати обрану 

гіпотезу, але якщо ймовірність P досить велика, то це не може бути 

доказом правильності гіпотези, а вказує лише на те, що гіпотеза не 

суперечить даним експерименту. 

Для апроксимації реальних розподілів наробітку до відмови на 

ділянках приробітку, нормальної експлуатації і старіння використовують 

стандартні розподіли випадкових величин, які досліджуються в теорії 

ймовірності. Розглянемо математичні вирази для деяких використовуваних 

у теорії надійності розподілів і фізичні передумови, які пояснюють 

механізми їх виникнення. Для кожного розподілу розглядають чотири 

основні характеристики: функцію розподілу F(t), щільність розподілу f(t), 

математичне сподівання (середній наробіток до відмови) 0T  і дисперсію D  

[10; 12]. Експериментатор, який обирає математичну модель, може 

розглянути не одну, а дві–три гіпотези (вибрати не один, а два–три закони 

розподілу) і після порівняння розрахованих параметрів вибрати 

оптимальний. 

2.2. Нормальний закон розподілу наробітку до відмови 

Класичний нормальний розподіл. Нормальний розподіл або розподіл 

Гауса – найбільш універсальний, зручний і широко застосовуваний. 

Вважається, що наробіток підкоряється нормальному розподілу 

(нормально розподілений), якщо ЩРВ можна описати виразом 
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2

2

( – )1
( ) exp – ,

22

t a
f t

 
=    

 

де a та σ – параметри розподілу, відповідно, МС і СКВ; вважають, що за 

результатами випробувань 0
ˆ ;a T  2 ˆ ,D   де 0

ˆ ˆ,  T D  – оцінки середнього 

наробітку і дисперсії, а параметр σ фактично відображає СКВ S, ˆD̂ S  = , 

отже, у теорії надійності закон Гауса використовують у вигляді 

2
02 ( – )

–0
2

2

( – )1 1
( ) exp – .

22 2

t T

D
t T

f t e
SS D

 
= =   

 (2.1) 

Графіки зміни показників безвідмовності за нормального розподілу 

зображено на рис. 2.8. 

 

Рис. 2.8. Графіки показників безвідмовності для нормального розподілу 

З’ясуємо зміст параметрів 0T  і S нормального розподілу. Із графіка 

( )f t  видно, що за 0t T=  ЩРВ досягає свого максимуму: 
0

max

1
( ) .

2
t T

f t
S

=
=


 

У разі зрушення 0T  уліво/вправо по осі абсцис крива ( )f t  

зміщується у той самий бік, не змінюючи своєї форми. Отже, 0T  є 

центром розсіювання випадкової величини T, тобто МС. При цьому 

графік ( )f t  симетричний відносно значення 0T , тобто 0 0( ) ( ).f T t f T t− = +  
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Параметр S характеризує форму кривої ( ),f t  тобто ступінь 

розсіювання випадкової величини T. Крива ЩРВ ( )f t  тим вужча і 

гостріша, чим менше S. Зміну графіків P(t) і (t) за різних СКВ 

наробітків за умови 1 2 3S S S   і 0 constT =  зображено на рис. 2.9. 

Використовуючи отримані раніше (глави 1.7 та 1.8) співвідношення 

між показниками безвідмовності, можна було б записати вирази для ( )P t , 

( )Q t  і (t) за відомим виразом (2.1) для ( ).f t  Через велику громіздкість 

цих інтегральних виразів для практичного розрахунку показників 

безвідмовності обчислення інтегралів замінюють використанням 

таблиць. Крім того, для використання одних і тих самих уніфікованих 

таблиць для всіх нормально розподілених випадкових величин проводять 

нормування. 

 

Рис. 2.9. Графіки ймовірності безвідмовної роботи P(t)  та інтенсивності відмов (t) 

за різних СКВ (S1  S2  S3) і T0 = const 

Із цією метою нормують змінну величину і переходять від 

випадкової величини { }T t=  до деякої випадкової величини { },X x=  

0 ,
t T

x
S

=
−

 яка розподілена нормально з параметрами МС M{X} = 0, СКВ 

S{X} = 1 і щільністю розподілу 
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21
( ) exp – .

22

x
f x

 
=  

  
 (2.2) 

Вираз (2.2) описує щільність нормованого нормального розподілу, 

графік якої зображено на рис. 2.10. 

 
Рис. 2.10. Щільність розподілу випадкової величини 

для нормованого нормального розподілу 

Нормована функція розподілу випадкової величини X має вигляд 

( ) ( ) ,

x

F x f x dx

−

=   

а із симетрії кривої ( )f t  відносно МС M{X} = 0 випливає, що 

( ) ( ),f x f x− =  звідки ( ) ( ).F x F x− =  

У довідковій літературі наведено розрахункові значення функцій 

( )f x  і ( )F x  для різних 0–
.

t T
x

S
=  

Показники безвідмовності об’єкта через табличні значення ( )f x  та 

( )F x  знаходять за формулами 

( )
( ) ;

f x
f t

S
=  

( ) ( );  Q t F x=  (2.3) 

( ) 1 ( );P t F x= −  (2.4) 
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( ) ( )
( ) .

( ) [1– ( )]

f t f x
t

P t S F x
 = =  (2.5) 

Оскільки нормована функція ( )f x  симетрична відносно осі ординат, 

у практичних розрахунках часто замість функції ( )F x  використовують 

функцію Лапласа як розподіл додатних значень випадкової величини X у 

вигляді 

2

0 0

1 –
( ) ( ) exp .

22

x x
x

x f x dx dx
 

 = =     
   (2.6) 

Очевидно, що ( )F x  пов’язана з ( )x  у такий спосіб: 

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0,5 ( ).

x x

F x f x dx f x dx f x dx x

− −

= = + = +    (2.7) 

Функція ( )x  має властивості 

( ) 0,5;  ( ) 0,5;  ( ) ( ).x x − = −   =  − = −  

Показники безвідмовності об’єкта можна визначити через Ф(x), 

використовуючи вирази (2.3)–(2.7): 

( ) 0,5 Ф( )Q t x= + ; 

( ) 0,5 Ф( )P t x= − ; 

( )
( ) .

[0,5 – ( )]

f x
t

S x
 =


 

Найчастіше під час оцінювання безвідмовності об’єкта доводиться 

вирішувати пряме завдання – за заданих параметрів Т0 і S нормально 

розподіленого наробітку до відмови визначати той або інший показник 

безвідмовності (наприклад, ІБР до наробітку t). 

Але під час проектних робіт доводиться вирішувати і зворотне 

завдання – визначати наробіток, потрібний за технічним завданням, за 

заданою ІБР P  об’єкта. 

Для розв’язання зворотного завдання використовують квантилі 

нормованого нормального розподілу. 
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Квантиль – значення випадкової величини, що відповідає заданій 

імовірності. 

Позначимо: 

pt  – значення наробітку, що відповідає ІБР P; 

px  – значення випадкової величини X, що відповідає ймовірності P. 

Тоді з рівняння зв’язку x і t за ;px x=  pt t=  отримуємо: 

0p
p

t T
x

S

−
= ; 

0 ,p pt T x S= +  

де pt , px  – відповідно ненормована і нормована квантилі нормального 

розподілу, що відповідають ймовірності P. 

Значення квантилів px  є в довідковій літературі для 0,5P  . 

Якщо задана імовірність 0,5,P   використовують співвідношення 

1 .p px x −= −  Наприклад, якщо 0,3,P =  маємо 0,3 1 0,3 0,7.x x x−= − = −  

Імовірність влучення випадкової величини наробітку T у заданий 

інтервал 1 2[ ,  ]t t  знаходять за формулою 

1 2 2 1 2 1{ [ ,  ]} ( ) ( ) ( ) ( ),P T t t F x F x x x = − =  −  (2.8) 

де 1 0
1

–
,

t T
x

S
=  2 0

2

–
.

t T
x

S
=  

Зазначимо, що наробіток до відмови завжди додатний, а крива ЩРВ ( )f t  

у загальному випадку починається від t = −  і поширюється до .t =   

Це не вважають істотним недоліком, якщо 0 ,T S  оскільки за 

формулою (2.8) легко підрахувати, що з точністю до 1 % ймовірність 

влучення випадкової величини T в інтервал 0 0{ 3 3 } 1,0.P T S T T S−   +   А 

це означає, що всі можливі значення (з похибкою не вище 1 %) 

нормально розподіленої випадкової величини зі співвідношенням 

характеристик 0 3T S  перебувають на ділянці 0 3 .T S  
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У разі більшого розкиду значень випадкової величини T область 

можливих значень обмежується лівою ділянкою (0,  ),  і тоді 

використовують усічений нормальний розподіл. 

Усічений нормальний розподіл. Відомо, що коректність 

використання класичного нормального розподілу наробітку досягається 

за 0 3T S  з відносною точністю 0,01. 

Якщо значення Т0 мале і S велике, може виникнути ситуація, коли на 

ліву ділянку класичної кривої ЩРВ ( )f t  припадає зона від’ємних 

наробітків 0t   (рис. 2.11), яких насправді немає. 

 

Рис. 2.11. Графік щільності усіченого нормального розподілу 

Отже, нормальний розподіл як загальний випадок розподілу 

випадкової величини в діапазоні (–∞; ∞) лише за певних умов може бути 

використаний для вибору моделей безвідмовності. 

Усіченим нормальним розподілом (УНР) називають розподіл, 

отриманий із класичного нормального з обмеженням інтервалу 

можливих значень наробітку до відмови. 

На відміну від нормального розподілу, який визначений на всій 

дійсній осі, зокрема і для негативних значень, усічений нормальний 

розподіл визначений лише на додатній півосі і може використовуватися 
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для опису розподілу наробітку до відмови. Розподіл має такі 

характеристики: 

–

( ) ;

t a

F t
А

 
 

 =  
2

2

( – )1
( ) exp – ;

22

t a
f t

А

 
=     

; 0,5 Ф ;
a

A
 

= +  
 

 

2

2

0

exp –
2

2

a

T a
А

 
  

 = +


; 
2

–
2

0

1
Ф( ) ,

2

x y

x e dy=

  

де Ф(x) – інтеграл Лапласа, A  – сталий коефіцієнт. 

Функцію усіченого нормального розподілу можна використовувати 

для апроксимації реальних розподілів на ділянці старіння. Якщо 3 ,a    

УНР стає дуже близьким до нормального розподілу (А = 1), оскільки 

значення А дуже близьке до одиниці. Наприклад, якщо 3 ,a =   то 

0,99865.A =  

Механізм виникнення нормального розподілу в технічних виробах, 

як і механізм виникнення гамма-розподілу, можна пояснити за 

допомогою моделі пошкоджень, що накопичуються. Неважко помітити, 

що із зростанням k  щільність гамма-розподілу (функція частоти відмов) 

стає більш симетричною. Основою цієї властивості є те що із зростанням 

k  функція частоти відмов наближається до функції 

2

22

1
( ) exp .

2
2

k
t

t
kk

  
−  
   =

 
    

 (2.9) 

Функція (2.9) збігається з функцією щільності нормального 

розподілу, якщо зробити заміну 
k

a=


 та 2
2

.
k
= 


 Отже, нормальний 

розподіл можна розглядати як граничний розподіл моделі пошкоджень, 

що накопичуються, за досить високого порогу катастрофічного 

зношення. Зазначимо, що вже за k = 9 у формулі (2.9) маємо a = 3, тобто 
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вже можна використовувати нормальний розподіл замість усіченого 

нормального. При цьому похибка від заміни гамма-розподілу 

нормальним в області значень ймовірності безвідмовної роботи 0,7P   

не перевищує 4 %. 

У загальному випадку усічення нормального розподілу може бути: 

– лівим – (0, ); 

– двобічним – (t1, t2). 

Розглянемо вміст УНР для випадку обмеження випадкової величини 

наробітку інтервалом 1 2( ,  ).t t  

Нехай щільність розподілу для такого УНР ( ) ( ),f t cf t =  де ( )f t  – 

щільність неусіченого нормального розподілу, 

2
0
2

( – )1
( ) exp – ;

2 2

t T
f t

S S

  
=  

   
 

c – нормувальний множник, який визначають з умови, що площа під 

кривою ( )f t
 дорівнює 1, тобто 

2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) 1.

t t t

t t t

f t dt cf t dt c f t dt = = =    

Звідси 
2

1

1
,

( )

t

t

c

f t dt

=


 

де 

 

2

1

1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

t

t

f t dt P t T t F t F t Q t Q t=   = − = −  

Застосовуючи перехід від випадкової величини { }T t=  до величини 

{ },X x=  тобто 1 0
1

–
,

t T
x

S
=  2 0

2

–
,

t T
x

S
=  отримаємо 

2

1

2 1 2 1 2 1( ) ( )  ( ) 0,5 ( ) 0,5 ( ) ( ) ( ).

t

t

f t dt Q t Q t x x x x= − = + − − = −  
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Звідси нормувальний множник 
2 1

1
.

Ф( ) Ф( )
c

x x
=

−
 

Оскільки 2 1[Ф( ) Ф( )] 1,x x−   то 1,c   тому ( ) ( ).f t f t   Крива ( )f t
 

буде проходити вище, ніж ( ),f t  тому що площі під кривими ( )f t
 та 

( )f t  на інтервалі 1 2[ ,  ]t t  однакові і дорівнюють одиниці (рис. 2.12). 

Якщо покласти 1 0 3 ;t T S= −  2 0 3 ,t T S= +  то 

0 2

0 1

3

3

( ) ( )

T S t

T S t

f t dt f t dt

+


−

=   (з похибкою до 1 %). 

 

Рис. 2.12. Порівняння ЩРВ нормального та усіченого нормального розподілів 

Показники безвідмовності для УНР у діапазоні 1 2( ,  ) :t t  

ЩРВ: * ( )
( ) ( ) ;

cf x
f t cf t

S
= =  

ІБР: ( ) ( ) ( ) [0,5 ( )];

t t

P t cf t dt c f t dt c x

 
 = = = − 

 

ІВ: ( ) 1 [0,5 ( )];Q t c x = − +
 

ІнВ: 
*

*
*

( ) ( )
( ) ( ).

[0,5 – ( )]( )

f t f x
t t

S xP t
 = = = 


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Розглянемо УНР для додатного наробітку до відмови в діапазоні 

(0;  ), для якого 1 0,t =  2 .t →  

За аналогією з наведеним вище, отримаємо ЩРВ: 

*
0( ) ( ),f t c f t=  

де 0c  – нормувальний множник, який знаходять з умови 0

0

( ) 1,c f t dt



=  він 

дорівнює (аналогічно попереднім викладкам) 

0

0 0

0

1 1 1 1
.

( ) – (0)
Ф( ) – Ф 0,5 Ф( )

c
Q Q T T

f t dt
S S


= = = =

     − +   
   

 

Вирази показників безвідмовності УНР з робочим діапазоном (0, ) 

аналогічні показникам безвідмовності для УНР в діапазоні 1 2( ,  ),t t  

відмінність полягає тільки у значеннях нормувального множника 0 :c  

0*
( )

( ) ;
c f x

f t
S

=
 

 

*
0( ) [0,5 – Ф( )];P t c x=

 
*

0( ) 1– [0,5 – Ф( )];Q t c x=  

 

* ( )
( ) .

[0,5 – Ф( )]

f t
t

S x
 =

 Графік залежності нормувального множника 0c  від відношення 0T

S
 

зображено на рис. 2.13. 

 

Рис. 2.13. Графік зміни нормувального множника 0c  залежно від відношення 0T

S
 

Якщо 0 ,T S=  маємо 0 1,
T

S
=  0 max 1,2.c =   
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Якщо 0 2,5,
T

S
  маємо 0 1,0;c   тобто ( ) ( ).f t f t   

 

2.3. Експоненціальний, логарифмічний, 

гамма-відсотковий та інші закони розподілу 

наробітку до відмови 

Експоненціальний розподіл. Експоненціальний розподіл описує 

наробіток до відмови об’єктів, у яких у результаті контрольних 

(здавальних) випробувань під час вихідного контролю немає періоду 

приробітку, а призначений ресурс установлений до закінчення періоду 

нормальної експлуатації. 

Ці об’єкти можна віднести до «нестаріючих», оскільки їх 

експлуатують тільки на ділянці з ( ) const .t = =   Таких об’єктів 

надзвичайно багато: складні технічні системи з великою кількістю 

компонентів, засоби обчислювальної техніки, радіоелектронні елементи 

та системи автоматичного регулювання тощо. Експоненціальний 

розподіл широко застосовують для оцінювання безвідмовності 

енергетичних об’єктів та елементів ЛА. 

Експоненціальний розподіл має такі характеристики: 

–( ) 1– ;tF t e =  –( ) ;tf t e =   0
1

MC ;T = =


 
2

1
;D =


 0.   

Експоненціальний розподіл однопараметричний і має одну 

унікальну властивість, яку можна продемонструвати за допомогою 

розрахункових формул (1.9) і (1.13). Згідно з формулою (1.9), 

ймовірність 

– ( )
–

–
( , )

t
tP t

e e
e

 +



 = =  (2.10) 

не залежить від того, скільки часу виріб пропрацював до інтервалу часу 

( , ).t  +  Згідно з формулою (1.13), середній залишковий (прийдешній, 

майбутній) наробіток до відмови 
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–

0 0–

1
( )

t

T dt T
e
e

 




 = = =
  (2.11) 

також не залежить від того, скільки часу виріб пропрацював раніше. 

Закономірності (2.10) та (2.11) – це прояв властивості, яку називають 

відсутністю післядії, за наявності якої показники надійності виробу 

залежать тільки від стану виробу на початку певного інтервалу часу, але 

не залежать від наробітку до цього інтервалу. Є фізичні передумови, що 

пояснюють цю властивість. Одне з пояснень таке. Будь-який виріб 

працює в умовах певного навантаження (електричного, механічного та 

ін.) і має обмежену «міцність», тому є деяке граничне навантаження, яке 

виріб здатний витримувати без відмови. Якщо навантаження перевищує 

граничне значення, то відбувається раптова відмова. Пікові значення 

навантажень виникають випадковим чином, і момент їх виникнення 

передбачити неможливо. У теорії випадкових процесів є доказ того, що 

за певних умов час до першого перетину випадковим процесом деякого 

граничного (порогового) рівня має якраз експоненціальний розподіл. У 

наведеному поясненні важливим є те, що відмова виникає не внаслідок 

поступової зміни внутрішнього стану виробу, а внаслідок зовнішньої 

випадкової дії, значення якої перевищує допустиме. З цього виходить, 

що для експоненціального розподілу наробітку до відмови профілактичні 

роботи, що включають заміну елементів або їх періодичний ремонт, 

втрачають усякий сенс, оскільки не можуть вплинути на причину 

відмови. Природний спосіб підвищення надійності елемента полягає або 

в його конструктивному поліпшенні, або у зниженні діючих 

навантажень. 

Вважають, що випадкова величина наробітку об’єкта до відмови 

підлягає експоненціальному розподілу, якщо ЩРВ можна описати 

виразом 

( ) exp(– ),f t t=    (2.12) 



   91 

 

де  – параметр розподілу, який за результатами випробувань на 

надійність беруть 
0

1
;

T̂
  =   0T̂  – статистична оцінка середнього 

наробітку до відмови. 

Інші показники безвідмовності, якщо відоме значення параметра  = 

, наведено у табл. 2.1. 

Таблиця 2.1 

Показники безвідмовності експоненціального розподілу 

Показник безвідмовності Математична модель показника  

Імовірність безвідмовної роботи (ІБР) ( ) exp(– ) exp(– )P t t t=  =   (2.13) 

Імовірність відмови (ІВ) ( ) 1 – exp(– )Q t t=   (2.14) 

Інтенсивність відмов (ІнВ) 
exp(– )

( )
exp(– )

t
t

t

 
 = =  = 


 (2.15) 

Щільність  розподілу відмов (ЩРВ) ( ) exp(– )f t t=     

З виразу (2.15) випливає, що ІнВ є постійною величиною, що не 

залежить від часу і яка обернено пропорційна оцінці середнього 

наробітку 
0

1
( )

ˆ
t

T
 =  = . 

Числові характеристики наробітку до відмови знаходять за формулами: 

– середній наробіток (МС наробітку) до відмови: 

0

0

1
( ) ;T P t dt



= =
  

– дисперсію наробітку до відмови: 

2
0 2

0

1
{ } ( – ) ( ) .D D t t T f t dt



= = =
  

Графіки зміни показників безвідмовності для експоненціального 

розподілу зображено на рис. 2.14. 
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Рис. 2.14. Графіки показників безвідмовності (ІБР, ЩРВ, ІнВ) 

для експоненціального розподілу 

Слід зазначити, що за 1,t  тобто за наробітку t, значно меншому, 

ніж середній наробіток 0 ,T  вирази (2.12)–(2.15) можна спростити, 

замінивши te−  двома першими членами розкладання te−  у ступеневий ряд. 

Наприклад, вираз для ІБР набуде вигляду 

2 3
( ) ( )

( ) 1 ... 1 ,
2! 3!

t t
P t t t

 
= − + − +  −  

при цьому похибка обчислення P(t) не перевищує 0,5(t)2. 

Усі розглянуті далі закони розподілу наробітку до відмови 

використовують на практиці для описання надійності «старіючих» 

об’єктів, що піддаються відмовам від зношення. 

Логарифмічно нормальний розподіл. У логарифмічно 

нормальному (логнормальному) розподілі нормально розподіленим є 

логарифм ln(t) випадкової величини T, а не сама ця величина. 

Випадкова величина має логарифмічно нормальний розподіл, якщо 

логарифм цієї величини має нормальний розподіл, і вона визначена на 

додатній півосі. Розподіл має такі характеристики: 
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ln –
( ) 0,5 ;

t a
F t

 
= + 

 
 

2

2

(ln – )1
( ) exp – ;

22

t a
f t

t

 
=     

 
2

0 exp ;
2

T a
 

= +  
 

 2 2
0{ } exp(2 ) exp( ) –1 .D T a  = +  

 
 

Логарифмічно нормальний розподіл є двопараметричним 

розподілом, його можна використовувати у моделях надійності 

старіючих систем. Тобто логарифмічно нормальний розподіл багато в 

чому більш точно, ніж нормальний, описує наробіток до відмови тих 

об’єктів, у яких відмова виникає внаслідок утоми, наприклад, 

механічних деталей, підшипників кочення, електронних ламп та ін. 

Якщо логарифм ln t  має нормальний розподіл з параметрами МС U і 

СКВ V, то величина T вважається логарифмічно нормально 

розподіленою із ЩРВ вигляду 
2

2

ln –1
( ) exp – .

22

( )t U
f t

VVt

 
=  

  
 

Параметри U та V за результатами випробувань беруть 

1

1ˆ ln ;
N

iU U t
N

 =   

2 2

1

1ˆ ˆ(ln ) ,
1

N

iV V t U
N

 = −
−
  

де Û  та V̂  – оцінки параметрів U та V. 

Показники безвідмовності можна розрахувати за наведеними у главі 

1.6 виразами, використовуючи табульовані функції ( )f x  і, відповідно, 

F(x) та Ф(x) для нормального розподілу за 
ln –

2

t U
x

V

 
=  
 

. 

Графіки зміни показників безвідмовності для логарифмічно 

нормального розподілу зображено на рис. 2.15. 

Числові характеристики наробітку до відмови: 

– середній наробіток (МС наробітку) до відмови: 
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2

0 exp ;
2

V
T U

 
= +  

 
 

– дисперсія наробітку до відмови: 

2 2{ } exp(2 ) exp –1 .[ ( ) ]D D T U V V= = +  

 

Рис. 2.15. Графіки показників безвідмовності (ІБР, ЩРВ, ІнВ) 

для логарифмічно нормального розподілу 

Гамма-розподіл. Випадкова величина наробітку до відмови T має 

гамма-розподіл з параметрами  (масштабний параметр) і  (параметр 

форми), де  > 0, причому  – ціле число, якщо її ЩРВ описують виразом 

–1

( ) exp(– ),
Г( )

t
f t t

 
= 


 (2.16) 

де Г( )  – гамма-функція Ейлера або факторіальна функція, ( ) ( –1)!Г  =   

Очевидно, що за 1 =  вираз (2.16) спрощується до вигляду (2.12), що 

відповідає експоненціальному розподілу. 

Гамма-розподіл найбільш точно описує розподіл суми незалежних 

випадкових величин, кожна з яких розподілена за експоненціальним 

законом. 

Якщо   великі, гамма-розподіл зводиться до нормального розподілу 

з параметрами 2, .а b=  =   
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Графіки зміни показників безвідмовності для гамма-розподілу 

зображено на рис. 2.16. 

Числові характеристики наробітку до відмови для гамма-розподілу 

знаходять за такими формулами: 

– середній наробіток (МС наробітку) до відмови: 

0 ;T


=


 

– дисперсія наробітку до відмови: 

2
{ } .D D T


= =


 

 

Рис. 2.16. Графіки показників безвідмовності (ІБР, ЩРВ, ІнВ) для гамма-розподілу 

Частота відмов для гамма-розподілу залежить від двох параметрів: 

параметра форми  і параметра масштабу . У загальному випадку, якщо 

0,   функцію розподілу можна виразити за допомогою спеціальної 

функції І(, t), яку називають неповною гамма-функцією, її не можна 

виразити через елементарні функції. Проте вона протабульована [36], і за 

таблицями можна знайти її значення для будь-яких  та t. 

Гамма-розподіл має таку функцію розподілу: 

–1
–

0

( )
( ) ( , ) 1– .

!

i
t

i

t
F t I t e

i




=


=   =   (2.17) 
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Для цілих  гамма-розподіл перетворюється на розподіл Ерланга, 

для якого функція розподілу виражається через суму, вказану у формулі 

(2.17), а за  = 1 розподіл Ерланга (як і гамма-розподіл, про що зазначалось 

вище) стає експоненціальним розподілом. 

Вигляд залежності інтенсивності відмов від часу істотно залежить 

від значення параметра форми. За  > 1 інтенсивність відмов – це спадна 

функція часу, що змінюється зі збільшенням t від нескінченності до нуля. 

За  < 1 вона зростає від нуля до нескінченності, а за  = 1 не залежить 

від часу, залишаючись сталою величиною. Отже, гамма-розподіл можна 

використовувати для апроксимації реальних розподілів часу безвідмовної 

роботи на всіх трьох ділянках життєвого циклу виробу: приробітку ( > 1), 

нормальної експлуатації ( = 1) і старіння ( < 1). За цілого  виникнення 

розподілу Ерланга можна пояснити за допомогою моделі пошкоджень, 

котрі накопичуються, яка полягає в тому, що через випадкові інтервали 

часу, які мають експоненціальний розподіл, у виробі виникають 

одиничні пошкодження, а у разі накопичення  пошкоджень він 

відмовляє. 

Розподіл Вейбулла. Розподіл Вейбулла добре описує наробіток об’єктів 

до відмови для руйнувань від «втоми». 

Розподіл Вейбулла має такі характеристики: 

( ) 1 ( )
0

1
1

( ) 1 ; ( ) ( ) ; ;
m mt m t m

F t e f t m t e T−  − − 

 
 + 
 = − =   =
  

2

2

1 2 1
{ } 1 1 .D T

m m

    
=  + −  +    
     

 

Як і гамма-розподіл, це двопараметричний розподіл з параметрами 

m  та . За 1m =  він перетворюється на експоненціальний, а за 2m =  – у 

розподіл Релея. Розподіл Вейбулла можна використовувати для 
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апроксимації реальних розподілів на ділянках приробітку (m < 1), 

нормальної експлуатації (m = 1) і старіння (m > 1). 

Є ймовірнісні схеми, які можна застосовувати до багатьох технічних 

пристроїв і які будуть мати розподіл Вейбулла. Розглянемо одну з них. 

Схема є сукупністю великої кількості елементів, в кожному з яких 

спостерігається гамма-розподіл наробітку до відмови. Під час переходу 

від елемента до елемента спостерігаються коливання у невеликих межах 

параметра форми. Тоді пристрій, який створений з цих елементів, можна 

розглядати як один структурний елемент, що матиме розподіл, близький 

до розподілу Вейбулла. 

Рівномірний розподіл. За рівномірного розподілу область 

допустимих значень випадкової величини перебуває в інтервалі [а, b]. 

Розподіл має такі характеристики: 

2

0

1 ( )
( ) ; ( ) ; ; { } .

2 12

t a a b b a
F t f t T D T

b a b a

− + −
= = = =

− −
 

Функція розподілу дорівнює нулю за t a  та одиниці за .t a  

Лінійне зростання ймовірності відмови можна використовувати для 

апроксимації реальних розподілів або для наближеного оцінювання 

розподілів на основі центральної граничної теореми. 

Крім розглянутих законів розподілу можна використовувати також 

інші моделі безвідмовності об’єктів, наприклад: розподіл Релея, розподіл 

Лапласа (двосторонній експоненціальний розподіл) і т. п. 

2.4. Моделі надійності відновлюваного об’єкта 

Модель надійності відновлюваного об’єкта (ВО) включає три 

складові частини: модель безвідмовності, модель відновлюваності і 

модель контролю працездатності [3]. Це пов’язане з тим, що процес 

функціонування об’єкта містить певну послідовність інтервалів 

безвідмовного наробітку, часу відновлення і часу виявлення прихованих 

відмов. Якщо всі ці інтервали мають експоненціальні розподіли і 
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властивість незалежності в сукупності, то модель надійності зводиться 

до марковської моделі функціонування, в якій поведінка об’єкта в 

майбутньому залежить лише від його стану у певний момент часу і не 

залежить від передісторії об’єкта. Якщо ж будь-які інтервали, наприклад 

інтервали часу відновлення, мають не експоненціальний розподіл або ж 

не мають властивості незалежності, то модель надійності буде 

напівмарковською або немарковською. 

2.4.1. Моделі безвідмовності відновлюваного об’єкта 

Модель безвідмовності ВО відрізняється від моделі надійності 

невідновного об’єкта тим, що у цьому випадку треба розглядати не лише 

наробіток до першої відмови, але й наробіток між сусідніми відмовами. 

Якщо розмістити інтервали наробітку один за одним у тій послідовності, 

в якій наставали відмови, то вийде потік відмов як різновид потоку 

випадкових подій. Вивчення моделі безвідмовності ВО якраз і зводиться 

до вивчення потоку відмов, адекватного реальному процесу 

функціонування. У теорії потоків випадкових подій аналізують 

характеристики двох випадкових величин: кількості подій n в інтервалі (0, 

t) або (,  + t) і наробітку до n-ї події (у нашому випадку – відмови). 

Характеристиками потоку відмов є: 

1. Ймовірність настання рівно n відмов до наробітку t: 

( ) ( ( ) ); ( , ) ( ( , ) ).n nP t P n t n P t P n t n= =   + =  =  (2.18) 

2. Ймовірність того, що до наробітку t настане більше ніж n відмов: 

( ) ( ( ) ) ( );n i

i n

t P n t n P t


=

 =  =
 

( , ) ( ( , ) ) ( , ).n i

i n

t P n t n P t


=

  =   =   

(2.19) 

3. Середня кількість відмов до заданого наробітку, або провідна 

функція потоку відмов: 
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1 1

( ) { ( )} ( ) ( );n n
n n

H t M n t nP t t
 

= =

= = =  
 

(2.20) 

1 1

( , ) { ( , )} ( , ) ( , ) ( ) ( .n n
n n

H t M n t nP t t H t H
 

= =

 =  =  =   =  + − )   

4. Інтенсивність потоку відмов: 

0 0
1

( , ) ( , ) ( )
( ) lim lim ;n

t t
n

P t t H t t dH t
t n

t t dt



 →  →
=

 
 = = =

 
  (2.21) 

0 0
1

( , ) ( , ) ( , )
( , ) lim lim .n

t t
n

P t t H t t H t
t n

t t t



 →  →
=

 +   +   
  = = =

  
  

5. Параметр потоку відмов: 

1 1

0 0
1 0

( , ) ( , ) ( , )
( ) lim lim ;n

t t
n x

P t t t t t x
t

t t x



 →  →
= =

   
 = = =

  


 

1

0 0
1

1

0

( , ) ( , )
( , ) lim lim

( , )
ν( ).

n

t t
n

x

P t t t t
t

t t

t x
t

x



 →  →
=

=

 +    + 
  = = =

 

  +
= =  +




 

(2.22) 

6. Дисперсія кількості відмов до заданого наробітку: 

2 2

1

2 2

1

{ ( )} ( ) ( );

{ ( , )} ( , ) ( , ).

n
n

n
n

D n t n P t H t

D n t n P t H t



=



=

= −

 =  − 





 (2.23) 

7. Розподіл наробітку до n-ї відмови: 

í( ) ( ) ( ).n n nF t P T t t=  =   (2.24) 

У моделях безвідмовності ВО використовують декілька класів 

потоків відмов. Щоб сформулювати їх класифікаційні ознаки, потрібно 

визначити деякі властивості потоків, які потоки можуть мати [3]: 
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1. Потік відмов називають стаціонарним, якщо ймовірність 

настання певної кількості відмов у заданому проміжку часу (або до 

заданого наробітку) залежить лише від значення цього проміжку і не 

залежить від його розташування на осі часу. Математично цю 

властивість відображають формулою 

( , ) (0, ) ( ).n n nP t P t P t = =  (2.25) 

2. Потік відмов називають ординарним, якщо ймовірність настання 

двох або більше подій в малому проміжку часу є величиною вищого 

порядку малості, ніж величина цього проміжку: 

2 2

0 0
1

( , ) ( , )
lim lim 0.

( , )t t

t t t t

t t t →  →

   
= =

  
 (2.26) 

Інакше цю властивість можна виразити так: 2 ( , ) ε( ).t t t  =   

Застосовуючи властивість (2.26) у формулах (2.21) і (2.22), 

встановлюємо, що для будь-якого ординарного потоку інтенсивність і 

параметр потоку збігаються кількісно: 

1 1

0
0

( , ) ( , )
ω( ) ν( ) lim .

t
x

P t t P t x
t t

t x →
=

 
= = =

 
 (2.27) 

3. Потік відмов називають потоком без післядії, якщо ймовірність 

настання деякої кількості відмов у заданому проміжку часу не залежить 

від того, скільки відмов і в які моменти часу настало до цього проміжку. 

Це означає, що умовна ймовірність настання п відмов у проміжку 

(τ, τ + t), визначена з довільним припущенням передісторії A  про 

настання відмов до цього проміжку, збігається з безумовною 

ймовірністю: 

( , ) ( , ).n nP t A P t =   (2.28) 

4. Потік відмов називають потоком з обмеженою післядією, якщо з 

передісторії A  істотно лише те, в який момент часу x  настала остання 

відмова перед цим проміжком часу: 
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( , ) ( , ).n nP t A P t x =   (2.29) 

Звідси випливає, що для потоку з обмеженою післядією інтервали 

наробітку між сусідніми відмовами незалежні в сукупності. 

5. Потік відмов, що не має властивостей, описаних у пп. 3 та 4 (без 

післядії та обмеженої післядії), називають потоком зі складною 

післядією. 

За наявністю вказаних властивостей виділяють п’ять класів потоків 

відмов (табл. 2.2). 

Таблиця 2.2 

Класифікація потоків відмов 

Найменування потоку відмов Позначення 

Властивості 

1 2 3 4 5 

1. Стаціонарний пуасонівський потік СПП + + + – – 

2. Нестаціонарний пуасонівський потік НПП – + + – – 

3. Узагальнений пуасонівський потік УПП + + – – + 

4. Рекурентний потік РП – + – + – 

5. Стаціонарний рекурентний потік СРП + + – + – 

Стаціонарний і нестаціонарний пуасонівські потоки відповідають 

марковській моделі безвідмовності, рекурентний і стаціонарний 

рекурентний потоки відповідають напівмарковській моделі, а 

узагальнений пуасонівський потік – немарковській моделі 

безвідмовності. 

2.4.2. Характеристики потоків відмов 

Для кожного класу потоків можуть бути знайдені основні 

характеристики відповідно до формул (2.18)–(2.24). Подамо 
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розрахункові формули для характеристик без детального виведення, яке 

можна знайти в роботі [3]. 

Найпростіший потік відмов. Найпростіший потік відмов є 

стаціонарним ординарним потоком без післядії, тобто є СПП. 

Використовуючи ці властивості у формі формул (2.25)–(2.29), можна 

встановити, що кількість відмов в інтервалі (0, t) має пуасонівський 

розподіл з параметром  = t, тобто 

(λ )
( , ) ( ) .

!

n
t

n n

t
P t P t e

n

− = =  

Середнє значення і дисперсію кількості відмов до наробітку t 

знаходять за формулою 

( , ) ( ) { ( )} λ .H t H t D n t t = = =  

Звідси випливає, що інтенсивність і параметр потоку відмов 

збігаються з параметром  пуасонівського розподілу, тобто ω(t) = v(t) = λ. 

Використовуючи вираз (2.24), знаходимо: 

1

í
0

( )
( ) ( ) 1 .

!

in
t

n n
i

t
F t P T t e

i

−
−

=


=  = −  

Наробіток до n -ї відмови має розподіл Ерланга з параметрами п та . 

Оскільки цей розподіл є розподілом суми п незалежних доданків, 

кожний з яких має експоненціальний розподіл з параметром , наробіток 

між відмовами має розподіл  

1 н( ) ( ) 1 .tF t P T t e−=  = −  

Звідси випливає, що для визначення всіх характеристик простого 

потоку досить знати числове значення параметра . 

Нестаціонарний пуасонівський потік відмов. Нестаціонарний 

пуасонівський потік (НПП) відмов є ординарним потоком без післядії. Із 

цих двох властивостей за заданої функції інтенсивності потоку (t) 

можна знайти решту всіх характеристик. Розподіл кількості відмов в 

інтервалі (τ, τ )t+  є пуасонівським з параметром  = H(, t), тобто 
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( , )( , )
( , ) ;

!

n
H t

n

H t
P t e

n

− 
 =  

( , ) { ( , )} ( ) ( ) ω( ) .
t

H t D n t H t H x dx
+



 =  =  + −  =   

Якщо  = 0, провідна функція потоку H(0, t) = H(t). Зокрема, якщо 

H(t) = λt, то НПП стає найпростішим потоком. 

Узагальнений пуасонівський потік відмов. Узагальнений 

пуасонівський потік відмов отримують як СПП з випадковим параметром 

, що має відомий розподіл Ф(). Тому ймовірність настання n  відмов до 

наробітку t  можна знайти за формулою 

0

( )
( ) ( ).

!

n
t

n

t
P t e d

n


−

=    (2.30) 

Зокрема, за 0n =  маємо: 

*

0

0

( ) ( ) ( ),tP t e d t


−=   =   (2.31) 

де Ф*(t) – операційне перетворення Лапласа–Стілтьєса функції розподілу 

Ф(). Диференціюючи формулу (2.31) за часом і порівнюючи результат з 

формулою (2.30), отримаємо співвідношення 

0

( )
( ) ( ),

!

n n

n n

t d
P t P t

n dt

−
=      1n = , 2, 3… . (2.32) 

Початкові моменти розподілу для УПП і СПП пов’язані 

співвідношенням 

0

{ ( )} { ( , )} ( ),k kM n t M n t d


=         1k = , 2, 3... . 

Зокрема, за 1n =  та 2n =  з урахуванням формули (2.32) маємо 
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0 0

( ) ( ) ; ( );H t td t d
 

=    =   =      (2.33) 

2 2 2 2 2

2 2

0 0

{ ( )} ( ) ( ) ,  ( ),M n t t t d t t
 

 =  +    =  +  =      (2.34) 

де   та 2  – перший і другий початкові моменти розподілу Ф(). 

З формул (2.33) та (2.34) знаходимо інтенсивність потоку відмов і 

дисперсію кількості відмов до наробітку t: 

2 2

2( ) ; { ( )} ( ) .t D n t t t = =  =  +  −  

Звідси випливає, що інтенсивність потоку відмов не залежить від 

часу. Це доводить стаціонарність УПП. Крім того, УПП ординарний за 

побудовою, оскільки усереднювання за формулою (2.30) характеристик 

ординарного потоку СПП не може порушити ординарності потоку. З 

формул (2.30) та (2.32) також випливає, що способи завдання УПП за 

допомогою Ф() і P0(t) еквівалентні один одному. 

Рекурентний потік відмов. Рекурентний потік відмов задають за 

допомогою функції розподілу наробітку між відмовами F(t) або його 

зображення за Лапласом–Стілтьєсом: 

0

( ) ( ).tF t e dF t


 −=   

Враховуючи, що наробіток до n-ї відмови нnT  є сумою незалежних 

доданків (наробітків між відмовами), і кожен доданок має розподіл F(t), 

використовуємо для знаходження розподілу нnT  операцію декомпозиції: 

1

0

( ) ( ) ( ).n nF t F t x dF x


−= −  

Застосовуючи тут операційне перетворення Лапласа–Стілтьєса і 

знижуючи індекс n, отримаємо зображення функції розподілу: 
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* * *( ) ( ( )) ( ).n

n nF s F s s= =   (2.35) 

Звідси * * * * *
1( ) ( ) ( ) (1 ( ))( ( )) .n

n n nP s s s F s F s+=  −  = −  

Обернене перетворення у функції (2.35) дає можливість знайти 

явний вигляд функції ( ).nF t  З допомогою рівнянь (2.20) і (2.35) знайдемо 

зображення для провідної функції потоку: 

*
* * *

*
1 1

( )
( ) ( ) ( ( )) .

1 ( )

n

n

n n

F s
H s s F s

F s

 

− =

=  = =
−

   (2.36) 

Формулі (2.36) у комплексній області відповідає інтегральне 

рівняння у часовій області: 

0

( ) ( ) ( ) ( ).
t

H t F t H t x dF x= + −  (2.37) 

Помножуючи складові функції (2.36) почленно на s і 

диференціюючи формулу (2.37) справа і зліва, отримаємо рівняння для 

інтенсивності потоку відмов і формулу для її зображення: 

*
*

*

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ; ( ) .

1 ( )

t f s
t f t t x f x dx s

f s
 = +  −  =

−
  (2.38) 

У виразі (2.38) ( )f t  – щільність розподілу наробітку між відмовами, 

( ) ( ).f t F t=  

Стаціонарний рекурентний потік відмов (типу Пальма). 

Характеристики стаціонарного рекурентного потоку (СРП) отримують з 

характеристик рекурентного потоку за допомогою граничного переходу 

за t →  або .→   Граничний перехід за →   дає вираз для 

ймовірності відсутності відмов в інтервалі тривалістю t: 

0 0

0

( ) lim ( , ) lim (1 ( )) ( ).P t P t F t x dH x


→ →
=  = −  + −  (2.39) 

Використовуючи теорему Сміта за ( ) 1 ( )Q x F t= −  + , з формули (2.39) 

отримаємо 
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0

0

[1 ( )]

( ) [1 ( )] .

[1 ( )]

t

t

F x dx

P t F x dx

F x dx







−

=  − =

−






 (2.40) 

Функція розподілу наробітку до першої відмови 

1 0

0

( ) lim ( , ) 1 ( ) [1 ( )] .

t

F t F t P t F x dx
→

=  = − =  −  (2.41) 

Звідси випливає, що СРП складається з послідовності інтервалів 

наробітку між відмовами, з яких перший має розподіл вигляду функції 

(2.41), а останній – розподіл ( ).F t  

2.4.3. Моделі відновлюваності 

Процес відновлення працездатності передбачає виконання декількох 

різних за призначенням операцій, а тому час відновлення можна подати 

у вигляді суми: 

B в.вiд лoк уc нaл п.п ,T Т Т Т Т Т= + + + +  (2.42) 

де в.відТ  – час виявлення відмови; локТ  – час локалізації відмови; усТ  – час 

усунення відмови; налТ  – час налагодження апаратури об’єкта після 

усунення відмови; Тп.п – час передпускової перевірки об’єкта. 

Розглядаючи кожну з цих операцій як випадковий процес, можна 

вважати доданки у формулі (2.42) випадковими величинами з функціями 

розподілу, що залежать від ремонтопридатності, алгоритмів 

функціонування і правил технічного обслуговування об’єкта. Час 

виявлення відмови обчислюють від моменту виникнення відмови до 

вироблення сигналу про появу відмови, він залежить від методу 

контролю працездатності. У ЛА контроль може здійснювати або 

оператор – без спеціального контрольного устаткування, за непрямими 

ознаками, або система автоматичного контролю працездатності. В 
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останньому випадку розрізняють контроль апаратурний – за допомогою 

засобів, вбудованих в контрольовану апаратуру, і контроль програмний, 

що використовує основну апаратуру і спеціальні контрольні програми, 

реалізовані в спеціалізованих логічних пристроях або комп’ютерах. За 

регламентом проведення розрізняють контроль періодичний і 

неперервний. Час виявлення відмови буде найменшим, коли все 

устаткування ЛА має неперервний апаратурний контроль, а найбільшим 

– коли контроль періодичний з великим періодом або контроль за 

непрямими ознаками. 

Локалізацію відмови, тобто визначення місця відмови з точністю до 

змінного модуля, можна здійснювати як вручну з допомогою 

обслуговуючого персоналу, так і автоматично, за допомогою засобів 

технічної діагностики. І в тому, і в іншому випадку час локалізації 

істотно залежить від стратегії пошуку несправності. Розробляють методи 

пошуку та аналізують їх ефективність у процесі технічної діагностики. 

Час усунення відмови обчислюють від моменту локалізації відмови 

до її усунення (ремонт або заміна елемента, який відмовив, 

працездатним). У нього входять час доставки модуля, що відмовив, до 

місця ремонту, час чекання початку обслуговування, викликане 

причинами, не пов’язаними з доставкою, і власне час ремонту або заміни 

елемента, котрий відмовив. Зрозуміло, що час усунення істотно залежить 

від організації системи технічного обслуговування, від розташування і 

продуктивності ремонтних органів, підготовки ремонтного персоналу. 

Налагодження і передпускова перевірка працездатності об’єкта – 

завершальні операції. Вони включають вимірювання і регулювання 

значень контрольних параметрів і тестову перевірку, що полягає у 

виконанні контрольних завдань. 

Під час побудови моделі відновлюваності потрібно знайти розподіл 

часу відновлення за заданих умов технічного обслуговування і ремонту. 

Хоча принципово і є можливість теоретично проаналізувати вплив 
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названих чинників на розподіл часу відновлення, не завжди вдається 

зробити це на практиці повною мірою. Особливо важко врахувати 

кваліфікацію та умови роботи ремонтного персоналу. Тому частіше 

знаходять розподіл, використовуючи статистичні дані журналів 

ремонтних органів і підприємств. Інколи вдається пояснити механізм 

виникнення спостережуваних закономірностей зміни часу відновлення. 

Якщо зі всіх доданків формули (2.42) основним є час усунення, та 

апаратуру конструюють так, що її елементи, які часто виходять з ладу, 

вимагають найменшого часу ремонту порівняно з елементами, які 

відмовляють рідко, то, найімовірніше, спостерігатиметься 

експоненціальний розподіл часу відновлення 

B( ) 1 1 ,
B

t

TtF t e e

−

−= − = −  

де  – інтенсивність відновлення; 
B

T  – середній час відновлення. 

Експоненціальний розподіл спостерігається також у тому випадку, якщо 

відмова усувається досить швидко заміною елемента, що відмовив, 

працездатним, а визначальним у формулі (2.42) є час пошуку 

несправності. При цьому ремонтний персонал, який набув певний досвід, 

веде пошук несправностей цілеспрямовано, перевіряючи спочатку 

«слабкі» елементи, які відмовляють частіше, а потім вже елементи з 

меншою інтенсивністю відмов. 

Якщо усі складові частини об’єкта мають однакову інтенсивність 

відмов і приблизно однакове значення часу усунення відмов, то в 

обслуговуючого персоналу немає підстав віддавати перевагу тій або 

іншій частині. Тоді для побудови моделі можна використовувати 

рівномірний розподіл 

B

0,   ;

( ) ,  ;

1,   .

t a

t a
F t a t b

b a

t b




−
=  

−

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Якщо у формулі (2.42) дві або більше складових роблять в 

середньому однаковий внесок під час відновлення і мають 

експоненціальні розподіли з параметром , а решта доданків малі, то час 

відновлення має розподіл Ерланга (2.17) з параметрами k  та : 

B

1

0

( )
( ) ( ,  ) 1 ,

!

ik
t

i

t
F t I k t e

i

−
−

=


=  = −  

де k  – кількість доданків. 

В об’єктах, в яких конструктивними та алгоритмічними прийомами 

не вдається забезпечити малий час відновлення у елементів, які 

відмовляють частіше, спостерігається нормальний (симетричний) або 

логарифмічно нормальний (асиметричний) розподіли. У деяких випадках 

задовільною є модель з постійним часом відновлення 
B

Т  і виродженою 

функцією розподілу: 

0,  ;
( )

1,  .

B

B

B

t T
F t

t T


= 


 

Моделі відновлюваності можна підбирати окремо для кожного 

елемента, модуля, вузла, для груп вузлів або для всіх елементів системи. 

В них можуть використовуватися різні розподіли або один клас 

розподілів і розрізнятися лише значеннями параметрів. 

2.4.4. Моделі контролю і діагностування 

відновлюваних об’єктів 

Тривалість контролю і діагностування під час виявлення і 

локалізації відмови включені в час відновлення [4], проте не вказується, 

якими ресурсами і в якій кількості забезпечуються ці характеристики, 

якими є повнота і достовірність контролю і діагностування. Відповіді на 

ці питання повинна дати модель контролю і діагностування. Важливість 

цієї моделі визначають два аспекти. З одного боку, контроль і 

діагностування покращують показники надійності, оскільки дають 
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можливість зменшити частку прихованих відмов або навіть виключити 

їх і поліпшити показники відновлюваності. З другого боку, на 

організацію і проведення контролю і діагностування витрачаються певні 

ресурси (апаратура, місткість пам’яті, час функціонування), і це знижує 

показники надійності, оскільки апаратура контролю сама може 

відмовляти, збільшення часу функціонування збільшує ризик відмови 

основної апаратури, вимушене підвищення продуктивності пристроїв 

для компенсації втрат часу може зумовлювати зростання інтенсивності 

відмов. Неідеальність контролю знижує ефективність структурного 

резервування і змушує збільшувати кратність резервування, тобто 

спричиняє додаткові витрати ресурсів. 

Вибір та оптимізація параметрів системи контролю і діагностування 

можуть бути виконані під час аналізу комплексної моделі надійності. 

Перед моделлю контролю ставляться обмежені завдання, а саме: 

встановлення залежності помилок першого і другого роду (невиявлення 

виниклих відмов і видача помилкового сигналу про відмову) від 

виділених ресурсів. Для оцінювання апаратурних витрат на організацію 

вбудованого контролю зазвичай використовують евристичні моделі. З 

них найбільш відомі логарифмічна і ступенева моделі. Згідно з 

логарифмічною моделлю, коефіцієнт повноти контролю  пов’язаний з 

коефіцієнтом відносних витрат апаратури на систему контролю 
0

k =


 

співвідношенням 

δ1 1
ln ; 1 ,

1

ae
a

− =  = −
−

 

де λk  та 0λ  – інтенсивності відмов контрольного та основного 

устаткування; a – параметр моделі, що змінюється для різних пристроїв у 

межах (5...10). З цією моделлю добре узгоджуються експериментальні 

дані за 0,98.   Узагальненням логарифмічної моделі є 

двопараметрична модель типу Вейбулла 
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1 1
δ ln ; ( ) 1 exp[ ( δ) ],

1

m

mb a a
a

 
= −  = − − 

− 
 (2.43) 

де параметр m  підбирають у діапазоні 0,8 1,2.m   Ступенева модель 

встановлює співвідношення 
1

δ ;  δ ;  1.m m m=   =  

Ця модель добре узгоджується з експериментальними даними за 

великих   ( 0,98).    Під час програмного контролю коефіцієнт 

повноти тестування  залежить від тривалості тестування .kt  Така 

залежність може бути подана у вигляді 

0 0( ),  ( ),  ,k k k k kt t f t t t=   =    (2.44) 

де 0
kt  – тривалість повного тесту. Залежності (2.44) істотно нелінійні, і 

для їх опису можна використовувати залежність типу (2.43), в якій 

0

δ
L

L
=  знаходять як відношення тривалостей неповного і повного тестів. 

У ступеневій моделі 
0

δ
L

L
=  також знаходять як відношення тривалостей 

неповного і повного тестів. Параметри а та т визначають з 

експериментальних даних методом найменших квадратів. 

2.5. Розрахунок показників надійності 

Метод розрахунку показників надійності і розрахункові формули 

визначають за типом використовуваної моделі надійності, залежним, у 

свою чергу, від типу моделей безвідмовності, відновлюваності і 

діагностування. 

2.5.1. Марковська модель 

Оскільки одиничні показники надійності, зокрема показники 

безвідмовності, були розглянуті у розд. 1, для марковської моделі 

проаналізуємо деякі комплексні показники і знайдемо розрахункові 
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формули для нестаціонарного г ( )K t  та стаціонарного гK  коефіцієнтів 

готовності, нестаціонарного о.г ( ,  )K t  і стаціонарного о.г ( )K t  

коефіцієнтів оперативної готовності, середньої кількості відновлень 

2 ( )H t  за час t  та інтенсивності потоку відновлення 2 ( ).t  Вважаємо, що 

потік відмов елемента найпростіший з параметром , розподіл часу 

відновлення експоненціальний з параметром , контроль працездатності 

ідеальний, тобто всі відмови, що виникають, виявляються миттєво і 

достовірно. 

Елемент, для якого дотримані ці умови, може перебувати в одному з 

двох станів: «0» (працездатний) або «1» (непрацездатний і 

ремонтується). Інтенсивності переходів з одного стану в іншій постійні і 

дорівнюють  для переходу 0 1→  і  для переходу 1 0.→  Ймовірності 

( )iP t  виявити (застати) елемент у стані 0i =  або 1i =  знаходять із системи 

диференціальних рівнянь Колмогорова: 

0 1
0 1 0 1

( ) ( )
( ) ( );   ( ) ( )

dP t dP t
P t P t P t P t

dt dt
= − + =  −  (2.45) 

з початковими умовами 0 1(0) 1,  (0) 0.P P= =  Виконуючи у рівнянні (2.45) 

операційне перетворення Лапласа–Карсона, отримаємо 

* *

г 0

μ

0 λ
( ) ( ) 1 .

λ λ λ μ

λ

s

s s
K s P s

s s s

s

−

+ +
= = = = −

+ − + + + +

− +

 (2.46) 

Після оберненого перетворення формула (2.46) матиме вигляд 

* (λ μ)

г

λ
( ) .

λ λ μ

tK t e− +
= +
+ +

 (2.47) 

Звідси коефіцієнт готовності 

г

μ
.

μ
K =

+ 
 



   113 

 

Щоб знайти 2 ( ),H t  виконаємо у рівнянні (1.24а) операційне 

перетворення 

*
*

2 *

( )
( ) ,

1 ( )

V s
H s

V s
=

−
 (2.48) 

де 

* * λμ
( ) ( ) ( ) .

( μ)( λ)
B

V s F s F s
s s

= =
+ +

 (2.49) 

Підставимо вираз (2.49) у формулу (2.48): 

*

2

λμ λμ 1 1
( ) .

( λ μ) λ μ λ μ
H s

s s s s

 
= = − 

+ + + + + 
 

Звідси 
(λ μ)

2

λμ 1 1
( ) .

λ μ λ μ λ μ

tH t t e− + 
= − + 

+ + + 
 

Диференціюючи H2(t) за часом, знайдемо інтенсивність потоку 

відновлень: 

(λ μ)

2ω ( ) (1 ).
μ

tt e− +
= −
 +

 (2.50) 

Порівнюючи формули (2.47) та (2.50), отримаємо зв’язок між 

характеристиками: 

2
г в 2

2

( )
( ) 1 1 ( ).

1 ( )

t
K t T t

t


= − = − 

−
 

Використовуючи основну властивість експоненціального розподілу, 

згідно з яким ймовірність безвідмовної роботи елемента у проміжку 

тривалістю t  не залежить від того, скільки часу елемент пропрацював до 

досягнення цього проміжку, можна подати нестаціонарний коефіцієнт 

оперативної готовності у вигляді добутку нестаціонарного коефіцієнта 

готовності та ймовірності безвідмовної роботи: 
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λ (λ μ) λ

o.г г

μ λ
( ,  ) ( ) .

μ λ μ λ

t tK t K e e e− − +  − 
 =  = + 

+ + 
 (2.51) 

Стаціонарне значення λ λ

o.г г

μ
( ) .

μ λ

t tK t K e e− −= =
+

 

Якщо в елементі можуть бути приховані відмови і їх частка від 

загальної кількості відмов становить 1 = −  а час виявлення 

(проявлення) прихованої відмови має експоненціальний розподіл з 

параметром , то у графі станів з’являється один додатковий стан «2» 

(елемент непрацездатний, але відмова не виявлена). Інтенсивності 

переходів мають такі значення:  для переходу 0 1;→   для переходу 

0 2;→   для переходу 2 1;→   для переходу 1 0.→  

Стаціонарні ймовірності станів знаходять із системи алгебраїчних 

рівнянь Колмогорова: 

0 1 0 2 1 0 2 0 1 20; 0; 0; 0.p p p vp p p vp p p p− + =  + − =  − = + + =  

Звідси знаходимо коефіцієнт готовності і коефіцієнт контрольованої 

готовності: 

г 0 к.г 0 2

1
1

; .
λ λ λ λ

1 β 1 β
μ μ

vK p K p p

v v


+

= = = + =

+ + + +

 (2.51a) 

Згідно з формулою (1.33а), ймовірність безвідмовного використання 

(застосування) 

λ
λг

з

к.г

1
( ) .

1

t
t tK e v

P t e e
K v

v

−
− −= = =

+
+

 
(2.52) 

Як випливає з виразів (2.51a) та (2.52), міра впливу прихованих 

відмов на показники надійності залежить від відношення в.відT
v


=  , 

тобто від частки прихованих відмов і середнього часу їх виявлення 
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непрямими методами. Якщо значення в.відT  велике порівняно з , то 

зниження ймовірності безвідмовної роботи буде значним навіть за 

невеликої частки прихованих відмов. 

2.5.2. Напівмарковська модель 

Модель надійності відновлюваного елемента називають 

напівмарковською, якщо потік відмов рекурентний із заданою функцією 

розподілу наробітку між сусідніми відмовами F(t), а час відновлення має 

довільний розподіл Fв(t). Розглянемо випадок, коли контроль 

працездатності ідеальний і всі відмови виявляють у момент їх 

виникнення. Тоді, згідно з формулами (2.48) та (2.49), функція середньої 

кількості відновлень за час t має операційне зображення 

* *
* в
2 * *

в

( ) ( )
( ) .

1 ( ) ( )

F s F s
H s

F s F s
=

−
 (2.53) 

Підставляючи у функцію (2.53) зображення відомих функцій F(t) та 

Fв(t) і переходячи до оригінала, отримаємо спочатку H2(t), а потім 

інтенсивність потоку відновлень 2ω ( ).t  

Щоб отримати вираз для нестаціонарного коефіцієнта готовності, 

врахуємо, що у момент t елемент може опинитися у працездатному стані 

двома несумісними способами: або за час t елемент жодного разу не 

відмовить (з імовірністю 1 ( )F t− ), або до моменту t станеться, 

принаймні, одна відмова і ця відмова буде усунена у момент x t  

(ймовірність цієї події 2 ( )dH t ), а після моменту х протягом інтервалу 

t x−  елемент пропрацює безвідмовно (з імовірністю 1 ( )F t x− − ). 

Підсумовуючи ймовірність неспільних подій, отримаємо 

г 2

0

( ) 1 ( ) [1 ( )] ( ).
t

K t F t F t x dH x= − + − −  (2.54) 

Виконаємо в рівнянні (2.54) операційне перетворення і врахуємо 

вираз (2.53). Тоді 
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B

*
*

г * *

1 ( )
( ) .

1 ( ) ( )

F s
K s

F s F s

−
=

−
 (2.55) 

Використовуючи тауберову теорему, з виразу (2.55) легко знайти 

стаціонарне значення коефіцієнта готовності: 

*
*

г г * *0 0
в

0 0

0
0 в 0 в

1 ( )
lim ( ) lim

1 ( ) ( )

1 [1 ( )]
lim .

1 [1 ( )][1 ( )]

s s

s

F s
K K s

F s F s

sT o s T

sT o s sT o s T T

→ →

→

−
= = =

−

− − +
= =

− − + − + +

 (2.56) 

Завдяки рекурентному потоку відмов тут середній наробіток на 

відмову збігається з середнім наробітком до першої відмови. 

Щоб знайти нестаціонарний коефіцієнт оперативної готовності, 

використовуємо формулу (2.41), замінивши у ній ( )H t  і ω( )t  на 2 ( )H t  і 

2ω ( ).t  Тоді 

τ

оп.г 2

0

(τ,  ) 1 (τ ) [1 (τ )] ( ).K t F t F t x dH x= − + + − + −  (2.57) 

Щоб отримати стаціонарне значення, треба у формулі (2.57) 

виконати граничний перехід .→  Використовуючи теорему Сміта, з 

виразу (2.40) за ( ) 1 ( )Q t F t= −  +  знаходимо 

оп.г оп.г
0

2
0

cр0 0

( ) lim ( , )

1
lim [1 ( )] ( ) [1 ( )] ,

K t K t

F t x dH x F t dx
T

→

 

→

=  =

−  + − = −  + 
  (2.57а) 

де 
Bcер 0T T T= +  – середнє значення часу між моментами відновлення, яке 

є першим моментом розподілу ( ).V t  Перетворюючи вираз (2.57а), 

отримаємо 
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B

0
oп.г г 0

00 0

1
( ) [1 (τ )] ( ).

T
K t F t dx K P t

T T T



= − + =
+

  (2.58) 

Вираз для знаходження 0 ( )P t  беруть з формули (2.40). Отже, 

коефіцієнт оперативної готовності отримують як добуток коефіцієнта 

готовності на ймовірність безвідмовної роботи на стаціонарній ділянці 

експлуатації. 

2.6. Приклади розв’язання задач 

Приклад 2.1. Нехай λ( ) 1 (1 λ ) ,tF t t e−= − +  μ

в ( ) 1 .tF t e−= −  Треба 

знайти 2 2 г oп.г( ),  ω ( ),  ( ),  ( ).H t t K t K t  

Р о з в’ я з а н н я. Знаходимо зображення 

2

* *

в

λ μ
( ) ; ( ) .

λ μ
F s F s

s s

 
= = 

+ + 
 (2.59) 

Якщо підставити формули (2.59) у вираз (2.53), отримаємо 

2 2
*

2 2 2

1 2

λ μ λ μ
( ) ,

( )( )( (2λ μ) λ 2λμ)
H s

s s s s ss s s
= =

+ ++ + + +
 (2.60) 

де 
2

1,2

λ μ (2λ μ)
λ(λ 2μ).

2 4

s
s

+ +
=  − +  У формулі (2.60) є два простих 

полюси й один двократний. Визначаючи в них лишки, отримаємо 
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1

2 1

2

1

1 2

2

1

2

2 1 2 1

2

1

2
2 1

2

1
(1 )

(2 )
( ) ( )

12
(1 )

1
(1 )

(2 )
( )

12 ( )( 2 )( 2 )
(1 )

(2

2

s t

s t s t

s t

s t

s t s t

s t

e
s

H t t e e
s s s s

e
s

e
st

e e
s s

e
s

t

−

− −

−

−

− −

−

  
− −  

    +   =  − − − =
   +  − −

−  
  

 
− − 

   +    = − − − =
  +  −  +  + 

− 
 

   +
= −
 + 

1 2

1 2

2
2 1

2 1

)
( )

( )( 2 )( 2 )

2
( ).

( 2 )

s t s t

s t s t

e e
s s

s e s e

− −

− −

 
− − −

−  +  + 

 + 
− −
  + 

 (2.61) 

Диференціювання у формулі (2.61) дає 

1 2 1 2
2 1 2

2 1 2 1

(2 )
( ) ( ) ( ).

2 ( )( 2 ) ( )( 2 )

s t s t s t s t
t e e s e s e

s s s s

− − − −   + 
 = − − + −

 +  −  +  −  + 
 

Знайдемо тепер нестаціонарний коефіцієнт готовності. Підставимо 

формулу (2.60) у вираз (2.55): 

* * 2
* в
г * *

1 2

( )[1 ( )]
( ) 1 1 .

( )( )1 ( ) ( )
B

F s F s
K s

s s s sF s F s

− 
= − = −

+ +−
 

Звідси 
1 2

2 1
г

2 1

λ
( ) 1 1 .

λ 2μ

s t s t
s e s e

K t
s s

− − −
= − − 

 + − 

 

Нарешті, враховуючи, що 
0 в

1 1
,  ,

2
T T= =

 
 з рівняння (2.58) отримаємо 

oп.г

2
( ) (1 ) .

2 2

x t

t

t
K t x e dx e


− − ( +  )

= +  =
 +   + 

  

Якщо контроль працездатності неідеальний, і частка прихованих 

відмов дорівнює β, то нестаціонарний коефіцієнт готовності знаходять з 

інтегрального рівняння 
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B

B

г г

0 0

г

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

t t x
t x

t t x t x
x

K t e e dx K t x y dF y

e dx dG y K t x y z dF z

−
− −

− −
−

= +  − − +

+  − − −

 

  

 (2.62) 

У рівнянні (2.62) враховано три неспільних випадки: а) протягом 

часу t  елемент не відмовляє; б) у момент x  виникає виявлена відмова і 

через час y  вона усувається; в) у момент x  виникає прихована відмова, 

через час y  вона виявляється непрямими (побічними) засобами і через 

час z  усувається. Виконуючи у рівнянні (2.62) операційне перетворення 

Лапласа–Стілтьєса, знайдемо 

B

*

* *г
( ) .

1 ( ) ( )

s
K s

s F s G s
=

+  −  + 
 (2.63) 

Виконуючи у рівнянні (2.63) граничний перехід 0,s →  згідно з 

тауберовою теоремою отримаємо стаціонарний коефіцієнт готовності 

г

в з

1
.

1 ( )
K

T T
=

+  +
 

Звідси за 0 =  отримаємо вираз (2.56), а за 
B

1
T =


, 3

1

ν
T =  – формулу 

(2.51). 

Приклад 2.2. Кількість однакових пристроїв для аеронавігаційної 

системи літака, які поставлені на випробування надійності, становить 

40N =  штук. Тривалість спостереження або експерименту 100t =  год. 

Під час спостереження відмовило 3n =  пристроїв, при цьому отримані 

такі значення наробітку до відмови кожного i -го пристрою, 1...3i = : 

1 81t =  год, 2 89t =  год, 3 94t =  год відповідно. Знайти середнє значення 

наробітку до відмови випробуваного пристрою. 

Р о з в’ я з а н н я. Розрахунок середнього значення наробітку до 

відмови знаходимо за формулою 
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1

( )
n

i
i

t t N n

T
n

=

+ −

=


. 

Підставляючи дані, отримані під час експерименту, отримаємо 

81 89 94 100 37
1321

3
T

+ + + 
= =  год/відмову. 

Приклад 2.3. Електронна схема технічної системи ЛА складається з 

подібних елементів. Імовірність того, що один елемент системи ЛА 

відмовить, 
1

0,01.
100

q = =  

Кількість таких елементів у системі ЛА n = 300. Яка ймовірність 

того, що протягом однієї години відмовлять чотири елементи? Відомо, 

що ( )P x m=  розподіляється за законом Пуассона. 

Р о з в’ я з а н н я. За законом Пуассона ( ) ,
!

m
aa

P x m e
m

−
= =  тоді 

4

!
( 3)

4

aa
P x e

−
== . Знайдемо a  за умовою задачі: 

1
300 3.

100
a nq= = =  

Тоді ймовірність того, що за одну годину відмовлять чотири 

елементи цієї системи ЛА, така: 

4
3 813

( 4) 0,05 0,168.
4 3 2 4 3 2

P x e
−==   

   
 

Приклад 2.4. Елемент має нормальне розподілення наробітку до 

відмови з параметрами: МС становить 0 20000a T= =  циклів, СКВ 

σ = S = 2000 циклів. Знайти надійність елемента та інтенсивність відмов 

для наробітку, який не перевищує 19000t =  циклів. 

Р о з в’ я з а н н я. Ймовірність безвідмовної роботи пов’язана з 

нормованою випадковою величиною X, розподіленою за нормальним 

законом, таким виразом 
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( ) ,
t a

P t F x
b

− 
=  

 
 

де функція розподілу випадкової величини X  задана формулою (2.6). У 

такому випадку маємо 

19000 20000
(19000) ( 0,5) (0,5),

2000
P F x F x

− 
=  =  − =  

 
 

де значення функції ( )x  знаходять за допомогою таблиць (див. дод. 5 з 

[10]). Тоді (19000) 0,69146.P =  

Значення інтенсивності відмов може бути знайдене за допомогою 

співвідношення 
( )

( ) ,
( )

f t
t

SP t
 =  де щільність нормованого нормального 

розподілу відмов ( )f t  визначають за формулою (2.2), значення якої 

знаходять за допомогою таблиць (див. дод. 4 з [10]). У такому випадку 

( 0,50) 0,3521
(19000) 0,000254

( ) 2000 0,69146

f

SP t

−
 = = =


 відмов/цикл. 

Приклад 2.5. На випробування поставлено 1000 однотипних 

об’єктів. За перші 3000 годин відмовило 80 об’єктів, а за інтервал часу 

3000…5000 год відмовило ще 50 об’єктів. Треба визначити щільність 

розподілу та інтенсивність відмов об’єктів у проміжку часу 3000…4000 

год. 

Р о з в’ я з а н н я. З підрозділу 2.1.2. відомо, що статистична оцінка 

щільності розподілу відмов 

5 1

0

( ) 50
(4000) 2,5 10  год

2000 1000

n t
f

tN

− −
= = = 
 

, 

де 0N  – кількість об’єктів на початку випробування. 

Статистичну оцінку інтенсивності відмов знаходять за формулою 

5 1

cep

( ) 50
(3500) 2,8 10  год

920 870
2000

2

n t

tN

− −
 = =  

+  
 
 

, 
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де cepN  – середня кількість об’єктів, що працювали безвідмовно в 

інтервалі 3000…4000 год. 

Приклад 2.6. На випробування було поставлено 0 400N =  приладів. 

За час 3000t =  год відмовило ( ) 300n t =  приладів, за інтервал часу 

100t =  год відмовило ще ( ) 50n t =  приладів. Треба встановити оцінки 

ймовірності безвідмовної роботи приладу (3000)P , (3100)P , (3050)P , а 

також частоту відмов (3050)f  та інтенсивність відмов (3050).  

Р о з в’ я з а н н я. Статистичну оцінку ймовірності безвідмовної 

роботи знаходять за формулою 0

0

( )
( )

N n t
P t

N

−
= , тому 

0

0

(3000) 400 300
(3000) 0,25;

400

N n
P

N

− −
= = =  

0

0

(3100) 400 350
(3100) 0,125.

400

N n
P

N

− −
= = =  

Кількість приладів, що відмовили за час 3050t =  год: 

0 cep(3050) 400 75 325.n N N= − = − =  

Тоді 

0

0

(3050) 400 325
(3050) 0,1875;

400

N n
P

N

− −
= = =  

3 1

0

( ) 50
(3050) 1,75 10  год ;

100 400

n t
f

tN

− −
= = = 
 

 

3 1

cep

( ) 50
(3050) 6,7 10  год .

100 50
100

2

n t

tN

− −
 = =  

+  
 
 

 

2.7. Запитання для самоконтролю 

1. Назвіть складові частини моделі надійності елементів. 

2. Назвіть закони розподілу наробітку до відмови, що найбільш поширені 

в теорії надійності. 
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3. Назвіть властивості потоків відмов, дайте їх класифікацію. 

4. Які ознаки та властивості простого потоку відмов? 

5. Охарактеризуйте рекурентний потік відмов, які його властивості? 

6. Назвіть моделі відновлюваності і діагностування. 

7. Відтворіть формули розрахунку надійності елемента для марковської 

моделі. 

8. Відтворіть формули розрахунку надійності елемента для 

напівмарковської моделі. 
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РОЗДІЛ 3. НАДІЙНІСТЬ ОБ’ЄКТІВ У РАЗІ ПАРАМЕТРИЧНИХ 

ВІДМОВ 

Якщо відмови розглядаються як вихід за припустимі межі значення 

параметра об’єкта, що відбуваються через випадкові зміни цього 

параметра у часі t (у загальному випадку – у функції будь-якої 

монотонно зростаючої величини, яку можна розглядати, як наробіток), 

то ці відмови називають параметричними. Надійність об’єкта у разі 

параметричних відмов визначається ІБР ( ),P t  що є функціоналом ( )X t  

деякого випадкового процесу { },t  який характеризує зміну параметрів 

об’єкта у часі. Імовірність безвідмовної роботи об’єкта на відрізку часу 

0[ ,  ]t t  дорівнює ймовірності знаходження процесу ( )X t  у заданій 

припустимій області   протягом цього відрізка часу 

0( ) { .( )  ;    [ ,  ]}P t P X t t t=       

Об’єкт лишається працездатним, поки величина X, що змінюється у 

часі, не досягає межі припустимої робочої області .  

Основний технічний параметр, який характеризує працездатність 

об’єкта і визначає його міру надійності, називають визначальним 

параметром (ВП). 

Під час вирішення конкретного завдання як ВП ( )X t  можуть 

розглядатися величини деформації або механічної напруги, електричні 

або геометричні параметри (характеристики) об’єкта тощо. 

Якщо ВП характеризує метрологічні показники засобу вимірювання, 

його надійність, що визначається параметричними відмовами ВП, також 

називають метрологічною надійністю або інформаційною надійністю 

[17]. Тобто, якщо розглядати як об’єкт надійності засіб вимірювання 

(прилад, перетворювач або вимірювальну систему ЛА), а як параметр 

або потрібну функцію цього об’єкта – точність вимірювання, то 

змінювання похибок вимірювання у часі і знаходження їх значень у 

заданих межах визначає метрологічну надійність засобів вимірювання. 
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Метрологічна надійність відрізняється від динамічної похибки тим, що 

визначає тільки тривалість перебування похибки у допустимих межах і 

характеризується наробітком об’єкта до моменту виходу похибки за ці 

межі, тобто має розмірність часу або наробітку, а динамічна похибка 

визначає тільки відхилення величини від заданого значення і має розмірність 

самої вимірюваної величини. 

У загальному випадку ВП може бути вектором, тобто мати кілька 

складових. Граничні значення, які установлюються на кожен ВП об’єкта, 

є припустимими значеннями ВП, котрі обмежують робочу область 

(поле допуску), яку задають у НТД. 

Поки значення векторного ВП об’єкта перебувають усередині 

багатовимірної робочої області, об’єкт вважають працездатним. Однак із 

часом під впливом факторів, пов’язаних зі старінням, зношуванням або 

розрегулюванням, кінець вектора ( )X t  може досягти межі робочої 

області .  При цьому об’єкт втрачає працездатність (відбувається 

відмова). Через випадковість зовнішніх і внутрішніх факторів, що 

впливають на процес поступового наближення об’єкта до параметричних 

відмов, зміни ВП у часі й час досягнення кожним ВП своєї межі також є 

випадковими. Тому найбільш повно випадковий процес виникнення 

поступових відмов об’єкта щодо кожного ВП описують відповідною 

щільністю розподілу часу перетинання ВП межі робочої області, тобто 

щільністю розподілу часу до відмови. 

У практиці експлуатації об’єкта більш важливо знати не щільність 

розподілу часу до відмови, а конкретний час збереження 

працездатності збt , протягом якого ВП не досягне межі робочої області. 

У загальній постановці завдання час досягнення ВП меж робочої 

області можна розглядати як систему випадкових величин або векторний 

випадковий процес. 

Розглянемо характер випадкового процесу наближення до 

параметричної відмови на прикладі об’єкта, працездатність якого 
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визначається скалярним ВП (однією координатою векторного ВП). При 

цьому простір ВП Х буде одновимірним, а робоча область   обмежена 

відрізком прямої (граничне значення ВП Хгр). Нехай є множина 1,j n=  

однакових об’єктів, одночасно включених у роботу (за 0t = ), і ВП 

кожного об’єкта вимірюється у одні й ті самі моменти часу it  ( 1,i k= ). 

Зміну ВП однакових об’єктів у процесі експлуатації будемо 

розглядати як випадкову функцію часу ( ).X t  Для кожного j-го об’єкта 

( 1,j n= ) зміна ВП є реалізацією (складовою) ( )jX t  випадкової функції 

( ).X t  Точки перетинання реалізацій ( )jX t  випадкового процесу із межею 

грX  робочої області (поля допуску) відповідають моментам часу відмов 

j-их об’єктів. Тому випадковий характер виникнення поступових відмов 

у процесі експлуатації однакових об’єктів описується щільністю 

розподілу f{X(t)} часу перетинання ВП межі гр ,X  тобто щільністю 

розподілу часу до відмови. 

Якщо з моменту включення в роботу (за 0t = ), вимірюючи з 

однаковою 1 1i i i it t t t t+ − = − = −  або різною періодичністю (інтервалом) 

,t  контролювати значення ВП кожного j -го об’єкта, то можна 

прогнозувати (екстраполювати) подальші зміни ВП, а отже, передбачити 

момент настання відмови. Це дасть можливість організувати технічне 

обслуговування групи об’єктів, тобто забезпечити попереджувальне 

виведення об’єктів на поточний або капітальний ремонт або 

відправлення їх на регулювання. Інтервал часу від початку експлуатації 

об’єкта 0t =  до моменту, коли вихід окремих реалізацій ( )jX t  

випадкового процесу ( )X t  за межі грX  робочої області стає частим 

явищем, називають часом збереження працездатності зб .t  Правий 

кінець інтервалу збt  визначається абсцисою характерної точки кривої 

ЩРВ { ( )},f X t  починаючи з якої спостерігається різке зростання кривої. 
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Отже, визначаючи за допомогою засобів технічного контролю у 

фіксовані моменти часу 1,  ...,  ,  ...,  i kt t t  значення ВП 1,j n=  однотипних 

об’єктів, можна отримати реалізації ( )jX t  реального процесу зміни ВП. 

При цьому сукупність обмірюваних у it , 1,i k=  моменти часу значень ВП 

характеризується випадковою величиною 1 2( ) { , , ..., } ,
ii i n tX X t x x x= =  яка 

має щільність розподілу ( )f X  та оцінки числових характеристик – 

середнє значення (математичне сподівання) 
iXm  і дисперсію .

iXD  

Випадкову величину { }X ti
 називають значенням реалізацій ВП за i-го 

контролю. 

Отже, маючи інформацію про реальний процес зміни ВП для часу 

збkt t  на етапі експлуатації або маючи ту саму інформацію про аналоги 

проектованого об’єкта на стадії проектування, можна аналітично 

розрахувати час збереження працездатності об’єкта, тобто зробити 

обґрунтований прогноз про його працездатність у майбутньому. Це дасть 

змогу вчасно попередити відмови, а також керувати станом складних 

об’єктів, замінюючи їх елементи резервними або змінюючи робочі режими 

об’єктів. 

3.1. Аналіз випадкових процесів зміни 

визначального параметра 

Випадковий процес зміни ВП ( )X t  у загальному випадку може бути 

поданий сумою випадкових процесів 

( ) ( ) ( ) ( )X t x t t t= +  +  ,    (3.1) 

де x(t) та ( )t  – нестаціонарний і стаціонарний випадкові процеси 

відповідно; ( )t  – помилки вимірювань. 

Нестаціонарний випадковий процес ( )x t  характеризує довгострокові 

необоротні зміни параметрів у результаті зношування, старіння або 
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розрегулювання. Процес ( )x t  – основна причина відмов, і надалі 

називатимемо його процесом зношування. 

Стаціонарний випадковий процес ( )t  оборотних змін параметрів у 

разі зміни зовнішніх умов спричиняє виникнення перемежованих 

(з’являються/зникають) відмов. Зазначимо, що можливості виникнення 

оборотних змін параметрів намагаються передбачити під час 

конструювання об’єктів. Процесом ( ),t  якщо він є, знехтувати не 

можна, але він виявляється в ЛА дуже рідко і тому тут не розглядається. 

Безумовно, що під час отримання реального процесу ( )X t  у результаті 

вимірювання ВП на перебіг процесу буде впливати також стаціонарний 

випадковий процес ( )t  похибок вимірювань. Причому процеси ( )t  та 

( )t  не завжди вдається розділити, тобто відокремити дійсні оборотні 

зміни ВП від уявних, викликаних похибками у вимірюваннях. 

Подамо випадковий процес зміни ВП ( )X t  за виразом (3.1) тільки 

необоротним процесом зношування ( ) ( ).X t x t=  

Для випадкових процесів зношування типовими є досить жорсткі 

зв’язки між значеннями параметра у послідовні моменти часу. Великий 

вплив на вид реалізації процесу ( )X t  справляє фізико-хімічна структура 

матеріалу і технологія виготовлення об’єкта. Однотипні об’єкти дають 

близькі за формою криві зношування, але з різними значеннями 

швидкості зношування. Тому моделі процесів зношування мають бути 

функціонально залежними від часу, а їх випадковий характер 

обумовлюється випадковими параметрами, що не залежать від часу. 

Подібні випадкові процеси іноді називають детермінізованими або 

напіввипадковими. 

Випадковий процес ( )X t  зношування можна розглядати як 

залежність 

0

0

( ) ( )
t

X t X B d= +   , (3.2) 
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де 0X  – початкове (заводське, фабричне, промислове, виготовлене, 

налаштоване тощо) значення ВП; ( )B t  – напіввипадковий процес зміни 

швидкості зношування. Початкове значення 0X  ВП є випадковою 

величиною, що іноді має усічений (через допуск підприємства-виробника) 

розподіл, але не залежить від часу t. 

Позначимо 
0

( ) ( )
t

t B d =   , [0,  ].t  Тоді Х(t) = X0 + θ(t). Інтеграл θ(t) 

характеризує нагромадження необоротних змін у результаті старіння, 

зношування або розрегулювання. Цей доданок у формулі (3.2) може бути 

дуже великим. 

Слід зазначити, що у практиці експлуатації ЛА, навіть у разі 

наявності вбудованих або переносних засобів контролю, не завжди 

вдається часто вимірювати значення ВП окремих об’єктів. Тому 

реалізації ( ),jX t  побудовані за експериментальним даними для моментів 

,  ( 1, ),t i ki =  мають вигляд ламаних ліній, і можна лише припускати за 

даними обмеженої кількості вертикальних перетинів (перерізів), який 

вигляд має випадковий процес ( )X t  насправді. Для цього потрібно 

висунути гіпотезу про характерний вигляд кривих зношування, що 

ґрунтується як на даних експерименту, так і на апріорній інформації про 

процеси зношування аналогічних об’єктів. При цьому для навмання 

взятого j-го об’єкта швидкість зношування випадкова і для кожного 

об’єкта – своя. 

Зміни ВП залежно від часу або наробітку (аналогічно з 

інтенсивністю відмов у розд.2, рис. 2.1) можна у загальному випадку 

подати трьома періодами (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Графік зміни визначального параметра ( )X t  з часом 

Перший період – приробіток об’єкта. Швидкість зношування, яка від 

початку цього періоду не є постійною і змінюється з часом, до кінця 

цього періоду стає сталою величиною. Звичайно, у процесі приробітку 

відбувається зменшення швидкості зношування, однак, хоча й рідше, 

зустрічаються випадки зростання швидкості до стаціонарного значення. 

Великі фірми-виробники для підвищення надійності й 

конкурентоспроможності виробів проводять приробіток на 

підприємствах-виробниках, тому їх виріб може мати сталу швидкість 

зношування від початку експлуатації. 

Другий період характеризує основний (нормальний) період 

експлуатації, при цьому досягнута в кінці приробітку швидкість 

зношування зберігається приблизно постійною. 

Третій період – період «старіння» об’єкта: можливості 

функціонування об’єкта вичерпуються, швидкість зміни ВП 

катастрофічно зростає. 

Співвідношення швидкості зношування виробу під час приробітку 

(період 1) та основної експлуатації (період 2) може служити показником 

ефективності виробництва і/або якості матеріалів. 
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3.2. Моделі процесів наближення об’єкта до параметричних відмов 

3.2.1. Основні класи моделей 

Як відомо, основою випадкових процесів зміни ВП є необоротні 

випадкові зміни ВП, викликані старінням, зношуванням або 

розрегулюванням. Вони певною мірою залежні від часу, їх можна 

розглядати (з деякою мірою ймовірності) як поступові. При цьому 

випадковий характер таких змін обумовлений випадковими параметрами, 

що не залежать від часу. Отже, моделі реальної зміни ВП об’єкта мають 

бути випадковими функціями, аргументами яких є сталі у часі випадкові 

величини й сам час. 

Розглянемо найпоширеніші моделі (класи моделей) нестаціонарних 

випадкових процесів наближення до відмов. 

Лінійні випадкові функції. Під час лінеаризації реального процесу 

зношування об’єкта кожна реалізація ( )jX t  процесу замінюється 

прямою, тобто реальний процес зміни ВП ( )X t  апроксимується 

випадковою функцією вигляду 

0 ,X X Vt=   (3.3) 

де 0X  – випадкове початкове значення ВП (за 0t = ), що має МС 

0 0{ }Xm M X=  та СКВ 0 0 ,X XS D=  0 ( 0);X X t= =  V  – випадкова 

нормально розподілена швидкість зміни ВП у часі, що має 

МС { }Vm M V=  та CКВ .V VS D=  

Нелінійні випадкові функції. Для багатьох об’єктів є типовою 

деяка постійна відносна швидкість зміни ВП 

( )

,
( )

dX t

dt V
X t

=  що відповідає 

нелінійному випадковому процесу ( ),X t  який апроксимується 

випадковою функцією вигляду 

0 exp( ),X X V t=   (3.4) 
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де V   – випадкова, нормально розподілена швидкість зміни 

натурального логарифма ВП 
ln

,
d X

V
dt

 =  що має МС { }Vm M V 

 =  та 

СКВ .V VS D =  

У моделях обох класів (3.3) та (3.4) знаки «+» і «–» 

використовуються для апроксимації відповідно зростаючих й спадних у 

часі процесів. Випадкова величина 0X  у моделях (3.3) та (3.4) є сталою в 

часі, як і випадкова величина швидкості V зміни ВП у моделі (3.3). У 

моделі (3.4) сталою в часі є швидкість зміни логарифма ВП, сам же ВП 

має змінювану у часі швидкість зміни. 

Для зручності подальшого розгляду моделей тільки в лінійному 

варіанті модель (3.4) логарифмуванням перетворимо до лінійної моделі 

зміни логарифма ВП: 

*

0ln ( ) ln .X t X V t=   (3.5) 

Якщо позначити натуральний логарифм ВП випадковою функцією 

( ),Y t  тобто 0 0( ) ln ( );  ln ,Y t X t Y X= =  то вираз (3.5) можна подати як 

0( ) ,Y t Y V t


=   (3.6) 

подібний моделі (3.3). Тобто, можна розглядати різні модифікації 

випадкових процесів тільки для ( ),X t  а результати аналізу 

використовувати сумісно, як для ВП ( ),X t  так і для ( ),Y t  тому що моделі 

для ( )X t  та ( )Y t  будуть подібними. 

Розглянемо окремо кожен тип лінійних випадкових моделей, які 

апроксимують випадковий процес зміни ВП ( )X t  або його логарифма 

( ).Y t  

3.2.2. Основні типи моделей 

З різних модифікацій лінійних зростаючих випадкових функцій 

зміни ВП ( )X t  або ln ( )X t  найчастіше процес наближення об’єкта до 

параметричних відмов апроксимується такими типами моделей: 
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а) віялової з ненульовим початковим розсіюванням (рис. 3.2); 

б) віялової з нульовим початковим розсіюванням (рис. 3.3); 

в) рівномірної (рис. 3.4). 

 

Рис. 3.2. Віялова модель зміни ВП з ненульовим початковим розсіюванням χ 

 

Рис. 3.3. Віялова модель зміни ВП з нульовим початковим розсіюванням 
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Рис. 3.4. Віялова модель рівномірної зміни ВП 

Тип моделі лінійної функції ( )X t  або ln ( )X t  залежить від кількості 

випадкових аргументів, які визначають її випадковий характер. 

Віялову функцію з ненульовим початковим розсіюванням можна 

описати так: 

– для процесу X(t): 

( ) ( )X t V t=  + +  ; (3.7) 

– для процесу ln ( ) :X t  

ln ( ) ( ) ln ( ).X t Y t V t= = + +   (3.8) 

Якщо 0,t =  значення функцій (3.7) і (3.8) являють собою випадкову 

величину відповідно: 

0 ,X V=  +   (3.9) 

0 0ln ln .X Y V = = +   (3.10) 

З урахуванням формул (3.9) та (3.10) моделі (3.7) та (3.8) легко 

можна подати у вигляді (3.3) й (3.6). Випадковий характер розглянутої 

моделі визначається двома випадковими аргументами: 

1) 0X  або 0ln X  – випадкове початкове значення ВП або його 

логарифма; 

2) V або V   – випадкова швидкість зміни ВП або його логарифма. 
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Усі реалізації віялової лінійної випадкової функції з ненульовим 

початковим розсіюванням проходять через загальну невипадкову точку – 

«полюс» (рис. 3.2). 

Аргумент розглянутої моделі (випадкова швидкість зміни ВП V або 

логарифма ВП V  ) має нормальний розподіл із щільністю розподілу 

відповідно: 

2

2

( )1
( ) exp ;

22

V

VV

V m
f V

SS

 −
= − 

  
 

2

2

( )1
( ) exp .

22

V

VV

V m
f V

SS


 



 −
= − 

  
 

Лінійно залежна від V випадкова функція ( )X t  (3.7) у 

всіх 0,i k=  перетинах буде розподілена нормально зі щільністю 

2

2

( )1
( ) exp ,  0, ,

22

i Xi
i

XX ii

X m
f X i k

SS

 −
= − = 

   

 (3.11) 

де параметри розподілу: 
iXm  – це МС, { };

iX im M X=  
iXS  – це СКВ. 

Числові характеристики, тобто МС { ( )} ( )XM X t m t=  і СКВ 

{ ( )} ( )XS X t S t=  самої випадкової функції (3.7), можна виразити через 

числові характеристики Vm  та VS  випадкової швидкості: 

( ) ( );X Vm t m t=  + +   (3.12) 

( ) ( ).X VS t S t= +   (3.13) 

Випадкове початкове значення ВП 0X  відповідає значенням функції 

( )X t  (3.7) за 0,t =  тому також має нормальний розподіл згідно з 

функцією (3.11) за 0i =  з параметрами 
0

( 0)X Xm t m= =  і СКВ 

0
( 0)X XS t S= = , які отримують із виразів (3.12) та (3.13) за t = 0: 

0X Vm m=  +   (3.14) 

0
.X VS S=   (3.15) 
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З урахуванням виразів (3.14) та (3.15) вирази (3.12) та (3.13) для 

числових характеристик випадкової функції (3.7) набудуть вигляду 

0
( )X X Vm t m m t= +   (3.16) 

0
( ) .

X X V
S t S S t= +  (3.17) 

Відповідно до функції (3.8) нормальний розподіл швидкості V   

зумовлює те, що лінійно залежний від V   логарифм ВП ln ( ) ( )X t Y t=  

також буде розподілений нормально в усіх 0,i k=  перетинах із 

щільністю розподілу 

2

2

( )1
(ln ) ( ) exp ,  0, .

22

i Yi
i i

Y Yi i

Y m
f X f Y i k

SS

 −
 = = − =

   

 (3.18) 

Визначальний параметр при цьому буде мати логарифмічно 

нормальний розподіл, щільність якого 

2

2

[ln( ) ]1
( ) exp ,  0, .

22

i Yi
i

Y Yi i

X m
f X i k

SS

 −
 = − =

   

 (3.19) 

У виразах (3.18) та (3.19) {ln }
iY im M X=  і 

2
{ ln }( )Y Y i Yi i i

D M X mS = = −  – відповідно МС і СКВ логарифма ВП у 

0,i k=  перетинах випадкової функції (3.8). 

Математичне сподівання ( )Ym t  і СКВ ( )YS t  можна отримати, 

використовуючи числові характеристики випадкової швидкості V*, а саме Vm   

та .VS   Проводячи аналогічні, як для функції (3.7), перетворення, отримуємо 

числові характеристики моделі (3.8) зміни логарифма ВП ln ( ) ( ) :X t Y t=  

0
( ) ;Y V Vm t m m t= +  (3.20) 

0
( ) .Y V VS t S S t= +  (3.21) 

Віялова функція з нульовим початковим розсіюванням є частковим  

окремим випадком моделей (3.3) та (3.6) і може бути отримана із 

зазначених виразів заміною в них, відповідно, випадкових початкових 
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значень ВП 0X  або його логарифма 0 0ln X Y=  деяким невипадковим 

значенням 0K  або 0ln .K  

Оскільки віялова модель із нульовим початковим розсіюванням є 

частковим окремим випадком моделей (3.7) та (3.8) з ненульовим 

початковим розсіюванням, то її властивості визначаються властивостями 

зазначених моделей; тому числові характеристики можна знайти: 

– для функції 0( )X t K Vt= +   зміни ВП з виразів (3.16) та (3.17) 

отримаємо 

0( ) ;X Vm t K m t= +  

( ) .X VS t S t=  

– для функції зміни ВП 0( ) ln ( ) lnY t X t K V t


= = +  з виразів (3.20) та 

(3.21) отримаємо 

0( ) ln ;Y Vm t K m t= +  

( ) .Y VS t S t=  

Рівномірна функція також є частковим випадком моделей (3.3) та 

(3.6) і може бути отримана з останніх заміною в них відповідно 

випадкових швидкостей зміни ВП V або його логарифма V   на 

невипадкові (сталі) швидкості v або v*. 

Числові характеристики випадкових функцій знаходять (подано без 

виведення): 

– для функції зміни ВП 0( )X t X vt= +  з виразів (3.16) та (3.17) 

отримаємо 

0
( ) ;X Xm t m vt= +  

0
( ) const;X XS t S= =  

– для функції 0( ) ln( )Y t t Y v t


= = +  з виразів (3.20) та (3.21) отримаємо 

0
( ) ;Y vm t m v t


= +  

0
( ) const.Y vS t S= =  



   138 

 

Розглянуті лінійні моделі зручні для апроксимації випадкових 

процесів зміни ВП тим, що дають можливість характеризувати ці 

процеси обмеженою кількістю аргументів моделі, для визначення яких 

потрібний мінімальний обсяг експериментальних даних. 

3.3. Тривалість збереження працездатності 

Як відомо, у разі виходу значень ВП ( )X t  за межу грX  робочої 

області відбувається відмова об’єкта. Для характеристики надійності 

об’єкта у разі поступових параметричних відмов, пов’язаних з 

випадковим процесом зміни ВП ( ),X t  зазвичай обчислюють показники 

двох типів: 

1) імовірність знаходження (перебування) об’єкта у працездатному 

стані, тобто ІБР до наробітку it  гр( ) { ( ) }.i iP t P X t X=   При цьому 

розглядають випадкову величину ( )iX t  – значення ВП у момент часу 

(наробітку) it ; 

2) показники наробітку до появи поступової відмови – перетинання 

ВП межі ãðX  поля допуску. Для оцінювання надійності у цьому випадку 

можна використовувати: щільність розподілу наробітку до відмови 

( ) [ ( )],f t f X t=  функцію безвідмовності ІБР ( ) { },P t P T t=   інтенсивність 

відмов ( ).t  

Розглянемо моделі розрахунку цих типів показників. Вважатимемо, 

що об’єкт працездатний, якщо значення його ВП будуть менші від межі 

грX  поля допуску. 

Імовірність перебування об’єкта у працездатному стані. Для 

фіксованого моменту часу it  імовірність того, що об’єкт працездатний, 

становить 

гр

гр

0

( ) { ( ) } ( ) ,

X

i i iP t P X t X f X dx=  =   (3.22) 



   139 

 

де ( )if X  – щільність розподілу значень ВП за ,it t=  тобто в i-му перетині 

випадкового процесу ( ).X t  

В окремому випадку за нормального розподілу ВП імовірність ( )iP t  

знаходять як 

2гр

2

0

( )1
( ) exp ,

22

X

i Xi
i

XX ii

X m
P t dx

SS

 − 
= − 

   
  

де Xi
m , Xi

S  – відповідно МС та СКВ (числові характеристики) розподілу 

випадкового ВП { } .i iX X=  

Переходячи до випадкової величини ,Xi

Xi

X m
z

S

−
=  яка має 

нормальний розподіл з параметрами МС { } 0,M z =  СКВ { } 1S z =  та 

щільністю розподілу 

21
( ) exp ,

22

z
f z

 
= − 

  
 (3.23) 

вираз (3.22) можна записати через функцію Лапласа Ф(z): 

гр( ) { ( ) } 0,5 ( ),i iP t P X t X z=  = +  (3.24) 

де табульовану Ф(z) знаходять за таблицями [10] за значеннями 

2

0

exp .
2

1
( )

2

z
u

duf z
 
− 
 

=

  

Щільність розподілу наробітку до відмови. Якщо процес зміни ВП 

випадковий і має монотонні реалізації, то щільність розподілу часу 

виходу ВП  за межу ãðX  робочої області (щільність розподілу часу до 

відмови) для моменту it  

( ) ( )
( ) ,

i ii t t t t

dP t dQ t
f t

dt dt
= == − =  (3.25) 

де ( )iQ t  – імовірність перебування об’єкта в непрацездатному стані, яку 

знаходять через відоме за виразом (3.22) значення ( )iP t : 

гр( ) { ( ) } 1 ( ).
i i i

Q t P X t X tP=  = −  (3.26) 



   140 

 

З урахуванням виразів (3.22) і (3.26) імовірність перебування об’єкта 

в непрацездатному стані 

гр

гр

0 гр

( ) { ( ) } 1 ( ) ( ) ,

X

i i i i i i

X

Q t P X t X f X dX f X dX


=  = − =   

а з урахуванням функції Лапласа ( )z  за нормального розподілу ВП  у it  

перетинах, 0,i k=  

( ) 0,5 ( ),
i

Q t z= −  (3.27) 

тобто значення Q(ti) можна знайти за допомогою табульованої функції 

Лапласа Ф(z). 

3.3.1. Загальні моделі розрахунку щільності розподілу наробітку 

до поступової відмови 

На практиці обчислення щільності розподілу наробітку до 

поступової відмови об’єкта у разі випадкової зміни ВП проводять двома 

способами, застосування кожного з яких залежить від вигляду 

випадкового процесу ( ).X t  

Випадковий процес X(t), відмінний від лінійного. Для кожного 

інтервалу наробітку 1i i it t t−+ =  знаходять середнє на цьому інтервалі 

значення щільності розподілу наробітку до відмови діленням збільшення 

ймовірності того, що об’єкт перебуває у непрацездатному стані, на 

довжину інтервалу: 

1 1
cеp

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] .i i i i

i

i i i i

Q t Q t P t P t
f

t t t t

+ +

+ +

− −
= = −

− −
 (3.28) 

За отриманим значенням cеp[ ] ,if  у 0,i k=  перетинах будують 

гістограму розподілу часу до відмови, яка згладжується неперервною 

кривою. Потім підбирають закон розподілу з перевіркою несуперечності 

розрахунковим даним за критерієм Пірсона. 

Для обчислення cеp[ ]if , що відповідає інтервалу it , потрібно знати 

закон розподілу ВП на початку ( it ) і в кінці ( 1i i it t t= ++  ) цього інтервалу. 
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Випадковий процес Х(t) лінійний. Формально у цьому випадку 

можна використати перший спосіб (обчислення щільності розподілу 

наробітку до поступової відмови). Оскільки розподіл ВП ( )if X  у всіх 

перетинах нормальний, то середнє значення щільності  cep[ ] ,if  з 

урахуванням виразів (3.24) і (3.27), визначають за функцією (3.28) через 

функцію Лапласа: 1
cеp

1

Ф( ) Ф( )
[ ] .i i

i

i i

Z Z
f

t t

+

+

−
=

−
 

Для нормально розподіленої випадкової функції ( )X t  під час 

побудови гістограми середніх значень cеp[ ]if  досить знати лише її числові 

характеристики ( )xm t  та ( )xS t , за якими знаходять значення xi
S , 

1
,xi

S
+

 

,xi
m  

1
,xi

m
+

 які відповідають початку it  і кінцю 1it +  кожного з інтервалів 

it , потрібних для визначення аргументів функції Лапласа: ;
i xi

i

xi

X m
z

S

−
=  

1 1
1

1

.
i x

x

i
i

i

X m
z

S

+ +
+

+

−
=

 

Для лінійних випадкових процесів закони розподілу наробітку до 

відмови можна отримати аналітично з виразу (3.25). 

3.3.2. Визначення терміну збереження працездатності 

З розглянутих показників надійності об’єктів під дією поступових 

відмов, викликаних випадковою зміною ВП, найбільш важливі 

ймовірність знаходжень об’єкта у працездатному стані ( )P t  та щільність 

( )f t  розподілу часу (наробітку) до відмови. Останню можна також 

визначити як щільність розподілу часу досягнення ВП межі грX  робочої 

області й позначити [ ( )] ( ).f X t f t=  

Для практичних цілей організації технічного обслуговування 

об’єктів і прогнозування працездатності з періодичним контролем ВП 

важливо знати конкретний час збереження працездатності. 
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На прикладі уже відомих лінійних моделей зміни ВП ( )X t  або його 

логарифма ln ( ) ( )X t Y t=  (параграф 3.2.2) отримаємо розподіл [ ( )]f X t  та 

розрахункові вирази для визначення часу збереження працездатності 

об’єкта. У цьому параграфі розглянемо тільки моделі зміни ВП ( )X t . Для 

лінеаризованих логарифмуванням моделей ln ( ) ( )X t Y t=  розрахункові 

вирази будуть аналогічними. 

Віялові моделі зміни ВП. Для об’єктів, випадковий процес зміни 

ВП яких можна подати у вигляді віялових моделей, випадкове значення 

часу досягнення ВП ( )X t  межі грX  робочої області 

гр 0x
X m

T
V

−
=  (3.29) 

буде функцією випадкової величини – швидкості V зміни ВП, закон 

розподілу якої нормальний. 

Щільність розподілу часу досягнення ВП межі грX  робочої області 

знаходять за відомим з теорії ймовірностей правилом отримання законів 

розподілу функцій випадкових аргументів 

( ) [ ( )] ( ) .
dV

f t f X t f V
dt

= =  (3.30) 

Для віялової функції з нульовим початковим розсіюванням за 

0 0 const,X K= =  тобто 00
;xm X=  

0
0,xS =  щільність розподілу [ ( )]f X t  за 

виразом (3.30) набуде вигляду 

2

1
( ) [ ( )] exp

22
f t f X t

tt

    
= = − −   

   
 (3.31) 

з параметрами 

гр 0
;

V

X X

S

−
 =  (3.32) 

,V

V

m

S
 =  (3.33) 
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де  можна вважати деяким відносним запасом довговічності об’єкта, що 

має розмірність часу;  – відносною середньою швидкістю зміни ВП 

(параметр  безрозмірний). 

Для віялової моделі з ненульовим початковим розсіюванням для 

отримання щільності розподілу [ ( )]f X t  виразимо швидкість зміни ВП за 

умови досягнення процесом ( )X t  межі грX  робочої області, тобто 

грX
V

t

−
=

+ 
 за гр( ) . X t X=  

Щільність розподілу часу перетинання ВП межі робочої області за 

виразом (3.30) набуде вигляду 

1 1

22
[ ( )] exp ,

2 ( )( ) 2

1
f X t

tt

 
= −

+  − +  

  
  

  
 (3.34) 

в якому параметр розподілу  знаходять за формулою (3.33), а параметр 

запасу довговічності 1 враховує зсув «полюса» функції і має вигляд 

гр

1 ,
V

X

S

−
 =  (3.35) 

тобто за виглядом схожий з параметром  розподілу (3.31). 

Закони розподілу часу до відмови, які виражаються щільностями 

розподілу (3.31) та (3.34), називають альфа-розподілом. 

Абсциси (що мають розмірність часу) характерних точок кривої 

щільності розподілу [ ( )]f X t , яка обумовлена розподілами (3.31) або 

(3.34), дають можливість визначити шуканий час tзб збереження 

працездатності об’єкта. 

Для віялової моделі ( )X t  з нульовим початковим розсіюванням з 

розрахованими за розподілами (3.32) та (3.33) параметрами, момент часу 

нлt  збереження працездатності об’єкта 

нл зб .
2

t t


= 


 (3.36) 
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Для віялової моделі ( )X t  з ненульовим початковим розсіюванням час 

tннл збереження працездатності також визначають за виразом (3.36), якщо 

замінити  на 1 за виразом (3.35): 

1
ннл зб

2
t t


= −   − 


 (3.37) 

Координати ( ,    ) «полюса» функції, від яких залежить визначення 

збt  згідно з виразом (3.37), після підстановки в нього параметра (3.35), 

знаходять за формулами 

0 ;
Х

V

S

S
 =  

0

0 0 0 0
.

V Х

Х V Х Х Х

V

S S
m m m m S

S


 = −  = − = −  

Рівномірна модель зміни ВП. Для рівномірної лінійної моделі 

(глава 3.2), коли випадковий процес ВП ( )X t  з постійними аргументами 

0
( )Х ХS t S=  наближається до межі грX , закон розподілу ВП у кожному з 

перетинів 0,i k=  нормальний, і щільність розподілу часу перетинання 

ВП межі робочої області обчислюють за формулою 

2

1

2

( )
[ ( )] exp ,  0,

22
,t

tt

t m
f X t i k

SS

−
= − =



 
 
 

 (3.38) 

де tm  і tS  – параметри розподілу. Вираз (3.38) щільності [ ( )]f X t  свідчить 

про нормальний закон розподілу наробітку об’єкта до поступової 

відмови з параметрами 

гр 0 ;
Х

t

X m
m

V

−
=  

0 .
Х

t

S
S

V
=  

Час збереження працездатності збt  після перетворення набуває 

вигляду зб 3.t tt m S= −  
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3.3.3. Окремі питання оцінювання параметричної надійності об’єктів 

Оцінювання надійності об’єктів після розрегулювання. Крім 

розглянутих параметрів, що визначають працездатність об’єктів, у 

багатьох технічних пристроях ЛА є характеристики, які можна періодично 

регулювати, тобто встановлювати їх значення відповідно до 

номінальних. З-поміж декількох регульованих характеристик об’єкта 

можна вибрати основну, котра є мірою його якості й визначає 

необхідність проведення профілактичних робіт. За аналогією з 

нерегульованим ВП назвемо цю характеристику регульованим ВП 

(РВП). 

Під час проведення технічного обслуговування значення РВП у 

момент часу 01t  беруть рівним деякому невипадковому номінальному 

значенню 01 0.R R  У подальшій експлуатації об’єкта РВП випадково 

змінюється, що можна подати полюсною випадковою функцією часу 

R(t), усі реалізації якої проходять через одну невипадкову точку – 

«полюс» ,  01 01( ).R t  Під час чергового технічного обслуговування у 

момент часу 02t  у всіх 1,j n=  експлуатованих об’єктів знову 

встановлюється початкове значення параметра 02 0 ,R R  і випадковий 

процес розрегулювання повторюється знову (рис. 3.5). 

Розглянутий процес розрегулювання апроксимується відомою 

віяловою функцією з нульовим початковим розсіюванням 

0( ) ,R t R t= +  (3.39) 

де   – випадкова швидкість розрегулювання; t – час, що відраховується 

від моменту 0it  проведення останнього технічного обслуговування. 
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Рис. 3.5. Полюсна випадкова функція ( )R t  регульованого 

визначального параметра об’єкта 

Лінеаризація процесу розрегулювання здійснюється у такий самий 

спосіб, як і лінеаризація процесу зношування. Для визначення оцінок 

характеристик m  та S , що описують процес розрегулювання, потрібно 

хоча б в один момент часу виміряти значення РВП 1,  j n=  однотипних 

об’єктів. Крім того, слід знати момент проведення 0( 1)( )it −  і результат 

0( 1)( )iR −  попереднього ( 1)i − -го регулювання під час технічного 

обслуговування. Зазначимо, що на номінальні значення РВП 0R  

здебільшого встановлюються допуски 0 0min( ;R R  0max ),R  де 0R  – 

допустима похибка регулювання, 0 0max 0min ,R R R = −  тому початкові 

значення 0R  за i-х регулювань можуть відрізнятися у межах допусків. 

Як свідчить практика, значення випадкової швидкості зміни РВП 

обмежені нижньою н  і верхньою в  межами: 

н в ( , )    за н 0,   в 0.   

У цьому випадку аргумент  моделі (3.39) буде мати УНР, 

щільність якого має вигляд 
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2

2

( )
( ) ( ) exp ,

22

mc
f cf

SS





  − 
 =  = − 

   

 (3.40) 

де ( )f   – щільність нормального (неусіченого) розподілу; с – 

нормувальний множник, який обумовлений тим, щоб площа під кривою 

щільності розподілу дорівнювала одиниці, тобто 

B

H

( ) 1.c f d




  =  

За допомогою підстановки ,
m

z =
S





−
 де m , S  – відповідно МС 

та СКВ неусіченого нормального розподілу швидкості зміни РВП, після 

перетворення отримуємо 

2 1

1
,

Ф( ) Ф( )
c

z z
=

−
 (3.41) 

де ( )z  – нормована функція Лапласа за формулою (3.23), 
н

1 ;
m

z
S





 −
=  

в

2 .
m

z
S





−
=


 

Для РВП також установлюється деяке граничне (критичне) значення 

грR , у разі досягнення якого порушується працездатність об’єкта. 

Випадковий час досягнення РВП ( )R t  значення Rгр знаходять за 

формулою (3.39): 

P

гр 0
.

R R
t


−
=


 

Щільність розподілу часу досягнення РВП значення грR  з усіченим 

нормальним розподілом (3.40) швидкості   з використанням виразу 

(3.30) має вигляд, аналогічний розподілу (3.31): 

2

2

1
( ) [ ( )] exp

22

c
f t f R t

tt

 
= = − −



  
  

  
 (3.42) 
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за 1 2 ,t t t   де 1,t  2t  – межі зміни часу { }T t=  виходу РВП за значення 

грR , 
гр 0

1

в

R R
t

−
=


, 

гр 0

2

н

,
R R

t
−

=


 де 
B
,  

H
  – відповідно верхня і нижня 

можливі межі зміни швидкості .  

Щільність розподілу [ ( )]f X t  за формулою (3.42) відповідає 

розглянутому раніше альфа-розподілу, параметри якого за аналогією з 

виразами (3.32) та (3.33) 
гр 0

;
R R

S

−
 =  ,

m

S





 =  а нормувальний множник 

знаходять згідно з формулою (3.41); при цьому 1

2

z
t


= −  2

1

z
t


= − 

Ідентичність розглянутої моделі у прийнятій постановці з моделлю 

оцінювання часу працездатності дає можливість визначити час 

збереження працездатності збt  як інтервал від моменту останнього 

регулювання РВП (взяте 0 0it = ) до втрати працездатності. Оцінивши 

значення збt , можна встановити оптимальний, з погляду надійності, 

період технічного обслуговування, пов’язаний з регулюванням РВП. 

Безумовно, це лише один аспект призначення термінів проведення 

профілактичних робіт для досліджуваних об’єктів, оскільки на практиці 

потрібно враховувати ще цілий ряд факторів: організаційних, 

економічних та ін. 

В умовах технічного обслуговування, орієнтованого на календарний 

час, якщо вимірювати значення РВП однотипних об’єктів у момент 

проведення профілактичної роботи, то можна перевірити, чи не 

перевищує встановлений період часу 0 0( 1)рег i it t t −= −  до наступного 

регулювання розрахункового значення збt . Якщо це відбувається, то 

варто обмежити період регулювання регt  (взяти рег збt t= ). 
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3.4. Схема формалізації розподілу відмов 

на підставі аналізу випадкових процесів деградації 

Розглянемо схеми формалізації розподілів наробітку до відмови, які 

ґрунтуються на дослідженнях кінетики фізичних процесів деградації 

об’єкта та спричиняють виникнення двопараметричних розподілів – 

імовірнісно-фізичні моделі відмов. 

3.4.1. Імовірнісно-фізичні моделі відмов 

Імовірнісно-фізичні моделі відмов отримують на підставі аналізу 

фізичних процесів деградації, які відбуваються в об’єкті і спричиняють 

виникнення відмов. Типові (найпоширеніші) моделі випадкових 

фізичних процесів деградації з реалізаціями визначальних параметрів 

(найбільш слабких параметрів об’єкта) для сукупності однотипних 

об’єктів зображено на рис. 3.6. Під об’єктом можна розуміти як елемент, 

так і будь-яку ненадлишкову систему, які подано єдиними реалізаціями 

визначальних параметрів своїх найбільш слабких складових. У цьому 

випадку схема формалізації закону розподілу відмов елементів і систем 

однакова. 

Розглянуті моделі відповідають широкому класу фізичних процесів 

деградації (втоми, зношування, корозії, старіння тощо). Усі зовнішні 

чинники, які визначають надійність та пов’язані з конструкцією, 

властивостями використовуваних матеріалів, технологією виготовлення, 

рівнем виробництва й експлуатації, у кінцевому підсумку впливають на 

нахил (середню швидкість процесів деградації) і розсіяння реалізацій, не 

змінюючи схеми формалізації і типу розподілу. Тип розподілу у схемі 

формалізації, яка розглядається, залежить від характеру фізичного 

процесу деградації, зокрема, детермінованим, монотонним чи 

немонотонним виглядом його реалізацій. 
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а    б           в 

Рис. 3.6. Моделі випадкових процесів деградації і схеми формування розподілу 

наробітку до відмови: а – віяловий процес (-розподіл); б – марковський монотонний 

процес (DМ-розподіл); в – марковський немонотонний процес 

(DN-розподіл) 

Віялові процеси, які є детермінованою моделлю процесів деградації, 

детально були розглянуті у цьому розділі раніше. Вони мають спільні 

риси та відмінності від інших моделей процесів деградації (DМ-, DN-

розподілів). Розглянемо схеми формалізації цих процесів та їх 

взаємозв’язок. 

Схема формалізації розподілу відмов у разі випадкового 

віялового процесу деградації. Схема побудови закону розподілу відмов 

для віялового випадкового процесу типу моделі а (рис. 3.6, а) полягає у 

такому. Вважають, що швидкість змінювання ВП (нахил реалізацій) має 

апріорі відомий розподіл. Тоді на підставі правила отримання закону 

розподілу функції випадкового аргументу знаходять розподіл наробітку 

до граничного рівня (досягнення межі області працездатності). Якщо 

випадковий аргумент (швидкість змінювання ВП) описують нормальним 

розподілом, то (за схемою Кептейна) отримують -розподіл наробітку до 

відмови. 

Параметри -розподілу у найпоширенішій формі запису мають таку 

інтерпретацію: 
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– параметр масштабу  дорівнює величині, зворотній середній 

швидкості змінювання ВП (нормованій на граничне значення), 

помноженій на коефіцієнт варіації цієї швидкості; 

– параметр форми  дорівнює зворотній величині коефіцієнта 

варіації швидкості змінювання ВП. 

Схема формалізації закону розподілу відмов за випадковим 

марковським процесом деградації. Схема формалізації закону 

розподілу відмов (для моделей б та в, рис. 3.6) полягає у такому. Обидві 

моделі можна подати однорідним марковським процесом дифузійного 

типу. Визначення розподілу наробітку до першої відмови об’єктів у 

такому випадку зводиться до вирішування завдання першого досягнення 

процесом граничного рівня і пов’язане з розв’язанням рівняння дифузії 

(Фоккера–Планка–Колмогорова), яке є диференціальним рівнянням у 

частинних похідних та під час вирішування потребує встановлення 

граничних умов залежно від вигляду реалізацій процесу. Якщо реалізації 

процесу являють собою монотонні криві, то під час визначення 

аналітичного виразу для закону розподілу часу досягнення граничного 

рівня беруть фундаментальне розв’язання рівняння дифузії без 

встановлення граничних умов. Отже, залежно від вигляду реалізації 

процесу деградації (монотонного чи немонотонного характеру) 

отримують відповідно дифузійний монотонний (DM) чи дифузійний 

немонотонний (DN) розподіл наробітку до відмови. 

Параметри двопараметричних дифузійних розподілів мають таку 

фізичну інтерпретацію: 

– параметр масштабу  дорівнює величині, зворотній середній 

швидкості змінювання ВП (нормованого на граничне значення); 

– параметр форми  дорівнює коефіцієнту варіації швидкості 

змінювання ВП. 
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3.4.2. Поняття α-розподілу 

Якщо фізичний процес деградації об’єкта описують випадковим 

віяловим процесом типу моделі а (рис. 3.6, а), то у такому випадку 

розподіл відмов буде апроксимуватися -розподілом. Віяловий  процес, 

що розглядається, являє собою ідеалізацію процесів б та в (рис. 3.6) у 

вигляді детермінованих реалізацій, що мають випадковий нахил 

(швидкість змінювання ВП). Це свідчить про те, що характеристики 

процесу деградації повністю визначаються початковим станом (якістю 

виготовлення зразків) і майже не залежать від механо-фізико-хімічних 

процесів деградації, які відбуваються в об’єктах під впливом зовнішніх 

умов та часу. 

Основні характеристики -розподілу. Основні характеристики -

розподілу подано у табл. 3.1. 

Таблиця 3.1 

Розрахункові формули характеристик -розподілу 

Характеристика -розподілу Розрахункова формула* 

Щільність ймовірності 

2

22

( )
( ) exp

22

t
f t

tt

   −
= − 

  
 

Модель відмов (функція розподілу) ( )
t

F t
t

 − 
=  

 
 

Модель надійності (імовірність 

безвідмовної роботи ІБР) 
( )

t
R t

t

− 
=  

 
 

Математичне сподівання (МС) 2

1
( ) 1M t

  
= + 
  

 

Дисперсія 

2

4 2

8
( ) 1D t

  
= + 
  

 

Коефіцієнт варіації 
1

2 2 12( ) ( 8) ( 1)V t −=  +  +  

*Примітка. Оцінки ( ),M t  ( ),D t  ( )V t є приблизними. 
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Властивості -розподілу: 1) -розподіл має додатну асиметрію, 

помітно збільшену у порівнянні з іншими розподілами, які розглядаються; 

2) -розподіл має медіану розподілу за t


=


; 

3)  інтенсивність відмов -розподілу має немонотонний характер, в 

асимптотиці (за t → ) прямує до нуля; 

4) параметри -розподілу як імовірнісно-фізичної моделі мають 

фізичну інтерпретацію і можуть бути оцінені як на підставі статистики 

відмов, так і на підставі аналізу фізичних процесів, які спричиняють 

відмови, а також на підставі сумісного використання статистичної 

інформації обох згаданих типів; 

5) немає точних аналітичних виразів для основних характеристик 

розподілів (МС, дисперсії тощо), що ускладнює використання цієї моделі 

на практиці. 

Оцінювання параметрів -розподілу. Максимально правдоподібні 

оцінки параметрів у випадку повної вибірки розраховують за формулами 

1
2 2

2 1

2
1 1

1 1
;

N N

i i
i i

t t
N N

−

− −

= =

  
 = −  

   
   

1

2

2

1

2

1

1

1 .

N

i
i

N

i
i

N t

t

−

−

=

−

=

 
 
  = −
  
  
  





 

Моментні оцінки параметрів розраховують за формулами 

3

2
22 ( 28 ) 1 ;

2

S
D S S D

D

 
 = + + − 

 
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1

2
2( 28 ) 1 .

2

S
S S D

D

 
 = + + − 

 
 

Оцінки параметрів на підставі вимірювання характеристик процесу 

деградації (змінювання ВП) розраховують за формулами 

гр 0( )
;

q

X X

qV

−
 =

   

1
;

qV
 =

   

2 1

2 1

;
x x

q
t t

−
=

−
 

1 1

2 2
2 2

1 1 2 2
1 1

1 2

( ) ( )
1 1 1

,
2 1 1

N N

i i
i i

q

x x x x

V
x N x N

= =

 
    − −    

= +    
− −    

       
 

 
 

де 1x , 2x  – середні значення ВП на момент першого та другого 

вимірювань відповідно, 
1 1

1

1
;

N

i
i

x x
N =

=   
2 2

1

1
,

N

i
i

x x
N =

= 
 

2 1.t t  

3.4.3. Поняття DM-розподілу 

Якщо фізичний процес деградації об’єкта описують випадковим 

процесом з монотонними (незворотними) реалізаціями (модель б, рис. 

3.6), то розподіл відмов буде апроксимуватися DM-розподілом. 

Незворотний характер мають процеси руйнування у разі втоми, 

зношування від тертя, скупчення дислокацій, пластичних деформацій, 

втомного механічного руйнування, корозії та старіння, тобто процеси, 

притаманні механічним об’єктам. Основні характеристики DM-розподілу 

подано у табл. 3.2. 
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Таблиця 3.2 

Розрахункові формули характеристик DM-розподілу 

Характеристика DM-розподілу Розрахункова формула 

Щільність ймовірності 
2

2

( )
( ) exp

22 2

t t
f t

tt t

 + −
= − 

    
 

Модель відмов (функція розподілу) ( ) ( ; ; )
t

F t DM t
t

 −
=   =     

 

Модель надійності (ІБР) ( )
t

R t
t

  −
=     

 

Математичне сподівання 
2

( ) 1
2

M t
 

=  + 
 

 

Дисперсія 
2

2 2 5
( ) 1

4
D t

 
=   + 

 
 

Коефіцієнт варіації 
1

2 2

2

(4 5 )
( )

2
V t

 + 
=

+
 

Коефіцієнт асиметрії 
2

3

2 2

4 (6 11 )

(4 5 )

A
 + 

=

+ 

 

Коефіцієнт ексцесу 
2 2

2 2

6 (40 93 )

(4 5 )
E

 + 
=

+ 
 

Властивості DM-розподілу: 

1) DM-розподіл має додатну асиметрію. Незважаючи на помітно 

асиметричний вигляд (якщо значення параметра форми чи коефіцієнта 

варіації розподілу більші за 0,3), DM-розподіл асимптотично (за 2 0 → ) 

збігається з нормальним розподілом. Це засвідчує універсальність 

характеру цього розподілу; 

2) DM-розподіл має медіану розподілу за ;t =   

3)  інтенсивність відмов DM-розподілу має немонотонний характер, 

в асимптотиці (за t → )  прямує до константи, яка дорівнює 2 1(2 ) ;−   
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4) випадкову величину, обернену DM-розподіленій величині 
1

,x
t

 
= 

 
 

також можна описати DM-розподілом вигляду 
1

;  ;  ;DM x
 

 
 

 

5) параметри DM-розподілу можуть бути оцінені як на підставі 

статистики відмов, так і на підставі аналізу фізичних процесів деградації, 

які спричиняють відмови, а також на підставі сумісного використання 

статистичної інформації обох згаданих типів; 

6) параметр форми DM-розподілу майже збігається з коефіцієнтом 

варіації розподілу відмов. 

Оцінювання параметрів DM-розподілу. Максимально 

правдоподібні оцінки параметрів у випадку повної вибірки розраховують 

за формулами 

1

2 2 2( ) ;G Q Q SG G = + − − +   

1

2( / / 2)G S =  +  − . 

Моментні оцінки параметрів розраховують за формулами 

1

2 2
1

4 ( 3 ) ;
3

S S D
 

 = − + 
    

1

22

2

2( 3 )
.

4 3

S D S

S S D

 + −
 =  

− +  

 

Оцінки параметрів на підставі вимірювання характеристик процесу 

деградації ВП) розраховують за формулами 

гр 0
;

X x

q

−
 =  (3.43) 

.qV =  (3.44) 
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3.4.4. Поняття DN-розподілу 

Якщо фізичний процес деградації об’єкта описують випадковим 

процесом з немонотонними реалізаціями типу моделі в (рис. 3.6, в), то 

розподіл відмов буде апроксимуватися дифузійним немонотонним 

розподілом (DN-розподілом). 

Немонотонний характер змінювання деяких фізичних параметрів 

спостерігається у виробах електронної техніки ЛА, наприклад, у разі 

електроміграції у тонкоплівковій металізації, у випадку генерації та 

пересування зарядів на поверхні кристалу напівпровідникових структур 

тощо. 

Основні характеристики DN-розподілу. Основні характеристики 

DN-розподілу подано у табл. 3.3. 
Таблиця 3.3 

Розрахункові формули характеристик DN-розподілу 

Характеристика 

DN-розподілу 
Розрахункова формула 

Щільність ймовірності 2

2

( )
( ) exp

22

t
f t

tt t

  −
= − 

    
 

Модель відмов 

(функція розподілу) 
2

2( ) ( , , )
t t

F t DN t e
t t

−


   − +
=   =  +  −            

 

Модель надійності (імовірність 

безвідмовної роботи) 
2

2( )
t t

R t e
t t

−


    − +
=  −  −            

 

Математичне сподівання (МС) 
( )M t =   

Дисперсія 2 2( )D t =    

Коефіцієнт варіації ( )V t =   

Коефіцієнт асиметрії 
3A =   

Коефіцієнт ексцесу 215E =   
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Властивості DN-розподілу: 

1) розподіл має додатну асиметрію. Незважаючи на помітно 

асиметричний вигляд (якщо значення параметра форми чи коефіцієнта 

варіації розподілу більші за 0,3), DN-розподіл асимптотично (за 2 0 → ) 

збігається з нормальним розподілом. Це свідчить про універсальний 

характер цього розподілу; 

2) інтенсивність відмов DN-розподілу має немонотонний характер, в 

асимптотиці (за t → ) прямує до кінцевої межі (константи), яка дорівнює 

2 1(2 ) ;−   

3) параметри DN-розподілу можуть бути оцінені як на підставі 

статистики відмов, так і на підставі аналізу фізичних процесів деградації, 

які спричиняють відмови, а також на підставі сумісного використання 

статистичної інформації обох згаданих типів; 

4) суму n випадкових величин, які підпорядковуються DN-розподілу 

вигляду ( ,  ,  )DN t    можна описати також DN-розподілом вигляду 

,  ,  ;DN t n
n

 
 

 
 

5) вибіркове середнє 
1

1 n

i
i

S t
n =

=   випадкової величини t  і з  DN-

розподілом вигляду ( ,  ,  )DN t    також можна описати DN-розподілом 

вигляду ,  ,  ;DN t
n

 
 

 
 

6) DN-розподілу притаманна властивість операції згортки розподілів. 

Оцінювання параметрів DN-розподілу. Максимально 

правдоподібні оцінки параметрів у випадку повної вибірки розраховують 

за формулами ;S =  

1

2

.
1

S

G

 
 =  

− 
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Моментні оцінки параметрів розраховують за формулами ;S =  

.
D

S
 =  

Оцінки параметрів на підставі вимірювання характеристик процесу 

деградації (змінювання ВП) аналогічні оцінкам параметрів DM-

розподілу (формули (3.43), (3.44)). 

3.4.5. Порівняльний аналіз імовірнісно-фізичних моделей відмов 

Наробіток до відмови (граничного стану) найрізноманітніших 

об’єктів ЛА (елементів, деталей, апаратури, систем навігації та 

керування тощо) часто має унімодальний розподіл, здебільшого з 

додатною асиметрією. Поява двох і більше мод у розподілі наробітку 

обумовлюється неоднорідністю даних (змішування об’єктів з різною 

технологією виробництва чи з суттєво різними режимами експлуатації) 

й, отже, тих, що не підлягають включенню до однієї вибірки. 

Функції розподілу F(t), які являють собою інтегральні 

характеристики, для будь-яких законів розподілу монотонні, що 

приховує особливості законів розподілу. Більш повно характеризує різні 

властивості розподілу (розміщення області можливих значень на осі 

часу, наявність і розміщення найбільш імовірних значень, ступінь 

розсіювання та симетричності тощо) щільність розподілу ймовірності 

f(t). Саме завдяки цим якостям функцію f(t) найчастіше використовують 

для графічного зображення того чи іншого закону розподілу. 

Функція інтенсивності відмов (t) являє собою узагальнену 

характеристику розподілу, яка має інформацію одразу про дві функції, f(t) 

та F(t), тобто 
( )

( ) .
[1 ( )]

f t
t

F t
 =

−
 Тому (t) ще повніше характеризує закон 

розподілу, ніж f(t). Відомо, що закономірності функції (t) суттєво 

відрізняються у ряді законів, хоча останні мають більш-менш схожі 
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функції f(t) і F(t). Так, для розподілів , DM, DN криві щільності 

розподілів додатно асиметричні, зовні дуже схожі, а поведінка їх 

інтенсивностей на кінцях розподілів (тобто в асимптотиці, коли f → ) 

радикально відрізняється. Інтенсивності нормального розподілу і розподілу 

Вейбулла (для найпоширенішого значення параметра форми 0m  ) 

прямують до нескінченності, інтенсивності відмов логарифмічно 

нормального та -розподілів прямують до нуля, інтенсивності відмов DM- 

i DN-розподілів прямують до деякої константи. У зв’язку з цією 

властивістю інтенсивність відмов є одним із найважливіших критеріїв 

під час вибору теоретичної моделі розподілу відмов. 

Оцінювання фізичної природи деградації. Суто імовірнісні моделі 

(розподіли експоненціальний, логарифмічно нормальний, нормальний, 

Вейбулла) не пов’язані з фізичними явищами, які спричиняють 

формування розподілу відмов, тобто ці моделі не мають фізичного 

обґрунтування. Це витікає також із самої їх назви. 

Імовірнісно-фізичні моделі (DM-, DN-, -розподіли) спеціально 

побудовані для опису відмов об’єктів на підставі аналізу фізичних 

процесів деградації, які спричиняють відмови і, на відміну від 

імовірнісних моделей, є фізично обґрунтованими моделями, які 

враховують фізичну природу відмов та дають можливість 

використовувати характеристики фізичних явищ, які відбуваються в 

об’єкті, для оцінювання надійності. 

Моделі фізичних процесів деградації у вигляді марковських 

процесів, що ґрунтуються на основі дифузійних розподілів, більш 

адекватні порівняно з ідеалізованим віяловим процесом, який 

ґрунтується на підставі -розподілу. Вони відображають не тільки 

початковий стан (якість виготовлення зразків), але й залежать від 

зовнішніх дій, умов навантаження, а також від механо-фізико-хімічних 

процесів, що відбуваються в об’єктах під час наробітку. 
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Оцінювання адекватності. Оцінювання відповідності теоретичного 

розподілу дослідному розподілу проводять з використанням 

статистичних критеріїв згоди. Відомо, що згідно зі статистичними 

критеріями експериментальні розподіли відмов часто вдається досить 

добре апроксимувати багатьма двопараметричними функціями 

розподілу. Але, якщо потрібно оцінити, наприклад, гамма-відсотковий 

ресурс, то розбіжність значень, отриманих за різними законами 

розподілу, може становити декілька порядків. У зв’язку з цим функція 

розподілу, яка задовольняє критеріям згоди і точніше апроксимує лівий 

та правий краї («хвости») розподілів, є більш адекватною моделлю 

відмов. 

Критеріями, які визначають якість апроксимації дослідних даних, 

вважають цілий комплекс характеристик. Зокрема, у параграфі 2.1.3 під 

час вибору закону розподілу зіставляли перші чотири моменти 

конкуруючих теоретичних розподілів, а саме: МС, СКВ (коефіцієнт 

варіації), коефіцієнти асиметрії та ексцесу. Для оцінювання якості 

вирівнювання на лівому (найважливішому) краю розподілу порівнюють 

емпіричні та теоретичні квантилі малого рівня. Використовують також 

статистичні критерії згоди Колмогорова, Пірсона, 2  та ін. 

На підставі аналізу наведених результатів вирівнювання багатьох 

дослідних даних, які суттєво відрізняються, встановлено [21], що за 

сумою прийнятих критеріїв дифузійні розподіли краще описують 

дослідні розподіли порівняно з розподілом Вейбулла, логарифмічно 

нормальним, нормальним, експоненціальним та -розподілами. 
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З аналізу емпіричних інтенсивностей відмов видно, що вони мають 

немонотонний характер з деяким кінцевим значенням у кінці розподілу. 

У цьому випадку з розглянутих моделей дифузійні розподіли краще за 

інші відтворюють немонотонний характер інтенсивності відмов. 

Отже, із конкуруючих моделей дифузійні розподіли мають 

найкращу гнучкість та здатність описувати дослідні розподіли відмов і, у 

результаті, є більш адекватними моделями відмов. 

 

Аналіз можливостей розрахунку надійності. Найпоширенішою 

моделлю відмов, яку використовують під час розрахунку надійності 

систем, є однопараметричний експоненціальний розподіл. На підставі 

експоненціального розподілу розраховують надійності тільки 

ненадлишкових (нерезервованих) структур. Встановлено, що під час 

розрахунків -методом (на підставі експоненціального розподілу) 

суттєво занижуються показники надійності систем, особливо за великої 

кількості складових елементів. 

На підставі розподілу Вейбулла розроблено методи розрахунку 

надійності (безвідмовності) невідновлюваних систем (нерезервованих і 

резервованих), відомих під назвою методів функцій випадкових 

аргументів. 

Методів розрахунку надійності систем на підставі логарифмічно 

нормального та -розподілів немає. 

Найбільші можливості для розрахунку надійності систем мають 

дифузійні розподіли, на підставі яких розроблено методи, які дають 
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можливість розраховувати показники надійності як невідновлюваних 

(нерезервованих і резервованих), так і відновлюваних (нерезервованих і 

резервованих) систем. 

Оцінювання універсальності. Типові завдання надійності, які 

вирішують з використанням моделей відмов, подано у табл. 3.4. 

Серед розглянутих розподілів DN-розподіл – це єдина модель, яка 

дає змогу вирішувати всі названі завдання надійності. Трохи вужчим є 

спектр завдань, вирішуваних на підставі DМ- та експоненціального 

розподілів. Найменша кількість завдань може бути виконана на підставі 

логарифмічно нормального та -розподілів. 

Таблиця 3.4 

Типові завдання надійності різних (електронних, механічних) 

систем літальних апаратів 

 

Завдання надійності 

Моделі відмов* 

DN DM E W LN A 

1 2 3 4 5 6 7 

1. Розрахунок безвідмовності 

невідновлюваних і нерезервованих 

електронних систем 

+ + + + − − 

2. Розрахунок безвідмовності 

невідновлюваних і резервованих 

електронних систем 

+ + − + − − 

3. Розрахунок безвідмовності 

відновлюваних і нерезервованих 

електронних систем 

+ − + − − − 
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Продовження табл. 3.4 

1 2 3 4 5 6 7 

4. Розрахунок безвідмовності 

відновлюваних і резервованих 

електронних систем 

+ − − − − − 

5. Розрахунок норм запасних частин 

електронних систем 
+ + + − − − 

6. Розрахунок показників довговічності 

невідновлюваних електронних систем 
+ + + + − − 

7. Розрахунок показників довговічності 

відновлюваних електронних систем 
+ − + − − − 

8. Розрахунок коефіцієнта готовності + + + − − − 

9. Розрахунок коефіцієнта оперативної 

готовності 
+ − + − − − 

10. Розрахунок показників надійності 

(середнього і гамма-відсоткового ресурсу, 

імовірності безвідмовної роботи) 

механічних елементів на підставі 

характеристик міцності і навантаження 

+ + − − + − 

11. Розрахунок безвідмовності 

невідновлюваних і нерезервованих 

механічних систем 

+ + − + − − 

12. Розрахунок безвідмовності 

невідновлюваних і резервованих 

механічних систем 

+ + − + − − 

13. Розрахунок безвідмовності 

відновлюваних нерезервованих 

механічних систем 

+ − − − − − 

14. Розрахунок безвідмовності 

відновлюваних і резервованих 

механічних систем 

+ − − − − − 
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Закінчення табл. 3.4 

1 2 3 4 5 6 7 

15. Розрахунок довговічності 

механічних систем 
+ + − − − − 

16. Розрахунок норми запасних 

частин механічних систем 
+ + − − − − 

17. Планування визначальних 

випробувань 
+ + + + + + 

18. Оброблення результатів випробувань 

та отримання оцінок показників 

надійності у разі цензурованих 

вибірок 

+ + + + + + 

19. Планування контролю середніх 

показників надійності 
+ + + + + + 

20. Планування контролю гамма-відсот-

кових показників надійності 
+ + + + + − 

21. Планування контролю імовірності 

безвідмовної роботи 
+ + + + + − 

22. Планування контролю коефіцієнта 

готовності 
+ + + − − − 

23. Планування прискорених 

(форсованих) випробувань на 

надійність 

+ + − − − + 

24. Оцінювання показників надійності 

з урахуванням апріорної інформації за 

результатами випробувань одиничних 

зразків 

+ + − − − + 

25. Оцінювання показників надійності 

(параметричної надійності) об’єктів 

в умовах, коли немає відмов 

+ + − − − + 

*Примітка. Знаком «+» відмічено, що розв’язання завдання можливе на підставі 

зазначеної моделі відмов, знаком «−» − розв’язання цього завдання на підставі 

зазначеної моделі неможливе; E, W, LN, А – позначення відповідно експоненціального 

розподілу, розподілу Вейбулла, логонормального та α -розподілу. 
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Оцінювання практичної придатності. Найпростішими є 

експоненціальний та нормальний розподіли, а найскладнішими із 

рекомендованих моделей – -розподіл та розподіл Вейбулла. Функції 

логарифмічно нормального й дифузійних розподілів достатньо прості, 

цілком відповідають вимогам інженерної практики і можуть бути 

виражені (як і нормальний розподіл) через широко табульовану функцію 

Лапласа. 

Порівняльний аналіз моделей відмов показує, що за всіма вимогами 

(фізичністю, адекватністю, можливістю розрахунку надійності, 

універсальністю та практичною придатністю), які висуваються до 

моделей відмов, дифузійні розподіли мають перевагу перед рештою 

моделей (Вейбулла, логарифмічно нормальним, експоненціальним, -

розподілами). 

3.5. Приклади розв’язання задач 

Приклад 3.1. Товщина трубки для підведення повного тиску у 

системі повітряних сигналів (СПС) літака D = 1,6 мм. Швидкість 

змінення ВП – поширення корозії – k = 44 10  год на 1 мм товщини 

трубки. Кількість початкових каверн N = 410 , а середня глибина каверни 

на початку експлуатації трубки СПС d = 0,2 мм. Потрібно визначити, за 

якого наробітку буде забезпечена ймовірність безвідмовної роботи 

P = 0,90. 

Р о з в’ я з а н н я. Агресивні частинки повітря викликають корозію 

трубки, від якої виникають каверни, які можуть утворити отвір на всю 

товщину трубки і викликати її руйнування, тобто відмову. Можна 

припустити, що час утворення отвору пропорційний різниці між 
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товщиною трубки та начальною глибиною каверни, і ці значення мають 

експоненціальний розподіл. А глибина каверни позначає випадкову 

вибірку із сукупності, яка має усічений експоненціальний розподіл з 

розмахом 0 .d D   Тоді ймовірність безвідмовної роботи можна 

визначити як 

1 ( ) ,
1

d D

D

e e
P Q d

e

− −

−

−
= − =

−
 

де ( )Q d  – ймовірність відмови трубки СПС. З урахуванням того, що 

значення De−  являє собою дуже малу величину, можна отримати 

0,2

44 4 10

1,6 0,2

10 1
0,90 exp .

1

t

e

e





 
 

− 
=

−
 

Якщо вирішити це рівняння відносно t , отримаємо 242t =  год. 

Приклад 3.2. Прилад має n блоків, n = 3. Кожний блок має 1 15;n =  

2 20;n =  3 5n =  каскадів. Визначити ймовірність безвідмовної роботи 

кожного блока, якщо задана потрібна (бажана) ймовірність безвідмовної 

роботи приладу 0,96nP =  за тривалості роботи 100t = . Під час розв’язання 

вважатимемо, що: 

– ймовірність безвідмовної роботи кожного блока змінюється за 

експоненціальним законом ;i in t
iP e

−
=  

– усі блоки з’єднані послідовно: 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

( )
;

tn tn tn

nP PP P e
−  + +

= =  

– усі блоки мають однакові інтенсивності відмов: 1 2 3 =  =  =  

Р о з в’ я з а н н я. Для експоненціального розподілу отримаємо 
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40000,96 e− = , 

звідки знайдемо інтенсивність відмов  одного блока: 

ln 0,96 4000= −   0,04 4000− = −    51 10 .− =   

Тоді 

5 3
1 10 15 100 15 10

1 0,9851;
n t

P e e e
− −− −   − = = = =  

5 2
2 10 20 100 2 10

2 0,9802;
n t

P e e e
− −− −   − = = = =  

3
3 5 10

3 0,995.
n t

P e e
−− − = = =  

Приклад 3.3. Ймовірність безвідмовної роботи елемента літака, 

визначена під час дослідження залежності надійності від розподілу 

міцності і напруження, дорівнює 0,99 і постійна за будь-якої кількості 

циклів. Знайти ймовірність безвідмовної роботи елемента у момент часу 

200t =  год, якщо кількість циклів має розподіл Пуассона з математичним 

сподіванням  = 0,5 циклу/год. 

Р о з в’ я з а н н я. У цьому випадку визначальними параметрами є 

міцність і напруження елемента літака, які за умовою задачі – 

стаціонарні випадкові величини з відомим законом розподілу і 

незмінним у часі параметром . У цьому випадку ймовірність 

безвідмовної роботи обчислюють за формулою 

( ) (1 ) .tP t P P e−= + −  

Підставляючи відомі значення, отримуємо 

0,5 200 100(200) 0,99 (1 0,99) 0,99 0,01 0,9900045.P e e−  −= + − = + =  
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3.6. Запитання для самоконтролю 

1. Визначте склад розрахункових показників надійності об’єкта 

для поступових відмов. 

2. Поясніть визначення ймовірності перебування об’єкта у 

працездатному стані. 

3. Як визначають щільність розподілу наробітку до відмови? Що 

являють собою загальні моделі розрахунків щільності розподілу? 

4. Поясніть принцип розрахунку часу збереження 

працездатності об’єкта для віялових моделях зміни ВП. 

5. Поясніть принцип розрахунку часу збереження 

працездатності об’єкта для рівномірної моделі зміни ВП. 

6. У чому полягає оцінювання надійності об’єкта під час 

розрегулювання? Що таке регульований ВП? 

7. Поясніть зміст і природу поступових відмов. 

8. Що називають визначальним параметром, і в чому полягає 

умова працездатності об’єкта? 

9. Що являє собою час збереження працездатності? 

10.  Назвіть складові випадкового процесу зміни ВП. Дайте 

характеристику кожної складової. 

11.  Як змінюється визначальний параметр залежно від наробітку 

об’єкта? 

12.  Назвіть основні класи моделей наближення об’єкта до відмов, 

у чому їх принципова відмінність? 

13.  Назвіть основні типи моделей наближення об’єкта до відмов, 

у чому їх принципова відмінність? 

14.  Які розподіли наробітку до відмови називаються 

дифузійними? Охарактеризуйте дифузійні моделі відмов. 

15.  Чим характерні імовірнісно-фізичні моделі відмов? 

16.  Порівняйте віяловий процес, марковський монотонний і 

немонотонний процеси деградації об’єктів і систем ЛА. 
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Розділ 4. НАДІЙНІСТЬ СКЛАДНИХ ТЕХНІЧНИХ 

СИСТЕМ 

4.1. Основи аналізу надійності систем 

Завдання розрахунку надійності складних систем: знаходження і аналіз 

показників безвідмовності нерезервованої (основної) системи, що складається 

з невідновлюваних елементів, за даними про надійність її складових елементів 

та (з урахуванням зв’язків між ними) визначення шляхів покращення її 

надійності. 

Мета розрахунку надійності складних систем: 

- обґрунтувати вибір того або іншого конструктивного рішення під час 

синтезу високонадійних систем; 

- досягти потрібний рівень надійності за наявної технології проектування 

та виробництва; 

- з'ясувати можливість і доцільність резервування (як з технічного, так і з 

економічного аспекту) для подальшого синтезу резервованої системи. 

Аналіз надійності складної технічної системи складається з наступних 

етапів: 

1. Визначення складу показників надійності, які потрібно розрахувати. 

2. Розробка структурної логічної схеми надійності (структури системи), 

що заснована на аналізі функціонування елементів системи (потрібно 

визначити, які блоки включені, у чому полягає їх функціонування, скласти 

перелік властивостей справної системи тощо) і виборі методу розрахунку 

показників надійності. 

3. Складання математичної моделі, що пов'язує показники надійності 

системи, які розраховуються, з показниками надійності елементів. 

4. Виконання розрахунку, аналіз отриманих результатів, коректування 

розрахункової моделі і структури системи. 

Переліки показників надійності для систем невідновлюваними і 

відновлюваними елементами відрізняються (табл. 4.1). 
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Таблиця 4.1 

Склад показників надійності систем, що розраховуються 

Тип системи Показники надійності 

 

Системи 

з невідновлюваними 

елементами 

Середній наробіток до відмови 0cT  

ІБР до заданого наробітку c ( )P t  

ІнВ до заданого наробітку c ( )t  

ЩРВ до заданого наробітку c ( )f t  

 

Системи 

з відновлюваними 

елементами 

Середній наробіток до відмови 0cT  

ІБР до заданого наробітку c ( )P t  

Коефіцієнт готовності г.cK  

Коефіцієнт оперативної готовності oп.г.cK  

Параметр потоку відмов c ( )t  

 

Структура надійності системи – це логічна схема взаємодії елементів, 

що визначає працездатність системи, або, іншими словами, це графічне 

відображення елементів системи, що дає можливість однозначно визначити 

стан системи (працездатний/непрацездатний) залежно від стану елементів 

(працездатний/непрацездатний). 

За структурою системи підрозділяють на такі: 

- система без резервування (основна система); 

- системи з резервуванням. 

Для тих самих систем можуть бути складені різні структурні схеми 

надійності залежно від типу відмов елементів (табл. 4.2). 

Принципова схема системи може суттєво відрізнятися від її структурної 

схеми надійності. Наприклад, для паралельного з’єднання діодів 1VD  та 2VD  

(див. табл. 4.2) при відмові типу «к.з.» структурна схема надійності – це 

послідовне з’єднання (система вважається непрацездатною при відмові одного 

з діодів). Водночас, для 1VD  та 2VD  у разі відмови типу «обрив» структура 

надійності – це теж паралельне з’єднання елементів (система працездатна, 

доки працездатний хоча б один діод). А для послідовного з’єднання 

конденсаторів 1C  і 2C  при відмові типу «коротке замикання» («к.з.»), тобто 
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якщо відбудеться пробій одного з них, структурна схема надійності – це 

паралельне з’єднання елементів. 

Таблиця 4.2 

Приклади складання структурної схеми надійності 

Електронна принципова 

схема 

Тип відмови Структурна схема надійності 

 

«к.з.» 
 

«обрив» 

 

 

«к.з.» 

 

Математична модель надійності – формальні математичні 

перетворення, що дають можливість отримати розрахункові формули. 

Математичні моделі можуть бути реалізовані за допомогою: 

– методу інтегральних і диференціальних рівнянь; 

– на основі графа можливих станів системи; 

– на основі логіко-ймовірнісних методів; 

– на основі дедуктивного методу (так званого «дерева відмов»). 

Найважливішим етапом розрахунку надійності є розроблення структури 

надійності системи й визначення показників надійності складових її 

елементів. 

По-перше, класифікуються саме ті види відмов, які істотно впливають на 

працездатність системи. 

По-друге, до складу системи у вигляді окремих елементів можуть 

входити електричні з'єднання, наприклад, пайкою, стиском або зварюванням, 

а також штепсельні з'єднання та ін., оскільки на їх частку доводиться від 10 до 

50 % загальної кількості відмов. 

По-третє, немає повної інформації про показники надійності елементів, 

тому доводиться або інтерполювати показники, або використовувати 

показники аналогів. 

На практиці розрахунок надійності проводиться у декілька етапів: 
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1. На стадії складання технічного завдання на проектовану систему, коли 

її структура невизначена, роблять попереднє оцінювання надійності, виходячи 

з апріорної інформації про надійність подібних за характером систем і 

комплектуючих елементів. 

2. Складається структурна схема з показниками надійності елементів, 

заданими за нормальних (номінальних) умов експлуатації. 

3. Остаточний (коефіцієнтний) розрахунок надійності проводиться на 

стадії завершення технічного проекту, коли проведені випробування 

дослідних зразків і відомі всі можливі умови експлуатації. При цьому 

коректують показники надійності елементів (часто убік їх зменшення) та 

обирають спосіб резервування – вносять зміни у структуру системи. 
 

Системи з резервуванням. Загальні поняття 

Працездатність систем без резервування вимагає працездатності всіх 

елементів системи. У складних технічних пристроях без резервування ніколи 

не вдається досягти високої надійності, навіть якщо використовувати 

елементи з високими показниками безвідмовності. 

Система з резервуванням – це система з надмірністю елементів, тобто з 

резервними складовими, які є надлишковими стосовно мінімально потрібної 

кількості елементів в основній структурі, але виконують ті самі функції, що й 

основні елементи. 

У системах з резервуванням працездатність забезпечується доти, поки 

для заміни основних елементів, що відмовили, є в наявності резервні. 

Структурне резервування (рис. 4.1) може бути загальним (система 

резервується вцілому) та поелементним (резервуються окремі елементи чи 

групи елементів). 

 
  а          б 

Рис. 4.1. Структурне резервування системи: а) – загальне, б) – поелементне 

(роздільне) 
 

За видом резервування буває: 

пасивним (навантаженим) – резервні елементи функціонують нарівні з 

основними (постійно включені в роботу); навантажений резерв на практиці 

часто називають «гарячим»; 
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активним (ненавантаженим) – резервні елементи вводять у роботу 

тільки після відмови основних елементів (резервування заміщенням); 

ненавантажений резерв на практиці часто називають «холодним».У разі 

навантаженого резервування резервні елементи витрачають свій ресурс, 

мають однаковий розподіл наробітків до відмови, а інтенсивність відмов 

основних o  і резервних p  елементів однакова o p( ). =   

За навантаженого резервування розходження між основними і 

резервними елементами часто умовне. Для забезпечення нормальної роботи 

(збереження працездатності) системи потрібно, щоб кількість працездатних 

елементів не ставала меншою від мінімально потрібної. 

Різновидом навантаженого резервування є резервування з полегшеним 

резервом, коли резервні елементи також перебувають під навантаженням, але 

меншим, ніж основні. Інтенсивність відмов резервних елементів p  нижча, 

ніж в основних o ,  тобто o p.    

За ненавантаженого резервування резервні елементи не піддаються 

навантаженню, тому їх показники надійності не змінюються, й вони не 

можуть відмовити за час перебування в резерві, тобто до моменту їх 

використання інтенсивність відмов резервних елементів p 0. =  

Приклади ненавантаженого резервування показані на рис. 4.2. 

 
       а           б 

 

Рис. 4.2. Структурні схеми ненавантаженого резерву: а) – ручного (неавтоматичного) 

перемикання; б) – автоматичного керування перемиканням 
 

Резервні елементи включаються в роботу тільки після відмови основних 

елементів. Перемикання проводять вручну (наприклад, заміна інструмента або 

оснащення під час виробництва) або автоматично (наприклад, автоматичне 

включення резервних машин та елементів у бортових мережах літаків і 

вертольотів). 



   175 

 

Різновидом ненавантаженого резервування є ковзне резервування, коли 

той самий резервний елемент може бути використаний для заміни кожного 

(будь-якого) з елементів основної системи. 

Якщо розглянути два характерних види резервування (рис. 4.3), то 

очевидно, що за однакової кількості основних і резервних елементів 

ненавантажений резерв забезпечує більшу надійність. Але це справедливо 

тільки тоді, коли введення резервного елемента в роботу буде відбуватися 

абсолютно надійно, тобто ІБР пристрою введення резерву має дорівнювати 

1,0. Виконання цієї умови часто пов'язане зі значними технічними або 

економічними труднощами. 

 
  
          а         б 

Рис. 4.3. Приклади навантаженого (а) і ненавантаженого (б) резерву 

 

Позначимо: n – загальна кількість однотипних елементів у системі; m – 

кількість елементів, потрібних для функціонування системи (основних); r  – 

кількість резервних елементів. 

Кратність резервування – це відношення кількості однотипних 

резервних елементів r n m= −  до кількості основних елементів, потрібних для 

роботи системи: .
n m r

k
m m

−
= =  

Приклад системи за умов 1,m =  2,r =  п = 3, коли 
3 1

2,
1

k
−

= =  показано 

на рис. 4.4. 

 
Рис. 4.4. Приклад системи з кратністю резервування k = 2 

Кратність резервування може бути цілим числом, якщо 1,m =  або 

дробовим, якщо ,m n m −  тобто .m r  
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4.2. Надійність основної системи 

Основні системи (ОС) – це найпростіші технічні системи, в яких відмова 

одного елемента спричиняє відмову всієї системи. Фактично основна система 

це система без резервних елементів. 

4.2.1. Моделі надійності послідовних систем 

Систему називають послідовною, якщо відмова будь-якого її елемента 

спричиняє відмову системи, а для працездатності системи мають бути 

працездатними всі її елементи. Модель надійності такої системи складається з 

моделей надійності її елементів і деяких додаткових припущень про їх 

взаємозв’язки. Основна система завжди послідовна. 

Працездатність послідовної (основної) системи забезпечується за 

умови, коли всі n елементів системи перебувають у працездатному стані 

(рис. 4.5). 

 
Рис. 4.5. Структура послідовної системи 

Випадковий наробіток до відмови послідовної системи 

   c 1
1,

min ,  ...,  min .n i
i n

T T T T
=

= =  

Одним із центральних під час побудови моделі надійності системи є 

питання про залежність або незалежність відмов елементів однієї від іншої як 

випадкових подій (зазвичай припускають, що вони незалежні). Незалежність 

забезпечується під час проектування виконанням відповідного комплексу 

правил та прийомів розробки електричних, гідравлічних, функціональних та 

інших схем. До них можна віднести використання гальванічних розв’язок, 

незалежних джерел живлення, блокувань, запобіжних клапанів та інших. 

Вимога незалежності відмов – одна з основних в технічному завданні на 

розробку систем. 

З різних причин забезпечити незалежність відмов повною мірою вдається 

не завжди, і тоді можуть виникнути залежності двох типів: стохастична і 

функціональна. У першому випадку на показники надійності певного 

елемента системи вливає кількість інших елементів і їх стан. Така залежність 

виникає внаслідок перерозподілу навантаження і зміни умов експлуатації. В 

другому випадку відмова одного із елементів системи неминуче спричиняє 

відмову іншого елемента або інших елементів (негайно чи с деякою 

затримкою). Тоді можуть виникнути так звані каскадні відмови (аварії), що 

розвиваються відповідно до «ефекту доміно». 
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В моделі надійності відновлюваної системи повинно бути вказано також 

стан усіх її елементів після відмови одного з них. Крайніми випадками є такі: 

після відмови елемента інші елементи вимикаються і переходять у стан 

збереження; після відмови елемента інші не вимикаються і зберігають ті ж 

показники надійності, що й при працездатній системі. Проміжними є випадки, 

коли деякі або всі працездатні елементи переводять у полегшений режим 

роботи. Тоді інтенсивність відмов елемента в полегшеному режимі пoл.peж  

зменшиться до величини ï oë.peæ ,K =   де K  – коефіцієнт полегшення 

режиму;   – ІнВ елемента в повністю навантаженому стані. У загальному 

випадку стан кожного елемента встановлюється окремо, але на практиці 

зазвичай режими елементів після відмови системи роблять однаковими. Це 

відбувається або автоматично, відповідно до електричної схеми і правил 

роботи засобів захисту системи, або з участю оперативного персоналу. 

У теорії надійності послідовну систему називають також системою з 

послідовно з’єднаними елементами, а з’єднання елементів вважають 

поданням логічної залежності складної випадкової події А (відмова системи) 

від складових подій iA  (відмов елементів) або додаткової події A  

(безвідмовна робота системи) від складових подій iA  (безвідмовна робота 

елементів). 

Зв’язок між вказаними подіями можна виразити засобами алгебри логіки 

за допомогою операцій об’єднання (логічна сума) і перетину подій (логічний 

добуток). У відповідності з визначенням послідовної системи логічний зв’язок 

має вигляд 

1 2 ... ;nA A A A=     1 2 ... .nA A A A=     (4.1) 

Замість подій можна використати індикатори подій – бульові змінні ix , 

які приймають значення «1», якщо подія відбулася, та «0», якщо не відбулася. 

Для опису логіки відмов можна використати індикатори безвідмовної роботи 

(працездатного стану) або індикатори відмов (непрацездатного стану). В 

першому випадку індикатор 1,ix =  якщо i-й елемент працездатний, та 0,ix =  

якщо непрацездатний. В другому випадку індикатор 1,iy =  якщо елемент 

непрацездатний, і 0,iy =  якщо працездатний. Очевидно, що індикатори 

зв’язані відношенням .i ix y=  Використовуючи індикатори, за допомогою 

операцій кон'юнкції та диз'юнкції можна скласти логічні функції, еквівалентні 

залежностям (4.1) 

1 2 1 2( ,  ,  ...,  ) ... ;n nF x x x x x x=     1 2 1 2( ,  ,  ...,  ) ... .n nG y y y y y y=     (4.2) 

Функцію F у виразі (4.2) називають логічною функцією працездатності 

системи, а функцію G – логічною функцією непрацездатності системи. 

Функції пов’язані між собою операцією логічного заперечення, тому 
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1 2 ... ;nF y y y=     1 2 ... .nG x x x=     (4.3) 

Метод опису логічних зв’язків за допомогою алгебри подій (або алгебри 

логіки), аналогічно виразу (4.3), універсальний, оскільки дає можливість 

виразити будь-які складні логічні залежності відмов системи від відмов 

елементів. Але він не завжди наочний. Тому використовують й інші методи. 

Графічний метод опису логічних зв’язків ґрунтується на використанні 

еквівалентної схеми провідності, або структурної схеми надійності, коли з 

кожним працездатним елементом зіставляють один еквівалентний елемент 

ланцюга з нескінченною провідністю (з нульовим опором, тобто відмова типу 

«к.з.»), а непрацездатному елементу – один елемент ланцюга з нульовою 

провідністю (з нескінченним опором, тобто відмова типу «обрив»). З 

працездатним станом системи зіставляють провідний стан еквівалентного 

ланцюга. Обрив еквівалентного ланцюга вважають відмовою системи. 

Перетин подій у залежності (4.1) відповідає еквівалентній системі з 

послідовним з’єднанням елементів, що пояснює назву з’єднання. Як видно з 

табл. 4.2, послідовне з’єднання у структурній схемі надійності зовсім не 

означає обов’язкового послідовного електричного з’єднання. 

Може бути так, що елементи, які стоять поряд в еквівалентній 

структурній схемі надійності, взагалі не мають безпосереднього електричного 

з’єднання, наприклад, як у контурі, який містить резистори ( 1 2,  R R ), 

конденсатори ( 1 2,  C C ) і трансформатор 1Tp  (рис. 4.6). Крім того, в 

еквівалентній схемі допускаються будь-які перестановки елементів у межах 

послідовного ланцюга (внаслідок комутативності операції множення), чого не 

можна робити в електричній схемі. 

 
Рис. 4.6. Приклад складання послідовної схеми надійності основної системи 

Графічний спосіб за всієї своєї наочності все ж не універсальний. У 

деяких випадках не вдається зіставити з системою ніякої еквівалентної схеми 

надійності, не використовуючи фіктивних елементів. Під час розробки моделі 

й аналізу надійності зазвичай використовують структурну схему, якщо з її 

допомогою вдається правильно відобразити логіку відмов системи. Якщо ж не 

вдається, то переходять до запису логічної функції F або G. 
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4.2.2. Розрахункові формули для показників безвідмовності 

послідовної системи 

Нехай для кожного з елементів послідовної системи відома функція 

розподілу наробітку до першої відмови ( ),iF t  i = 1, 2, …, n, а відмови 

елементів – незалежні події. Тоді ймовірність безвідмовної роботи такої 

системи можна знайти як імовірність множення незалежних подій 

c 1 2
1 1

( ) ( ) ( ... ) ( ) (1 ( )).
n n

n i i
i i

P t P A P A A A P A F t
= =

= =    = = −   
(4.4) 

Виразимо імовірність безвідмовної роботи кожного елементу через 

інтенсивність відмов за допомогою формули (1.14). Тоді 

c c
11 0 0 0

( ) exp ( ) exp ( ) exp ( ) ,

t t tn n

i i
ii

P t x dx x dx x dx
==

     
= −  = −  = −      

     
     

     (4.5) 

де c
1

( ) ( )
n

i
i

x x
=

 =   – інтенсивність відмов системи. Формула (4.5) справедлива 

для будь-якого розподілу наробітку до відмови. 

Якщо у елементів системи експоненціальний розподіл, тобто 

( ) 1 exp( ),i iF t t= − −  то система зберігає закон розподілу своїх елементів. 

Імовірність відмови та ІнВ системи знаходять за формулами 

c
c c( ) 1 ( ) 1 ;

t
Q t P t e

−
= − = −  c

1

.
n

i
i=

 =   (4.6) 

Із формул (4.6) випливає, що середній наробіток до відмови основної 

системи o.cT  знаходиться за формулою: 

1

o.c
c 01 02 0

1 1 1 1
... ,

n

T
T T T

−
 

= = + + + 
  

 (4.7) 

де 0 1i iT =   – середній наробіток до відмови i-го елемента. Якщо всі елементи 

рівнонадійні, то 0
o.c .

T
T

n
=  

З цієї формули видно, що рівнонадійність елементів системи не 

гарантує високих показників її безвідмовності. Велике значення має й 

складність системи, оскільки середній наробіток до її відмови зменшується 

обернено пропорційно кількості її складових елементів. 
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Система зберігає вид розподілу наробітку до відмови елементів і для 

деяких неекспоненціальних розподілів. Так, для розподілу Вейбулла 

c
11

( ) exp( ( ) ) exp ( ) exp[ ( ) ],
n n

m m m
i i

ii

P t t t t
==

 
= −  = −  = −  

 
   

де   – параметр розподілу наробітку системи до відмови, 

1

1

.
n m

m
i

i=

 
 =  

 
  

Звідси середній наробіток до відмови основної системи 

o.c. 1 1

1 1 0

1
1

1 1 1
1 .

1n nm m
m
i m

i i i

m
T

m

T= =

 
 + 

   =  + = = 
  

   
   

   
 

 
(4.8) 

Якщо всі елементи однакові, то 0 0 ,iT T=  і тоді 0
o.c. 1

.

m

T
T

n

=  

Для розподілу Релея (при 2m = ) середній наробіток до відмови системи 

спадає обернено пропорційно кореню квадратному з кількості її елементів. 

За рівномірного розподілу наробітку до відмови в інтервалі [a, b] ІБР 

основної системи і середній наробіток до її відмови знаходять за формулами 

c

0,  ;

( ) ,  ;

1,  .

t a

t a
P t a t b

b a

t b


 −

=  
−


 o.c .
1

b na
T

n

+
=

+
 (4.9) 

Для випадку, коли не вдається отримати компактної розрахункової 

формули типу (4.8) або (4.9), розрахунок середнього наробітку до відмови 

проводять за допомогою числової процедури за формулою (1.18). Якщо всі 

елементи мають розподіл наробітку зі зростаючою функцією інтенсивності 

відмов, то замість числової процедури можна використати приблизне 

значення, яке дає верхню B

o.c
T  і нижню H

o.c
T  оцінки точного значення 

середнього наробітку: 
B

o.c

1

01

1
,

n

ii

T
T

−

=

 
=  
 
  H

o.c 0
( )

min .i
i

T T=  В отриманих формулах 

припускається, що експлуатаційні значення показників надійності елементів 

(експлуатаційні значення ІнВ і середній наробіток до відмови) відомі. 
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Якщо достовірних даних про надійність елементів (наприклад, на ранніх 

стадіях проектування) немає, то для розрахунків використовують 

середньогрупові характеристики та ІБР системи розраховують за формулою 

c
1

( ) exp ,
r

i i
i

P t t n
=

 
= −  

 
  (4.10) 

де i  – середньогрупове значення інтенсивності відмов елементів i-ї групи; in  

– кількість елементів i-ї групи; r – кількість груп. При цьому групи можуть 

належати до різних класів. На завершальних стадіях проектування проводять 

уточнений розрахунок за формулами (4.6) і (4.7). 

Досі у розрахункових формулах для ІБР допускалося, що всі елементи 

працюють неперервно від початку роботи системи до її закінчення. Насправді 

часто буває так, що в інтервалі (0, t) елементи мають різну тривалість 

функціонування (різний наробіток). Тоді замість виразу (4.4) треба 

використовувати формулу 

H Hc
11

( ) ( ( )) exp ( ) ,
n r

i i i i
ii

P t P t t t t
==

 
= = −  

 
  (4.11) 

де 
H

( )it t  – сумарний наробіток i-го елемента в інтервалі (0, t). Якщо елемент не 

включався в роботу до моменту t, то 
H

( )it t  = 0. У разі включення елемента 

його наробіток зростає пропорційно часу роботи. Якщо після цього елемент на 

деякий час вимикається, то наробіток знову не збільшується (не змінюється). 

Таким чином, функція 
H

( )it t  складається з відрізків, які чергуються з 

постійними і лінійно зростаючими значеннями наробітку. Це спричиняє появу 

у функції ІБР системи (4.11) точок зламу в моменти вимкнення і вмикання 

елементів. 

Оскільки події, що полягають у працездатності елементів системи, є 

незалежними, то 

а) ІБР ОС 

c 1
1

( ) ( ) ... ( ) ( );
n

n i
i

P t P t P t P t
=

=   =  

б) ІВ ОС 

c c
1

( ) 1 ( ) 1 ( ).
n

i
i

Q t P t P t
=

= − = −  

Для ідентичних елементів ОС, коли 1( ) ( ) ( ),nP t P t P t= =  маємо 

- ІБР: c( ) ( );nP t P t=  

- ІВ: c( ) 1 ( ).nQ t P t= −  
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Оскільки на ділянці нормальної експлуатації наробіток до відмови 

кожного елемента часто можна описати експоненціальним розподілом 

( ) exp( ),i iP t t= −  де const,i =  то ІБР основної системи 

c
11

( ) exp( ) exp .
n n

i i
ii

P t t t
==

 
= − = −  

 
  

Якщо використати рівняння зв'язку показників безвідмовності основної 

системи аналогічно рівнянню (1.17), тобто 

(c c

0

( ) exp ) ,

t

P t t dt
  

= −  
  
  

і вважати, що c c
1

( ) exp( ) exp ,
n

i
i

P t t t
=

 
= − = −  

 
  отримаємо, що в загальному 

випадку, для будь-якого розподілу наробітку, ІнВ основної системи дорівнює 

сумі ІнВ складових елементів 

c 1
1

( ) ( ) ... ( ) ( ).
n

n i
i

t t t t
=

 =  + +  =   

Для n ідентичних елементів 1( ) ( ) ( ) ( ),i nt t t t =  =  =   тоді 

c
1

( ) ( ).( )
n

i
i

t n tt
=

 = =   

Показники безвідмовності ОС за експоненціального розподілу наробітку 

до відмови кожного з n елементів, для яких ( ) exp( ),i iP t t= −  де const,i =  

визначають: 

1) для неідентичних елементів, коли 1 2( ) ( ) ... ( ) :nt t t       

–  ІБР системи c c
11

( ) ( ) exp exp( );
n n

i i
ii

P t P t t t
==

 
= = −  = −  

 
  

–  ІВ системи c c c( ) 1 ( ) 1 ;exp( )Q t P t t= − = − −   

–  ІнВ системи c
1

;
n

i
i=

 =   

–  ЩРВ системи c
c c c

( )
( ) exp( );

dP t
f t

dt
t= − =  −   

–  МС наробітку системи до відмови 0c
c

1 01

1 1 1
.

1n n

i
i ii

T

T= =

= = =
  

  
 

 
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2) для ідентичних елементів, коли 1 2
0

1
( ) ( ) ... ( ) :nt t t

T
 =  = =  =  =  

–  ІБР системи 
0

c( ) exp( ) exp ;
nt

T
P t nt

 
 
 

= −  =  

–  ІВ системи 
0

c ;( ) 1 exp( ) 1 exp
nt

T
Q t nt

 
 
 

= − −  = −  

–  ІнВ системи 
0

c ;
n

T
n =  =  

–  ЩРВ системи c
c cc

( )
exp( )( ) exp( );

dP t
t

dt
f t n n t=  − == −  −   

–  МС наробітку системи до відмови 

0c c c c
c0 0 0

1
( ) exp( ) exp( )T P t dt t dt t

 

= = −  = − −  =
   

 
c c c

01 1 1
exp( ) exp(0) (0 1) .

1 T

n n
= −  − = − − = =

  
=


 

Отже, для експоненціального наробітку до відмови кожного з n 

елементів розподіл наробітку до відмови ОС також підкоряється 

експоненціальному закону. Крім того, можна зробити важливі висновки: 

надійність ОС менша від надійності кожного з елементів; зі збільшенням 

кількості елементів надійність ОС зменшується. 

Наприклад, для п рівнонадійних елементів за 1000,   ( ) 0,99i in P t P= = =  

отримаємо для системи в цілому 3
c( ) 10 ,iP

P t
n

−=   тобто середній наробіток до 

відмови системи у 1000 разів менший від середнього наробітку кожного з 

елементів. 

 

4.3. Нормування надійності складних систем 

У технічному завданні (ТЗ) на розробку складної технічної системи 

(наприклад, ЛА) зазвичай вказують узагальнені показники надійності. Процес 
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формування вимог називають нормуванням надійності, а отриманий результат 

– нормами надійності. 

На початковій стадії проектування в ТЗ вказують лише ІБР всієї 

проектованої системи Pс3. Під час проектування використовують як елементи 

з відомою надійністю, так і елементи, про надійність яких можна судити лише 

за їх аналогами (прототипами). При цьому потрібно наперед оцінити 

надійність елементів, яку надалі уточнюють у процесі випробування 

дослідних зразків системи та елементів. 

Нормування надійності – процес багатоетапний, він ґрунтується на 

ієрархії «система–елемент», згідно з якою деякий комплекс технічних засобів 

ЛА може входити складовою частиною (елементом) у систему наступного 

рівня і водночас сам складається з деякої сукупності складових частин, яка є 

по відношенню до них системою. 

Вимоги до надійності можна задавати у вигляді нижньої межі ІБР 

системи протягом заданого наробітку, середнього наробітку до першої 

відмови чи у вигляді верхньої межі ІВ або ІнВ. На початкових етапах 

проектування, щоб переконатися в тому, що висунуті вимоги до надійності 

системи можна виконати, а також для порівняння різних варіантів 

компонування системи, роблять приблизний розрахунок надійності, в якому 

нормують показники надійності елементів і окремих складових частин 

складної системи. Вимоги до надійності елементів формують з такими 

припущеннями: усі елементи однаково надійні, інтенсивності відмов постійні, 

з’єднання елементів послідовне. Надійність усіх елементів реальної системи 

різна, тому припущення роблять з метою встановити рівень надійності 

деякого середнього елемента .  Розрахунок ІнВ проводять за формулою 

c
c3

0c

1
ln ,P

n nT


 = =  −  де c3P  – потрібне (задане) значення ймовірності 

безвідмовної роботи; п – кількість елементів у системі. 

Під час проектування апаратури не завжди слід вибирати найбільш 

надійні елементи, оскільки вони, зазвичай, більш дорогі і можуть мати більші 

вагу і габарити, ніж менш надійні елементи. Розрахунок середньої 

інтенсивності відмов дає можливість зорієнтуватися під час вибору елементів. 

Щоб полегшити вибір, у деяких країнах і на фірмах-виробниках роблять 

спроби класифікувати елементи за значеннями інтенсивностей відмов. Так, у 

США введено чотири класи елементів, від першого (вищого) до четвертого 

(нижчого), а на фірмі RCA (також США) – сім класів, від першого (вищого) до 

сьомого (ринкового, або нижчого). У зв’язку з великою важливістю функцій, 

які виконують як ЛА в цілому, так і його складові системи окремо, для їх 

розробки вибирають елементи, які належать до вищого класу. 
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Якщо проектована система ЛА складається з k пристроїв з орієнтовною 

кількістю елементів in  в i-му пристрої (i = 1, 2, …, k), то нормування 

надійності можна проводити на основі формули (4.4) за ,n k=  тобто 

c
1 1 1

( ) ( ) exp( ) exp( ),
k k k

i i i
i i i

P t P t n t t
= = =

= = −  = −    

де i  – інтенсивність відмов i-гo пристрою, розрахована за середньою 

інтенсивністю елементів незалежно від їх класу і групи, .i in =   Під час 

деталізації складу і розбиття елементів на класи і групи розрахунок ( )iP t  

проводять за допомогою формули (4.10): 
1

( ) exp exp( ),
r

i ij j i
j

P t n t t
=

 
= −  = − 

 
 
  де 

j  – середньогрупове значення інтенсивності відмов, 1,j r=  – кількість груп 

або класів розбиття елементів. Важливість виконуваних пристроєм функцій 

можна обчислити за допомогою вагових коефіцієнтів ,ia  що відображають 

ступінь тяжкості наслідків його відмови. Тоді у формулі (4.4) ( )iP t  замінюють 

на 
Bж ( ) ( ),i i iP t a P t=  де 

Bж ( )iP t  – це ВБР важливості і-го пристрою, і норми 

надійності встановлюють для 
Bж ( ).iP t  Коефіцієнт 1ia   застосовують для 

пристроїв, які мають функції підвищеної важливості, і 1ia   – у 

протилежному випадку. Коефіцієнти ia  повинні задовольняти умову 

1 2 1.ka a a   =  

Норми надійності основної системи за елементами можна розподілити: 

– за принципом рівнонадійності елементів; 

– з урахуванням даних про аналоги елементів; 

– з урахуванням перспектив удосконалювання елементів. 

Вибір того або іншого способу залежить від наявної інформації про 

проектовану систему. Розглянемо кожний із них окремо. 

Нехай за технічним завданням задана ІБР проектованої ОС c3,P  розподіл 

наробітку до відмови елементів – експоненціальний. Відома кількість 

елементів системи п. 

1. Розподіл надійності за принципом рівнонадійності елементів. 

Припустимо, що всі елементи системи рівнонадійні 

1( ... ... ).i n = =  = =  =   Тоді ІнВ системи c ;n =   середній наробіток до 

відмови системи 0c .0

1
T T

n
=  Інтенсивність відмов одного елемента знаходять з 

виразу c3ln ,P n t= −   тобто c3ln1
.

P

n t

 
 = − 

 
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2. Розподіл надійності з урахуванням даних про надійність аналогів. 

Нехай елементи проектованої системи мають аналоги, ІнВ яких відомі 

ai , 1, .i n=  

Визначають частку відмов системи через відмови i-го елемента: a

ac

,i
ik


=


 

де ac  – ІнВ системи за даними про аналоги, ac a
1

.
n

i
i=

 =   Визначають ІнВ 

проектованої системи. Оскільки c c( ) exp( ),P t t= −  то c3
c

ln
,

P

t
 = −  де 

 c c30; ln 0;P    тоді ІнВ складових елементів c.i ik =   

3. Розподіл надійності з урахуванням перспектив удосконалювання 

елементів. 

Відома зміна ІнВ аналогів за деякий часовий період (наприклад, з 19XY 

по 20GZ роки), яка може бути апроксимована виразом a a (20 )( ),i i GZ =    де 

a (20 )i GZ  – статистична оцінка ІнВ i-го аналога в 20GZ році. За цим виразом 

екстраполюють ІнВ елементів-аналогів до нинішнього року (2009 або року 

проектування системи) і визначають a1(2009) a (2009),  ...,  .i   Визначають частку 

відмов системи через відмови i-го елемента, 
a (2009)

ac(2009)

,
i

ik


=


 та ІнВ кожного 

елемента системи c3ln
.i i

P
k

t

 
 = − 

 
 

Принципи розподілу показників надійності за другим та третім 

способами відрізняються лише екстраполяцією значень на рік проектування. 

Є також інші підходи до нормування надійності складних систем на 

початку проектування, зокрема, підхід, що передбачає оптимізацію норм 

надійності за економічними критеріями [8; 38]. 

Розглянуті моделі дають можливість визначити показники безвідмовності 

ОС за відомими показниками надійності елементів у разі завершення 

технічного проекту, після випробувань дослідних зразків системи й 

складових елементів. Іншими словами, значення ( )iP t  i-х елементів добре 

відомі й лише уточнюють значення c ( ),P t  яке потім порівнюють із заданим 

значенням c3P  у ТЗ на проект. До того ж, якщо c ( )P t  виходить меншою, ніж у 

ТЗ, то вживають заходів для її підвищення (резервування, використання більш 

надійних елементів тощо). 
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4.4. Надійність систем з навантаженим резервуванням 

Розглянемо систему, що складається з одного основного та ( 1)n −  

резервних елементів, що включені за допомогою пасивного резервування. 

Структуру системи зображено на рис. 4.7. За умови, що відмови елементів 

незалежні, відмова системи відбувається тільки у разі відмови всіх n 

елементів. 

 

Рис. 4.7. Структура системи з навантаженим резервуванням 

 

Випадковий наробіток до відмови системи 

c 1max{ ,  ...,  } max{ }.n i
i

T T T T= =  

Система працездатна доти, поки працездатний хоча б один елемент. 

Фактично такі системи можна розглядати як системи з паралельним 

підключенням елементів. 

Оскільки відмова такої системи – це подія, що полягає в одночасній появі 

подій – відмовах всіх елементів, то: 

– ІВ системи: 

c c 1 2
1 1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) [1 ( )];
n n

n i i
i i

Q Q t Q t Q t Q t Q t P t
= =

= =   = = −   

– ІБР системи: 

c c c

1 1

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 [1 ( )];
n n

i i

i i

P P t Q t Q t P t
= =

= = − = − = − −   

– МС наробітку до відмови: 

0c 0 c
10 0

{ } ( ) 1 [1 ( )] .
n

i
i

T M T P t dt P t dt

 

=

 
= = = − − 

 
   

За ідентичних елементів системи, тобто якщо 

1( ) ... ( ) ... ( ) ( ) :i nP t P t P t P t= = = = =  

– ІБР системи: 
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c

1

( ) 1 [1 ( )] 1 [1 ( )] ;
n

n
i

i

P t P t P t
=

= − − = − −  

– ІВ системи за умови, що 1( ) ( ) ( ) ( ) :i nQ t Q t Q t Q t= = =  

c
1

( ) ( ) ( );
n

n
i

i

Q t Q t Q t
=

= =  

– МС наробітку системи до відмови: 

0c 0

0

{ } 1 [1 ( )] .{ }nT M T P t dt



= = − −  

Для системи з експоненціальним наробітком до відмови кожного з n 

елементів ( ) exp( ),iP t t= −  де const, =  показники безвідмовності зведені у 

табл. 4.3. 
Таблиця 4.3 

Порівняння показників безвідмовності системи з неідентичними та ідентичними 

(рівнонадійними) елементами відповідно 

Показники 

надійності 

системи 

Неідентичні елементи 

1 2( ... )n       

Ідентичні елементи 

1 2( ... )n =  = =  =   

ІБР c
1

( ) 1 [1 exp( )]
n

i
i

P t t
=

= − − −  
c( ) 1 [1 exp( )]nP t t= − − −  

ІВ c
1

( ) [1 exp( )]
n

i
i

Q t t
=

= − −  
c( ) [1 exp( )]nQ t t= − −  

Отже, у разі навантаженого резервування експоненціальний розподіл 

наробітку до відмови не зберігається. 

Для неідентичних елементів 

0c
1 2 1 2 1

1 1 1 1 1
... ...

n n n

T
−

   
= + + + − + + +   

    +   +    
 

1

1 2 3 2 1

1

1 1 1
... ( 1) .n

n
n n n

i
i

+

− −

=

 
+ + + + − 

 +  +   +  +   

 

З ідентичними n елементами МО наробітку системи до відмови 

0c 0 c

0 0

{ } ( ) [1 exp( )] .{ }nT M T P t dt t dt

 

= = = − −   

Якщо ввести нові змінні 1 exp( ),x t= − −  
1

 ,
1

ln
1

t

x

=
 

  
− 

  ,
(1 )

dx
dt

x
=
 −

 

можна отримати 
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1
1

0c
10

1 1 1 1 1 1
(1 ... ) 1 ... .

2

n
n

i

T x x dx
i n

−

=

 
= + + + = = + + + 
    

  

За великого n→  можна використати таку приблизну формулу: 

0c ,
1

ln( )[ ]T n k +


 де коефіцієнт 0,577...k = . 

У загальному випадку для системи (рис.  4.7) з n ідентичними елементами 

1( ) ... ( ) ... ( )nP t P t P t= = = =  у різних постановках вирішують завдання 

оптимізації за умови, що ймовірність відмови системи c ( )Q t  не буде 

перевершувати заданого значення 3cQ  згідно з ТЗ на проектування, тобто 

c c3( ) .Q t Q  

Завдання 1. Слід визначити кількість резервних елементів r, за якої ІВ 

системи не буде перевищувати заданої. Для ідентичних елементів r = n – 1; 

c( ) ( ) ( ),n n
iQ t Q t Q t= =  тому умова завдання набуває вигляду 3c ( ).nQ Q t  Із цієї 

нерівності можна визначити мінімально необхідну кількість резервних 

елементів: 

3
)cln(

1 1.
ln[ ( )]

Q
r n

Q t
= −  −  

Завдання 2. Визначити показники надійності кожного і-го елемента. За 

умови, що ІВ системи не повинна перевищувати задану 3c( ) ,nQ t Q  

знаходимо ІВ та ІБР для ідентичних елементів: 

3 3

1

c c( ) ( ) ;nn
iQ t Q t Q Q=  =  

1

c3 c3( ) 1 ( ) 1 1 .nn
iP t Q t Q Q= −  − = −  

 

4.4.1. Надійність систем з обмеженням 

за кількістю елементів 

Для працездатності систем, структура яких є паралельним з’єднанням 

елементів (аналогічно зі схемою на рис. 4.7), іноді потрібно, щоб щонайменше 
m  елементів з n були працездатними. 

Позначимо кількість потрібних робочих елементів – ,m  резервних – 

( ) .n m r− =  Відмова такої системи наступає за умови відмови 1 1r n m+ = − +  

елементів. Відмови елементів можна вважати незалежними, якщо зі зміною 

кількості елементів, що функціонують і перебувають під навантаженням, не 

спостерігається перевантаження, що впливає на можливість виникнення 

відмови. 
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Ймовірність безвідмовної роботи визначають за допомогою 

біноміального розподілу. 

Для системи, що зберігає працездатність у разі функціонування m з n 

елементів, ІБР системи знаходять як суму ІБР ,  ( 1),  ...,  ( )m m n m+ −  елементів: 

-( ) ( ) ( ) ( )[1 ( )] ,
n n

m m n m m m n m
n i i n i im n

i m i m

P t C P t Q t C P t P t −

= =

= = −   

де 

!
.

!( )!

m
n

n
C

m n m
=

−
 

Для елементів з експоненціальним наробітком ( ) exp( ),i iP t t= −  у випадку 

ідентичних елементів ( const;  ( ) exp( )),i iP t t =  = = −  ІБР системи має вигляд 

[1 exp( )]
( ) exp( ) .

[1 exp( )]

nn
m
nm n m

i m

t
P t C m t

t=

− −
= − 

− −
  

 

4.4.2. Залежність надійності системи 

від кратності резервування 

У разі цілої кратності k ( 1,  1)m n k m k= = + = +  для системи з 

ідентичними елементами та експоненціальним наробітком до відмови 

отримаємо: 

– ІБР: 1
c 1 1( ) 1 [1 exp( )] ;k

kP t P t +
+= = − − −  

– ЩРВ: c
c

( )
( ) ( 1) [1 exp( )] exp( );kdP t

f t k t t
dt

= − = +  − − −  

– ІнВ: c
c 1

c

( ) ( 1) [1 exp( )] exp( )
( ) .

( ) 1 [1 exp( )]

k

k

f t k t t
t

P t t +

+  − − −
 = =

− − −
 

Якщо елементи системи високонадійні, тобто 1,t  то, після 

розкладання виразу exp( )t−  у степеневий ряд, можлива апроксимація ІБР 

одного елемента лінійним виразом: ( ) 1 ;iP t t −   тоді показники 

безвідмовності системи набувають спрощеного (приблизного) вигляду: 

– ІБР: 1
c( ) 1 ( ) ;kP t t + −   

– ЩРВ: 1
c( ) ( 1) ;k kf t k t+ +   

– ІнВ: 
1

c 1

( 1)
( ) ,

1 ( )

k k

k

k t
t

t

+

+

+ 
 

− 
 але, оскільки 1,t  то, зі збільшенням k або 

t, 1( ) 0,kt + →  тому ІнВ набуває вигляду 1
.c( ) ( 1) k kt k t+  +   
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Отриманий вираз c ( )t  свідчить про те, що у разі постійної та однакової 

ІнВ елементів ( const), =  ІнВ системи залежить від наробітку t, а розподіл 

наробітку до відмови системи не підкоряється експоненціальному розподілу. 

Позначимо відношення ІнВ системи до ІнВ елемента через c ,


 =


 

добуток ІнВ елемента і поточного наробітку як .y t=   Тоді для нових змінних 

  та y  можна побудувати графіки залежностей 
1 1

c c( ) ( ) 1 ( ) 1k kP y P t t y+ +=  = −  = −  

та 

1c( ) ( ) ( ) ( 1)( ) ( 1) ,n k ky t n t k t k y−
 =   = =  = +  = +


 

які представлені на рис. 4.8. 

 
а      б 

Рис. 4.8. Порівняння відносних показників безвідмовності системи зі збільшенням 

кратності резервування ( 0;  1;  4k k k= = = ) 

а) – графіки зміни ІБР, б) – зміни відносної ІнВ від λt 

Аналіз графіків c c( ) ( )P t P y =  та c ( )y


= 


 дає можливість зробити такі 

висновки: 

а) збільшення кратності резервування k підвищує надійність, тобто c ( )P t  

зростає, коли зростає k; 

б) резервування найбільш ефективне на початковій ділянці роботи 

системи (за 0t T ), тобто за c 0 :


→


 

c
0

lim ( ) 0;
t

t
→

 =  

в) у разі зростання наробітку значення ІнВ системи прагне до ІнВ одного 

елемента c ( ) ,t →  тобто 

c
0

1
lim ( ) ;
t

t
T→

 =  =  
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г) якщо 0

1
(3 4) (3 4) ,t T= =


 то відношення c


 прагне до одиниці, 

тобто ІнВ всієї системи c  наближається до ІнВ окремого ідентичного 

елемента   (див. графік ( )t   на рис. 4.8 для (3 4)t = ). 

Середній наробіток до відмови системи за рівнонадійних елементів 

( const = ) 
1

0c 0
1 1

1 1 1 1 1 1
1 ... ,

2 1

n k

i i

T T
i i k

+

= =

     
= = = + + +     
  +     
   

звідки випливає, що виграш у середньому наробітку 0cT  знижується зі 

збільшенням кратності резервування. 

Наприклад: 1) за 1:k =  

0c 0 0

1 3
1

2 2
T T T

 
 + = 

 
 – збільшення 0cT  на 5 0 %; 

2) за 2 :k =  

0c 0 0

1 1 11
1

2 3 6
T T T

 
= + + = 

 
 – збільшення 0cT  на 83 %; 

3) за 3:k =  

0c 0 0

1 1 1 25
1

2 3 4 12
T T T

 
= + + + = 

 
 – збільшення 0cT  на 108 %. 

Отже, динаміка зростання 0cT  становить: 50, 33 і 25 %, тобто 

зменшується. 

 

4.5. Надійність систем з ненавантаженим резервуванням 

Загальний аналіз надійності наведений нижче для системи, що 

складається з одного основного та ( 1)n −  ненавантажених резервних 

елементів, тобто коли загальна кількість елементів системи складає n. 

Допущення: 

1. Тривалість заміни елемента, що відмовив, на резервний дорівнює нулю 

3( 0)t → . 

2. Перемикальний пристрій підключення резервного елемента замість 

основного, який відмовив – абсолютно надійний. 

3. У разі ненавантаженого резервування резервний елемент не може 

відмовити, перебуваючи у відключеному стані, і його показники надійності 

при цьому не змінюються. 

Вихідні дані для розрахунку надійності: 

– ІБР i-го елемента ( );iP t  

– ІнВ i-го елемента ( );i t  
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– МС наробітку до відмови i-го елемента 0 .iT  

Аналіз випадкового наробітку до відмови системи з ненавантаженим 

резервом подано на рис. 4.9. 

 
Рис. 4.9. Наробіток системи з ненавантаженим резервуванням 

Математичне сподівання наробітку до відмови системи 

0c c 0
1 1

{ } { },
n n

i i
i i

T M T T M T
= =

= = =   

де 0iT  – МС наробітку до відмови i-го елемента, 0 { }.i iT M T=  

Розглянемо систему (рис. 4.10), що складається з одного основного (ОЕ) і 

одного резервного (РЕ) елементів, які є невідновлюваними об’єктами. 

 
Рис. 4.10. Аналіз подій у разі відмови основного елемента 

та включення резервного 

Події, що відповідають працездатності системи за наробіток (0,  ) :t  
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A = {безвідмовна робота всієї системи за наробіток (0,  )};t  

A1 = {безвідмовна робота ОЕ за наробіток (0,  )};t  

A2 = {відмова ОЕ у момент ,t   включення РЕ у момент   і безвідмовна 

робота РЕ на інтервалі ( t −  )}. 

Подія 1 2A A A=  , тому ІБР системи до наробітку t (за наробіток (0,  )t ) 

визначають як 

1 2( ) ( ) ( ),P A P A P A= +  

де    c( ) ( );P A P t=  

1( )P A  – ІБР ОЕ до наробітку ;t  фактично 1 OE( ) ( ),P A P t=  де OE ( )P t  – ІБР 

ОЕ системи; 

2( )P A  – імовірність відмови ОЕ, включення резерву у момент t =   і 

безвідмовна робота РЕ після відмови ОЕ. 

Якщо відомий закон розподілу наробітку до відмови ОЕ, обчислення 

1 OE( ) ( )P A P t=  не складне. 

Подія A2 є «складною» подією, що включає в себе декілька простих: 

A21 = {відмова ОЕ за t   (поблизу розглянутого моменту  )}; 

A22 = {безвідмовна робота РЕ з моменту   до t, тобто в інтервалі ( ;  t )}. 

Включення РЕ вважаємо достовірною подією, тому що в іншому випадку в 

системі не відновиться працездатність, і вона фактично не буде мати 

резервування. 

Подія A2 здійснюється з одночасним виконанням подій 21A  та A22: 

2 21 22.A A A=   

Події A21 та A22 є залежними, тому ймовірність події A2: 

2 21 22 21( ) ( ) ( ),P A P A P A A=  

де 22 21( )P A A  – умовна ймовірність події 22A  за умови виконання події 21A . 

Розглянемо відповідні ймовірності: 

1) 22 21 PE( ) ( ),P A A P t= −   де PE ( )P t −   – це ІБР РЕ в інтервалі ( t −  ); 

2) для визначення 21( )P A  розглянемо малий інтервал ( ,  ),d  +   для 

якого ймовірність відмови ОЕ дорівнює OE ( ) .f d   
Для отримання ІВ ОЕ до моменту   інтегруємо отриманий вираз за   від 

0 до t. Оскільки ІВ як функція розподілу випадкового наробітку до відмови 

дорівнює 

0

( ) ( ) ,

t

Q t f d=    то 

21 OE

0

( ) ( ) ,

t

P A f d=    
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де OE
OE

( )
( ) ;

dP
f

d


 = −


 OE ( )P   – ІБР ОЕ до моменту часу τ; OE ( )f   – ЩРВ ОЕ 

до наробітку τ. 

Ймовірність події A2: 

2 21 22 21 PE OE

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P A P A P A A P t f d= = −      

Тоді ІБР розглянутої системи з ненавантаженим резервом 

OE PE OE

0

c( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P t P t P t f d= + −      

Для однотипних і рівнонадійних ОЕ та РЕ OE PE( ) ( ) ( ),P t P t P t= =  де PE ( )P t  

– ІБР РЕ до наробітку t, тоді ІБР системи c

0

( ) ( ) ( ) ( ) .
t

P t P t P t f d= + −     Якщо 

позначити основним елементом перший, що відмовив, тобто OE 1( ) ( ),P t P t=  а 

резервним елементом – другий, який включився в роботу, тобто PE 2( ) ( ),P t P t=  

то ІБР системи набуде вигляду 

1 2 1

0

c( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P t P t P t f dt= + −    

Аналогічно, для системи з одним ОЕ та 1n −  РЕ, для стану, коли до 

моменту   відмовив передостанній 1n −  елемент системи і залишився лише 

один (останній) працездатний елемент, отримаємо рекурентний вираз 

c 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

t

n n nP t P t P t f d−−= + −     (4.12) 

де індекс 1n −  означає, що відповідні характеристики (ІБР та ЩРВ) належать 

до системи, у якій включається в роботу останній n-й елемент. 

Для резервованої системи з двома елементами (одним ОЕ та одним РЕ), 

наробітки до відмови яких підкоряються експоненціальному розподілу з 

параметрами 1  та 2 , тобто 1 1 2 2( ) exp( ),    ( ) exp( ),P t t P t t= − = −  вираз (4.12) 

після інтегрування набуде вигляду 

1
c 1 1 2

1 2

( ) exp( ) [exp( ) exp( )].P t t t t


= − + − − −
 −

 (4.13) 

Щільність розподілу відмов такої системи 

c 1 2
c 1 2

2 1

( )
( ) [ ( ) ( )].exp exp

dP t
f t t t

dt

 
= − = − − −

 −
 (4.14) 

За ідентичних ОЕ та ( 1n − ) РЕ та експоненціального розподілу 

наробітку цих елементів для системи з ненавантаженим резервом і цілою 
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кратністю резервування ,
n m

k
m

−
=  якщо 1,m =  тобто для кратності 

резервування 
1

1,
1

n
k n

−
= = −  маємо: 

– ІБР системи: 
1

c
0 0

( ) ( )
( ) exp( ) exp( ) ;

! !

j jn k

j j

t t
P t t t

j j

−

= =

 
= − = −   (4.15) 

– ІВ системи: 

c c
1

( )
( ) 1 ( ) exp( ) ;

!

j

j k

t
Q t P t t

j



= +


= − = −   (4.16) 

– ЩРВ системи згідно з виразом (4.14): 
1

c

( )
( ) exp( );

( 1)

nt
f t t

n

−
= −

−
  

– ІнВ системи: 
1

c
c 1

c

0

( ) ( )
( ) exp( ),

( ) ( )
( 1)!

!

n

jn

j

f t t
t t

P t t
n

j

−

−

=

 
 = = −


− 

 
 

де c ( )P t  знаходять за формулами (4.15) або (4.16). 

Отже, розподіл наробітку до відмови таких систем підкоряється 

розподілу Ерланга (гамма-розподіл за цілих n). 

Згідно з виразом (4.15) проаналізуємо, як змінюється ІБР системи з 

різною кратністю резервування: 

1) 0,  1k n= =  (резервування немає); враховуючи, що 0! 1,=  маємо 
00

c
0

( )
( ) exp( );

0!

t

j

t
P t e t−

=


= = −   

2) 1,  2k n= =  (один ОЕ та один РЕ): 
1

c
0

( )
( ) 1 (1 )exp( );

! 1!

j
t t

j

t t
P t e e t t

j

− −

=

  
= = + = +  − 

 
   

3) 2,  3:k n= =  
2 2

c ( ) 1 .
2!

t t
P t e t−  

= +  + 
 

  

Для порівняння навантаженого та ненавантаженого резервування 

побудуємо графіки залежності c ( )P t  від змінної 
0

t
t

T
 =  =  для системи з 

рівнонадійними елементами і кратністю резервування 2k =  (рис. 4.11). 
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Рис. 4.11. Графіки c ( )P t  для системи з ідентичними елементами ( )i =   та 

кратністю резервування 2k =  для навантаженого і ненавантаженого резерву 
 

З порівняння можна зробити такі висновки: 

а) надійність ненавантаженого резерву вища, ніж навантаженого; 

б) найбільша ефективність від використання системи з ненавантаженим 

резервом буде за тривалості роботи не менше 01,5T . 

Для ненавантаженого резерву із дробовою кратністю (за 1m  ) і 

експоненціальним розподілом наробітку до відмови рівнонадійних 

(ідентичних) елементів ( )i =   розрахунковий вираз для ІБР системи 

c
0

( )
( ) exp( ) ,

!

jk

j

m t
P t m t

j=


= −    де .k n m= −  

Розглянемо показники безвідмовності системи з ненавантаженим 

резервуванням, коли випадковий наробіток до відмови елементів системи 

підкоряється нормальному розподілу із ЩРВ: 

( )
2

0

2

1
( ) exp ,

2 2

i
i

i i

t T
f t

S S

 −
= − 

   
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де i – кількість елементів системи, 1, .i n=  

Оскільки випадковий наробіток до відмови системи c
1

,
n

i
i

T T
=

=  а iT  – 

незалежні випадкові значення наробітку, то сума (композиція) незалежних 

випадкових величин, кожна з яких розподілена нормально, також має 

нормальний розподіл з параметрами: 

– МС наробітку до відмови 

0c 0
1

,
n

i
i

T T
=

=  

де 0 { },  1, ;i iT M T i n= =  

 

– дисперсія наробітку до відмови 

2 2
c

1

,
n

i
i

D S S
=

= =   

де cS  – СКВ наробітку до відмови системи, c ;S D=  { },  1, .i iS S T i n= =  

Таким чином, щільність розподілу випадкового наробітку до відмови 

системи за цілої кратності резервування 
2

0c
c 2

c c

( )1
( ) exp ,

2 2

t T
f t

S S

 −
= − 

  
  

тобто також підкоряється нормальному розподіленню. 

Показники безвідмовності визначають з використанням функцій ( )f x  та 

( )x  для 0c

c

,
t T

x
S

−
=  вони мають вигляд 

c( ) 0,5 ( );P t x= −   

c ( ) 0,5 ( );Q t x= +   

c
c

( )
( ) ;

[0,5 ( )]

f x
t

S x
 =

−
  

c
c

( )
( ) .

f x
f t

S
=   

У разі кратності резервування 5,k   тобто якщо кількість однотипних 

елементів 6,n   розподіл наробітку до відмови системи з ненавантаженим 

резервом стає близьким до нормального незалежно від законів розподілу 

наробітку елементів, що утворюють систему. 
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Для системи з елементами, наробіток до відмови яких підкоряється 

експоненціальному розподілу ( ) exp( ),i iP t t= −  можна брати ( ) 1 ,i iP t t −   

тому вирази для IВ та ІБР мають вигляд 

1 1
c( )  ;

! !

n n
n

i i

i i

t t

Q t
n n

= =

 

 =

 
 

 

1
c ( ) 1 .

!

n
n

i

i

t

P t
n

=



 −


 

 

Для ненавантаженого резервування IВ системи у n! разів менша, ніж для 

навантаженого. 

Основним негативним моментом, що може позначитися на оцінці 

надійності, є те, що припущення consti =  досить умовне, оскільки, 

особливо коли немає технічного обслуговування, черговий працюючий 

елемент експлуатується до повного зношування (фізично ІнВ має зростати). 

Тому прийнятий експоненціальний розподіл наробітку елементів, що 

переходять із резервних у працюючі, використовувався тільки з метою 

спрощення розрахунків. 

 

4.6. Надійність систем з полегшеним 

і з ковзним резервуванням 

Є складні системи ЛА, що мають деякі обмеження: за мірою 

навантаження РЕ або за їх кількістю, за можливістю повного відключення 

резерву тощо. 

4.6.1. Системи з полегшеним резервуванням 

Відомо, що ненавантажене резервування більш ефективне, ніж 

навантажене. Але ненавантажене резервування у межах прийнятих припущень 

не завжди можна реалізувати. Наприклад, в авіа-, космічних і суднових 

системах, наземних транспортних засобах як основні, так і резервні елементи 

піддаються вібрації, ударам, повторно-статичним навантаженням, перепадам 

температур тощо. Тому не включені в роботу РЕ будуть мати деяку ІнВ 

p 0,   тобто вони також зношуються, але менш інтенсивно. У такому разі 

резерв системи можна розглядати як полегшений. 

На практиці доречно застосовувати полегшене резервування у таких 

випадках: 

а) потрібне підключення РЕ до ланцюгів живлення для попереднього 

прогрівання та утримання потрібних (номінальних) значень параметрів; 
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б) є зовнішні навантаження і впливи, що зумовлюють зміни властивостей 

матеріалів, робочих параметрів тощо, які потрібно відслідковувати, щоб 

урахувати або нейтралізувати. При цьому РЕ будуть мати деяку інтенсивність 

відмов p 0.   

Розглянемо систему з полегшеним резервуванням, яка складається з 

рівнонадійних основного і резервного невідновлюваних елементів. 

Події, що забезпечують безвідмовну роботу (БР) системи за наробіток t: 

A = {БР системи за наробіток (0,  )};t  

A1 = {БР ОЕ і полегшеного резерву за наробіток (0,  )};t  

A2 = {відмова ОЕ в момент ,t   повне включення РЕ та його БР на 

інтервалі ( )}.t −   

Аналогічно попередньому, подія A є сумою подій 1A  та 2A  (рис. 4.12), 

1 2.A A A=   

 
Рис. 4.12. Схема подій у разі відмови основного і повного включення резервного 

елемента для полегшеного резервування: ПР – початок роботи 

ОЕ елемента і полегшеного резерву за 0t =  

Імовірність безвідмовної роботи системи за наробіток (0,  ),t  тобто до 

наробітку t, дорівнює сумі ймовірностей незалежних подій 1A  та 2 :A  

1 2( ) ( ) ( ),P A P A P A= +  

де    ( )P A  – ІБР системи до наробітку t, c( ) ( );P A P t=  

1( )P A  – ІБР ОЕ до наробітку t (за інтервал (0,  )t ), 1 o( ) ( );P A P t=  

2( )P A  – ІБР РЕ до наробітку t за умови, що ОЕ відмовив, 2 PE( ) ( ).P A P t=  

Якщо відомий закон розподілу наробітку ОЕ, обчислення o ( )P t  не 

викликає труднощів. 

Розглянемо докладніше визначення PE ( )P t . Для цього розкладемо подію 

2A  на складові: 

21A  = {відмова ОЕ за наробітку };t   

22A  = {БР РЕ до наробітку  – моменту включення його в роботу}; 

23A  = {БР РЕ від   до t, тобто за інтервал ( )}.t −   
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Очевидно, що подія 2A  відбудеться за одночасного виконання всіх подій: 

2 21 22 23.A A A A=    

Наробітки до відмови подій 21,A  22 ,A  23A  мають свої закони розподілу, 

тому ймовірність події 2A  дорівнює добутку ймовірностей незалежних подій: 

2 21 22 23( ) ( ) ( ) ( ).P A P A P A P A=  Відповідні ймовірності визначимо, розглянувши 

нескінченно малий інтервал [  , d +  ]: 

1. Ймовірність 21( )P A  в інтервалі [ , d +  ] – це приріст ІВ ОЕ o ( )dQ   у 

цьому інтервалі, яку можна визначити за допомогою ЩРВ ОЕ: 

o o
o

( ) ( )
( ) ,

dP dQ
f

d d

 
 = − =

 
 звідки 21 o o

0 0

( ) ( ) ( ) .

t t

P A dQ f d=  =     

2. Ймовірність 22( )P A  – це ІБР РЕ до моменту   відмови ОЕ 

22 p( ) ( ),P A P=   тобто в полегшеному стані. 

3. Ймовірність 23( )P A  визначають як ІБР РЕ від моменту   повного 

включення його в роботу до моменту наробітку t: 

23 poб( ) ( ),P A P t= −   

де Рроб(t – τ) – ІБР РЕ в робочому (не полегшеному) стані. 

Тоді ІБР системи протягом наробітку [ , d +  ] за умови, що ОЕ 

відмовив, 

p poб o( ) ( ) ( ) .P P t f d −     

Отриманий вираз не дорівнює 2( ),P A  оскільки виражає ІБР за виділений 

нескінченно малий інтервал наробітку d  поблизу .  Оскільки ,t   то з 

отриманого виразу шукана ймовірність 2( )P A  може бути отримана 

інтегруванням виразу за всіма   від 0 до t. 

Остаточно 2 PE p poá o

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P A P t P P t f d= =  −     

Тоді ІБР системи з полегшеним резервом 

c o p poб o

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P t P t P P t f d= +  −     

Аналогічно, ІБР системи, що складається з n рівнонадійних елементів, 

c ( 1)c p poб ( 1)c

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t

n nP t P t P P t f d− −= +  −      

де індекс ( 1)cn −  означає, що ІБР та ЩРВ належать до системи, у разі відмови 

якої (відмовив передостанній ( 1)n − -й елемент) включається наступний n-й 

елемент. 

За експоненціального розподілу наробітку до відмови елементів складові 

розрахункового виразу набувають вигляду 



   202 

 

p p( ) exp( );P  = −   

poб poб( ) exp ( ) ;P t t −  = − −    

o poб poб( ) exp ;( )f  =  −   

o poб( ) exp( ),P t t= −  

де poб  – ІнВ елементів у робочому (основному) режимі, poб o =  ; p  – ІнВ 

елементів у режимі полегшеного резерву. 

Якщо є один ОЕ та один РЕ ( 2),n =  ІБР 

c o p poб o

0

poб p poб poб poб

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

exp( ) exp( ) exp[ ( )] exp( ) .

t

t

P t P t P P t f d

t t d

= +  −    =

= − + −   − −   −  





  

Остаточно 

p
c poб poб

p

1 exp( )
( ) exp( ) 1 .

t
P t t

 − − 
= − +  

  

  

Для системи з n елементів з експоненціальним наробітком до відмови 

11
c ( 1) poб p

( )
( ) ( ) exp( )[1 exp( )] ,

( 1)!

nn
n

C t
t P t t t

n
P −−

−= + − − −
−

  

де 
2

poб
1

p0

( ) .
n

n
j

C t j
−

−
=

=
 

+ 
  

  

Розрахунки для систем з полегшеним резервуванням мають об’єктивні 

труднощі, оскільки дуже важко врахувати, як впливає навантаження і 

зовнішні впливи на характеристики надійності. 

Середній наробіток до відмови системи з n елементів 
1

0c
poб 0 p

poб

1 1
.

1

n

j

T

j

−

=

=
  

+ 
  

  
 

Для практичних розрахунків систем з полегшеним резервуванням у 

випадку, якщо ОЕ має розподіл наробітку o poб( ) exp( ),P t t= −  а ідентичні РЕ, 

кількість яких дорівнює ( 1),n −  – розподіл ( )p p( ,) expP t t= −  то ІБР системи 

можна приблизно визначити за формулою 

poб p
1

c

( 1)

( ) 1 ,
!

n

i

t i

P t
n

=

  + −  
 −


 

 

де n – загальна кількість елементів системи. 
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Наприклад, якщо 2 ( 1,  1),n r m= = =  то 

poб poб p
c

( )
( ) 1 ;

2!

t
P t

  + 
 −  

якщо 3 ( 2,  1),n r m= = =  то 

poб poб p poб p
c

( )( 2 )
( ) 1 .

3!

t
P t

  +   + 
 −  

 

4.6.2. Ковзне резервування 

Для ковзного резервування РЕ може бути включений замість кожного з 

елементів основної системи, що відмовив (рис. 4.13). 

 
Рис. 4.13. Структура ковзного резервування 

Основна система на рис. 4.13 складається з n однотипних (ідентичних) 

елементів, резервна група – з r таких самих запасних елементів. 

Зазвичай ,r n  тобто кількість РЕ менша від кількості ОЕ, тому ковзне 

резервування вважають активним із дробовою кратністю. 

Система відмовляє у випадку, коли кількість ОЕ, що відмовили, 

перевищить кількість РЕ. 

Прикладом може служити організація ліній зв’язку, коли є одна резервна 

лінія на декілька основних (на практиці трьох). 

Розглянемо випадок визначення ІБР системи з одним ковзним резервом 

на n елементів основної системи (рис. 4.14), коли РЕ підключають за 

допомогою перемикального пристрою (ПП). 
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Рис. 4.14. Структура ковзного резервування n  рівнонадійних елементів системи 

одним резервним елементом 

Припущення: РЕ і кожний і-й елемент з n  елементів основної системи 

рівнонадійні, а РЕ не може відмовити до моменту його включення в роботу, 

момент включення РЕ збігається з моментом відмови ОЕ .  

Відомі: ІБР кожного ОЕ ( );iP t  ІБР ПП пep.пp ( );P t  ІБР РЕ p ( ).P t  

Алгоритм отримання розрахункового виразу для ІБР системи з ковзним 

резервом аналогічний наведеному для полегшеного резерву: 

а) виділити можливі стани системи, за яких вона продовжує безвідмовно 

працювати; 

б) обчислити ймовірності цих станів. 

Події, що забезпечують БР системи з ковзним резервом протягом (0,  ) :t  

A = {БР системи за наробіток (0,  )};t  

1A  = {БР робота всіх 1,i n=  елементів основної системи (ОС) за наробіток 

(0,  )};t  

2A  = {БР системи за умови, що в момент t   відмовив один і-й елемент 

основної системи ( 1,i n= ), перемикальний пристрій працездатний; БР 

ковзного РЕ на інтервалі ( )}.t −   

Ймовірність безвідмовної роботи системи 
Kc. ( )P t  з одним ковзним РЕ 

(див. рис. 4.14) за наробіток (0,  )t  дорівнює ймовірності виконання події A, 

яка здійсниться в результаті виконання однієї з подій 1A  або 2 :A  

1 2.A A A=   

Події, що відображають функціонування ковзного РЕ, подані на рис. 4.15. 
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Рис. 4.15. Схема подій у разі відмови ОЕ та включення РЕ для ковзного резервування; 

ПР – початок роботи 

Оскільки події 1A  та 2A  несумісні, ІБР системи з ковзним резервуванням 

за наробіток (0,  )t  дорівнює 1 2( ) ( ) ( ),P A P A P A= +  де 
Kc.( ) ( )P A P t=  – ІБР 

системи з ковзним резервом до наробітку t; 1( ),P A  2( )P A  – імовірності подій 

1A  та 2A  відповідно. 

Ймовірність безвідмовної роботи o.c ( )P t  ОС до моменту t визначають як 

1 o.c
1

( ) ( ) ( ),
n

i
i

P A P t P t
=

= =  де ( )iP t  – ІБР кожного з 1,i n=  елементів. Для 

рівнонадійних елементів, тобто якщо 1( ) ... ( ) ... ( ) ( ),i nP t P t P t P t= = = = =  маємо 

1( ) ( ) [ ( )] ( ).n n n
iP A P t P t P t= = =  

Для визначення ймовірності 2( )P A  розглянемо випадок, коли відмовив 

один елемент ОС (наприклад, перший). Подію 2A  можна розглядати як 

сукупність декількох таких подій: 
1
21A  = {відмова одного, наприклад, першого з 1,i n=  елементів ОС, за 

};t   
1
22A  = {БР ПП до наробітку   – моменту включення РЕ}; 
1
23A  = {БР ковзного РЕ після включення його в роботу, тобто на інтервалі 

( )}.t −   

Примітка: верхнім індексом 1 позначено відмову 1-го елемента ОС. 

Очевидно, що 1 1 1 1
2 21 22 23,A A A A=    тому для незалежних подій 

1 1 1 1
2 21 22 23( ) ( ) ( ) ( ).P A P A P A P A=  

Відповідні ймовірності визначають таким чином: 
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1. Виділяють нескінченно малий інтервал [ ,  ]d  +   і визначають ІВ ОЕ 
1
21( )P A  в інтервалі [ ,  ] :d  +   

( ) ( )
( ) ,

dQ dP
f

d d

 
 = = −

 
 

( ) ( ).f d dQ  =   

2. Ймовірність безвідмовної роботи ПП до моменту   відмови одного з 

елементів ОС дорівнює ep. p ( ).P
 

  

3. Ймовірність безвідмовної роботи ковзного РЕ з моменту   його 

вмикання, тобто за інтервал ( )t −   

p ( ).P t −   

Тоді ІБР системи протягом наробітку [ ,  ]d  +   у разі відмови першого 

елемента ОС 

ep. p p( ) ( ) ( ).f d P P t
 

   −   

Інтегруючи за всіма   від 0 до t, встановимо ІБР системи за умови, що 

перший з елементів ОС відмовив: 

1
2 ep. p p

0

( ) ( ) ( ) ( ) .

t

P A f P P t d
 

=   −    

Аналогічно можна вивести формули для кожного з n елементів ОС, 

беручи до уваги, що після відмови одного з ОЕ, решта 1n −  елементів мають 

залишитися працездатними. 

Оскільки подія 2A  фактично відповідає БР всієї системи у разі відмови 

кожного з n елементів ОС, то її можна розглядати як 

2 2 1

1

,
n

i i
n

i

A A A −

=

=   

де 2
iA  – подія, що полягає в БР системи у разі відмови i-го елемента ОС (не 

тільки першого); 1
i
nA −  – БР ( 1n − ) елементів ОС, що залишилися 

працездатними після відмови і-го основного елемента. Для незалежних подій 

2 1 2 1 2
11

( ) ( );( )
n n

i i i i
n n

ii

P A P A A P A P A− −
==

 
=  = 

 
  ( 1)

1 ( ),( )i n
n iP A P t−
− =  тому ІБР 

системи у разі відмови і-го елементу ОС можна виразити формулою 

( 1)
2 ep. p p

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

tn
n

i
i

P A P t f P P t d
 

−

=

=   −     

Для ідентичних елементів 
( 1)

2 ep. p p

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t
nP A nP t f P P t d

 

−=   −    

Тоді ІБР системи з ковзним резервом 
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C.K

( 1)
1 2 ep. p p

0

( 1)
ep. p p

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ].

t
n n

t
n

P t P A P A P t nP t f P P t d

P t P t n f P P t d

 

 

−

−

= + = +   −   =

= +   −  





 

Для експоненціального розподілу наробітку до відмови рівнонадійних 

основних і резервного елементів o( ) exp( ),P t t= −  а також ПП, ІБР системи з 

ковзним резервом 

K

o
c. ep. p o

ep. p

( ) 1 1 ( ) ( ),[ exp ] exp
n

P t t n t
 

 

 
= + − −  

  

 

де o  – ІнВ ОЕ та РЕ; ep. p 
  – ІнВ ПП. 

Показник pB  ефективності для ковзного резервування 

Kс. o
p ep. p

o.c ep. p

( )
1 1 exp( ) ,

( )

P t n
B t

P t
 

 


 = = + − − 

 

де o.c o( ) exp( )P t n t= −   – ІБР ОС. 

У разі більшої кількості ковзних РЕ ( 1)r   розглядають вдвічі більше 

несумісних подій, за яких можлива БР системи. Наприклад, для 2r =  для 

визначення 
Kc. ( )P t  розглядають чотири несумісних події i т. п. 

 

4.7. Надійність відновлюваних систем 

4.7.1. Постановка завдання. Загальна розрахункова модель 

Під час розрахунку показників надійності відновлюваних систем 

найбільш поширені припущення: 

– експоненціальний розподіл наробітку між відмовами; 

– експоненціальний розподіл часу відновлення. 

Припущення багато в чому справедливе, оскільки, по-перше, 

експоненціальний розподіл наробітку описує функціонування системи на 

ділянці нормальної експлуатації, по-друге, експоненціальний розподіл описує 

процес без «передісторії». 

Застосування експоненціального розподілу для опису процесу 

відновлення дає можливість у разі ординарних незалежних відмов подати 

аналізовані системи у вигляді марковських систем. 

Для експоненціальних розподілів наробітку між відмовами і часу 

відновлення у розрахунку надійності використовують метод диференціальних 

рівнянь для ймовірностей станів (рівнянь Колмогорова-Чепмена). 
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Випадковий процес у будь-якій фізичній системі S називають 

марковським (рис. 4.16), якщо він має таку властивість: для будь-якого 

моменту t0 імовірність стану системи в майбутньому 0( )t t  залежить тільки 

від нинішнього стану 0( )t t=  і не залежить від того, коли і яким чином 

система увійшла у цей стан (інакше: у фіксованому сьогоденні майбутнє не 

залежить від передісторії процесу – минулого). 

 
Рис. 4.16. Схема марковського процесу 

Для марковського процесу «майбутнє» залежить від «минулого» тільки 

через «сьогодення», тобто майбутнє протікання процесу залежить тільки від 

тих минулих подій, які вплинули на стан процесу у певний момент. 

Марковський процес як процес без післядії не означає повної 

незалежності від минулого, оскільки воно проявляється в сьогоденні. 

Під час використання методу у загальному випадку для системи S 

потрібно мати математичну модель у вигляді множини (безлічі) станів 

системи 1,S  2 ,S  …, ,nS  у яких вона може перебувати у разі відмов і 

відновлення елементів. 

Розробляючи математичну модель відновлюваних об’єктів, вводять 

припущення: 

– елементи (системи або сам розглянутий об’єкт), що відмовили, негайно 

відновлюються, тобто початок відновлення збігається з моментом відмови; 

– немає обмежень на кількість відновлень; 

– якщо всі потоки подій, що переводять систему (об’єкт) зі стану у стан, є 

пуасонівськими (найпростішими), то випадковий процес переходів буде 

марковським процесом з неперервним часом і дискретними станами 1,S  2 ,S  

…, .nS  

Алгоритм складання математичної моделі: 

1. Математичну модель зображують у вигляді графа станів. Приклади 

графа подано на рис. 4.17. 

Елементи графа: 

а) кружки (вершини графа 1,S  2 ,S  …, nS ) – це можливі стани системи S, 

що виникають у разі відмов або відновлення елементів; 

б) стрілки – це можливі напрями переходів з одного стану iS  в інший ;jS  
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в) над/під стрілками вказують інтенсивності переходів; 

г) «петлею» позначають затримки у тому або іншому стані (наприклад, 

0S  або 1S ) відповідно: 

– справний стан 0S  триває; 

– стан відмови 1S  триває (затримка відновлення). 

Далі петлі на графах не розглядають. 

 
Рис. 4.17. Графи відновлюваного і невідновлюваного елемента: 0S  – працездатний 

стан; 1S  – стан відмови; ,     – відповідно інтенсивності 

відмов і відновлень 
 

Граф станів відображає кінцеву (дискретну) кількість можливих станів 

системи 1,S  2 ,S  …, .nS  Кожна з вершин графа відповідає одному із станів. 

2. Для опису випадкового процесу переходу станів (відмова/відновлення) 

застосовують імовірності станів 

1( ),P t  2( ),P t  …, ( ),iP t  …, ( ),nP t  

де ( )iP t  – імовірність знаходження системи в момент t в i-му стані, тобто 

( ) ( ) .{ }i iP t P S t S= =  

Очевидно, що для будь-якого t 

1

( ) 1.
n

i
i

P t
=

=  (4.17) 

Вираз (4.17) – це умова нормування, оскільки інших станів, крім 

1,S  2 ,S  …, ,nS  у системи немає. 

У загальному випадку і-й стан системи може бути як працездатний, так і 

непрацездатний. Припустимо, що в і-му стані система непрацездатна. 

3. За графом станів складають систему звичайних диференціальних 

рівнянь першого порядку (рівнянь Колмогорова–Чепмена), що мають вигляд 
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1
1 1 1

1 1

1 1

1 1

( )
( ) ( ) ;

  

( )
( ) ( ) ;

  

( )
( ) ( ) .

q

l l j
l j

q
i

li l i ji
l j

q
n

ln l n jn
l j

dP t
P t P t

dt

dP t
P t P t

dt

dP t
P t P t

dt



= =



= =



= =


=  − 


   



=  − 

   



=  − 


 

 

 

 (4.18) 

Елемент графа станів відновлюваної системи біля і-го стану у загальному 

випадку зображений на рис. 4.18. 

 
Рис. 4.18. Граф станів (відмов і відновлень) біля і-го стану 

у відновлюваній системі 

У загальному випадку інтенсивності потоків відмов li  і відновлень ji  

можуть залежати від часу t. 

Для складання диференціальних рівнянь (4.18) використовують прості 

мнемонічні правила: 

а) у лівій частині розташовують похідну за часом t від ( );iP t  

б) кількість членів у правій частині дорівнює кількості стрілок, що 

з’єднують розглянутий стан з іншими станами; 

в) кожний член правої частини дорівнює добутку інтенсивності переходу 

на ймовірність того стану, з якого виходить стрілка; 

г) знак добутку додатний, якщо стрілка входить (спрямована вістрям) у 

розглянутий стан, і від’ємний, якщо стрілка виходить із нього. 

Якщо сума правих частин рівнянь дорівнює нулю, то рівняння складені 

правильно. 

4. Щоб вирішити систему диференціальних рівнянь для ймовірностей 

станів 1( ),P t  …, ( ),iP t  …, ( ),nP t  потрібно задати початкове значення 

ймовірностей  1(0),P  …, (0),iP  …, (0)nP  за 0,t =  сума яких дорівнює одиниці: 
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1

(0) 1.
n

i
i

P
=

=  

Якщо у початковий момент 0t =  стан системи відомий, наприклад, 

0( 0) ,S t S= =  то 0(0) 1,P =  а інші дорівнюють нулю. 

 

4.7.2. Показники надійності відновлюваних систем 

Усі стани системи S можна розділити на підмножини: 

kS S  – підмножина станів 1, ,u k=  у яких система працездатна; 

mS S  – підмножина станів 1, ,z m=  у яких система непрацездатна: 

;k mS S S=   

0.k mS S =  

1. Функція готовності ( )t  системи визначає ймовірність перебування 

системи у працездатному стані в момент t: 

1 1

( ) ( ) 1 ( ),
k m

u z
u z

t P t P t
= =

 = = −    

де ( )uP t  – ймовірність перебування системи у працездатному u-му стані; ( )zP t  

– ймовірність перебування системи у непрацездатному z-му стані. 

2. Функція простою ( )t  системи 

1

( ) 1 ( ) ( ).
m

z
z

t t P t
=

 = −  =   

3. Коефіцієнт готовності k

 системи – це ймовірність того, що система 

виявиться працездатною за t → . Його визначають за сталого режиму 

експлуатації (якщо t → ), коли встановлюється граничний стаціонарний 

режим, у ході якого система переходить зі стану у стан, але ймовірності 

станів уже не змінюються: 

lim ( ) ,i i
t

P t P
→

=  1, .i n=  

Коефіцієнт готовності k

 можна розрахувати за системою 

диференціальних рівнянь (4.18), якщо прирівняти до нуля їх ліві частини 

( )
0,idP t

dt
=  оскільки constiP =  за .t →  Тоді (4.18) перетворюється у систему 

алгебраїчних рівнянь вигляду 
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1 1 1
1 1

1 1

1 1

;

  

;

  

,

0

0

0

q

l l j
l j

q

li l i ji
l j

q

ln l n jn
l j

P P

P P

P P



= =



= =



= =


 − 


   



 − 

   



 − 


=

=

=

 

 

 

 (4.19) 

а коефіцієнт готовності lim ( )
t

k t


→
=   є граничним значенням функції 

готовності за сталого режиму .t →  

4. Параметр потоку відмов системи 

1 1

( ) ( ),
k m

uz u
u z

t P t
= =

 =   (4.20) 

де uz  – узагальнене позначення інтенсивності переходів із працездатного 

стану в непрацездатний. 

5. Функція потоку відмов 

0

( ) ( ) .

t

W t t dt=   (4.21) 

6. Середній наробіток між відмовами на інтервалі t: 0
0

( )

( )
( )

t

t dt

T t
W t



=


 з 

використанням формули (4.21) прийме вигляд 

0
0

0

( )

( ) .

( )

t

t

t dt

T t

t dt



=







  

Якщо ,t →  коли ( ) ( ) ,u u uP t P P→ =  =  середній наробіток між 

відмовами 0 ,
k

T =


 де ( ).=    

Якщо враховувати, що lim ( ) ,  lim ( ) ,
t t

t k t
→ →

 =  =   отримаємо 
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0
0 0

0

( )

lim ( ) lim .

( )

t

tt t

t dt
k

T t T

t dt



→ →



= = =








  

Як приклад обчислення показників надійності розглянемо відновлюваний 

об’єкт (систему, представлену на рис. 4.19), у якого потік відмов – 

найпростіший пуасонівський з параметром потоку 
0

1
,

T
=  =  де 0T  – 

середній наробіток між відмовами, а розподіл часу відновлення підкоряється 

експоненціальному розподілу з інтенсивністю відновлення 
B

1
,

T
 =  де B

T  – 

середній час відновлення. 

 
Рис. 4.19. Граф станів системи: 0S  – працездатний; 

1S  – непрацездатний стан 

Для графа станів на рис. 4.19 введемо позначення: 0( )P t  – імовірність 

працездатного стану для наробітку t; 1( )P t  – імовірність непрацездатного 

стану за t. Тоді система диференціальних рівнянь матиме вигляд: 

0
0 1

1
0 1

( )
( ) ( );

( )
( ) ( ).

dP t
P t P t

dt

dP t
P t P t

dt


= − + 


 =  −


 (4.22) 

Початкові умови за 0 :t =  0 0( 0) (0) 1;P t P= = =  1(0) 0.P =  

Оскільки стани 0S  та 1S  є повною групою подій, то 

0 1( ) ( ) 1.P t P t+ =  (4.23) 

Якщо з рівняння (4.23) виразити 0 1( ) 1 ( )P t P t= −  і підставити у друге 

рівняння виразу (4.22), отримаємо одне диференціальне рівняння відносно 

1( ) :P t  

1
1 1

( )
  [1 ( )] ( ).

dP t
P t P t

dt
=  − −  (4.24) 

Для розв’язку рівняння (4.24) використаємо перетворення Лапласа для 

ймовірності 1( ) :P t  
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1 1

0

( ) ( ) ,stP s P t e dt


−=    

де 1( )P s  – зображення за Лапласом імовірності 1( ),P t  1 1( ) ( ) ;{ }P s L P t=  

s – комплексна змінна. 

Перетворення Лапласа для похідної 1( )dP t

dt
 

1 1
1 1

0

( ) ( )
(0) ( ).stdP t dP t

L e dt P sP s
dt dt


−   

= = − +   
   

   

Після застосування перетворення Лапласа до лівої і правої частин 

рівняння (4.24) отримаємо рівняння зображень. Оскільки 

1
1

( )
( )( ),

dP t
P t

dt
=  −  +  то 1

1

( )
{ } { ( )( )}.

dP t
L L L P t

dt

 
=  −  + 

 
 

Враховуючи, що { } {1} ,L L
s


 =  =  отримаємо 

1 1 1(0) ( ) ( )( ).P sP s P s
s


− + = −  +   

Якщо 1(0) 0,P =  то 

1 1( ) ( )( ) ;sP s P s
s


+  + =   

1( )( ) ,P s s
s


+  + =   

звідки зображення ймовірності знаходження об’єкта у непрацездатному стані 

1( ) .
( )

P s
s s


=

+  +
  

У результаті розкладання дробу на елементарні складові та введення 

позначення  +  =   отримаємо 

( ) ( ) ( )

1 1
.

s s s s s s

s s

  −  − 
= = =

+  +  +   + 

 −  
= −  +  

  

Якщо застосувати обернене перетворення Лапласа, з урахуванням 

загальновідомих правил цього перетворення, а саме: 
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– якщо 
1

{ ( )} ,L f t
s

=  то ( ) 1;f t =  

– якщо 
1

{ ( )} ,L f t
s

=
+ 

 то ( ) ,tf t e−=  

то ймовірність перебування системи у непрацездатному стані (ймовірність 

відмови) можна визначити як 

( )
1( ) 1 1 .( )t tP t e e− − + − 

 = − = −
   +

  

Тоді ймовірність перебування системи у працездатному стані 

( )
0( ) 1 .tP t e− +  

= +  +   
  

За допомогою отриманих виразів можна розрахувати ймовірність 

працездатного стану 0( )P t  і відмови 1( )P t  відновлюваного об’єкта у будь-який 

момент t. 

Коефіцієнт готовності k

 системи (рис. 4.19) знаходять за сталого 

режиму ,t →  при цьому ( ) consti iP t P= =  (тобто 0 0 1 1( ) ;  ( )P t P P t P= = ). 

Складають систему алгебраїчних рівнянь вигляду (4.19) із нульовими лівими 

частинами, оскільки 
( )

0.idP t

dt
=  Оскільки k


 є ймовірністю того, що система 

виявиться працездатною за ,t →  то з отриманої системи рівнянь визначають 

0.k P

=  Якщо ,t →  алгебраїчні рівняння (4.22) приймають вигляд 

0 1

0 1

0 ;

0 .

P P

P P

= − + 


=  −
  

Додаткове рівняння: 0 1     1.P P+ =  Якщо замінити 1 01 – , P P=  отримаємо 

0 00 (1 )P P=  − −  або 0( ),P =  +   звідки 

0 .P k


= =
 +

  

Інші показники надійності відновлюваної системи (див. рис. 4.19): 

– функція готовності: 0( ) ( );t P t =  

– функція простою: 1( ) 1 ( ) ( );t t P t = − =  

– параметр потоку відмов ( )t  згідно з виразом (4.20): 
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0( ) ( ) ( ).t P t t =  =   

Якщо t →  (стаціонарний сталий режим відновлення), то 

0( ) ( ) ,t P k


 =   = =  =   

а середній наробіток між відмовами 0

1
.

k k
T

k

 



= = =
  

 

Зміну імовірності перебування об’єкта у працездатному стані наведено на 

рис. 4.20. 

 
Рис. 4.20. Порівняння залежності ймовірності перебування системи 

 у працездатному стані за різних значень   інтенсивності відновлення 

 

Проаналізувавши зміни 0( ),P t  можна зробити висновки: 

1. У разі миттєвого (автоматичного) відновлення працездатності, коли 

, =   маємо 0

=


 та 0( ) 1.P t =  

2. Якщо немає відновлення, коли 0, =  маємо 

= 


 та 0( ) ,tP t e−=  

ймовірність працездатного стану об’єкта дорівнює ІБР невідновлюваного 

елемента. 

Метод диференціальних рівнянь може бути використаний для розрахунку 

показників надійності і невідновлюваних об’єктів (систем) як окремий 

випадок. У цьому разі непрацездатні стани об’єкта є «поглинаючими», 

інтенсивності   виходу із цих станів виключають. 

Для невідновлюваного об’єкта граф станів має вигляд, показаний на 

рис. 4.21. 
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Рис. 4.21. Граф станів для невідновлюваних об’єктів 

з використанням «поглинаючого» стану 

 

Система диференціальних рівнянь для невідновлюваного об’єкта 

0
0

1
0

( )
( );

( )
( ).

dP t
P t

dt

dP t
P t

dt


= −


 = 


 

Початкові умови для цієї системи диференційних рівнянь: 

0 1(0) 1;  (0) 0.P P= =  

Зображення за Лапласом першого рівняння системи 

0
0

( )
{ ( )};

dP t
L L P t

dt

 
= − 

 
 

0 0 0(0) ( ) ( ).P sP s P s− + = −  

Після групування 

0 0

0

( ) ( ) 1;

( )( ) 1,

sP s P s

P s s

+  =

+  =
 

звідки 0

1
( ) .P s

s
=

+ 
 

Використовуючи обернене перетворення Лапласа, знайдемо оригінал 

імовірності перебування системи у працездатному стані, тобто ІБР до 

наробітку t має вигляд 0( ) .tP t e−=  

Зв’язок логічної схеми надійності із графом станів. Перехід від 

логічної схеми до графу станів потрібний: 

а) у разі зміни методів розрахунку надійності й порівняння результатів; 

б) для оцінювання переваг щодо надійності під час переходу від 

невідновлюваної системи до відновлюваної. 

Розглянемо типові логічні структури надійності (табл. 4.4): послідовної, з 

навантаженим та ненавантаженим резервами. Типові з’єднання розглянуто 
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для невідновлюваних систем (граф – односпрямований, переходи 

характеризуються ІнВ  ). 

Для відновлюваних систем у графи станів додаються обернені стрілки, 

що відповідають інтенсивностям відновлень  . 

Цифри всередині кіл табл. 4.4 означають: 

1 – працездатний стан елемента; 

0 – непрацездатний стан елемента. 

Таблиця 4.4 

Графи станів для типових логічних структур надійності 

 
*Примітка: І – послідовна структура; ІІ – з навантаженим резервом; ІІІ – з 

ненавантаженим резервом 

4.7.3. Розрахунок комплексних показників надійності 

складних відновлюваних систем 

Типова діаграма функціонування відновлюваних об’єктів складається з 

інтервалів безвідмовної роботи і відновлення, які чергуються. Експлуатація 

об’єкта продовжується доти, поки ремонт стає недоцільним або поки об’єкт не 

буде знятий з експлуатації після досягнення призначеного терміну служби чи 
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призначеного ресурсу. Для оцінювання надійності таких об’єктів недостатньо 

розглядати характеристики наробітку до першої відмови – потрібно знати 

також характеристики процесу функціонування після першої відмови. З цією 

метою в теорії надійності вивчають характеристики таких випадкових 

величин: наробітку до і-ї відмови 0iТ ; часу відновлення після i-ї відмови 
BiT ; 

наробітку між відмовами 
HiT ; повного часу до і-го відновлення iT


; кількості 

відмов 0( )N t  до одержання наробітку t; кількості моментів відновлення 
B
( )N t  

за час t; сумарного наробітку 
H M.cу ( )T t  в інтервалі (0, t); сумарного часу 

відновлення 
B M.cу ( )T t  в інтервалі тривалістю t. 

Для формулювання визначень використовують такі позначення: 

B
( ) ( )i іF t P T t=   – розподіл наробітку до і-ї відмови, ( ) ( )i iV t P T t


=   – 

розподіл часу до і-го відновлення; 0( ) ( ( ) )nP t P N t n= =  – ймовірність 

виникнення п відмов до отримання наробітку t; 
B B

( ) ( ( ) )nP t P N t n= =  – 

ймовірність виникнення п моментів відновлення за час t. 

Показники ремонтопридатності. До них належать ймовірність 

відновлення 
B B

( ) ( )iF t P T t=   за час t, ймовірність 
B B
( ) ( )G t P T t=   того, що 

відновлення не закінчиться за час t; щільність розподілу часу відновлення 

B B
( ) ( );f t F t=  інтенсивність відновлення B

B

( )
( ) ;

( )

f t
t

G t
 =  середній час відновлення 

B
.T  

Імовірнісне визначення середнього часу відновлення 

B B B

0 0

( ) ( ) ,T tf t dt G t dt

 

= =   статистичне визначення – B

B

1

ˆ ,
n

i

i

T
Т

n=

=  де n – кількість 

відмов; 
BiT  – тривалість i-го відновлення. 

Середня кількість відмов ( )H t  до наробітку t є математичним 

сподіванням випадкової величини 0 ( ) :N t  

0
1

( ) { ( )} ( ).n
n

H t M N t nP t


=

= =   

Формули для розрахунку показників надійності складних відновлюваних 

систем групуються залежно від типу моделі надійності, режиму 
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функціонування елементів під час відновлювання працездатності системи, 

характеристик систем контролю та діагностування [3]. Розглянемо деякі 

варіанти моделей. 

Марковська модель, ідеальний контроль. У марковській моделі 

надійності враховують такі припущення: 

1. Інтенсивності відмов елементів сталі (постійні), тобто 

const,   1,i i n = =  (рис. 4.22). 

2. Проміжки часу відновлення працездатності i-го елемента, що відмовив 

(без обліку часу очікування обслуговування), розподілені за 

експоненціальним законом з параметром .i  

3. Відмови різних елементів є незалежними подіями. 

4. У системі є контроль працездатності, який дає можливість виявити 

відмови будь-яких елементів у момент їх виникнення. 

5. Під час відновлення в елементі, що відмовив, нових відмов не 

відбувається. 

 

Рис. 4.22. Структура послідовних систем: РО – ремонтний орган 

 

Навантажений режим, необмежене відновлення. Такий режим 

характерний для ситуації, коли під час профілактичного огляду (контролю) 

після виявлення відмови в одному з елементів його направляють у ремонт 

Черга 

 

РО Потік 

відновлень 

Потік 

відмов 

1  
2  n  

1  2        n  
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(рис. 4.22), а решта працездатних елементів не вимикають, хоча система ЛА і 

припиняє функціонування. 

Оскільки в навантаженому режимі елементи можуть відмовити з тією 

самою інтенсивністю, що й у працездатному стані всієї системи, під час 

усунення першої відмови можливі нові відмови. 

Припущення про необмежене відновлення означає, що є можливість 

паралельного усунення відмов у всіх непрацездатних елементах, час 

відновлення кожного елемента не залежить від стану системи, а очікування у 

черзі на обслуговування немає. Гіпотеза про незалежності відмов і 

необмежене відновлення робить процеси функціонування елементів повністю 

незалежними ні від відмов, ні від відновлень. Використовуючи формулу (4.1) і 

теорему множення для незалежних подій, отримаємо таку формулу для 

нестаціонарного коефіцієнта готовності: 

г.c 1 2 г1 г2 г( ) ( ... ) ( ) ( ) ( ),n nK t P A A A K t K t K t=    =     

де iA  – подія, яка складається з того, що i-й елемент працездатний у момент t. 

Використовуючи вираз (2.51), отримаємо 

г.c
1

( )
( ) .i i

n
ti i

i i i ii

K t e
−  +

=

  
= + 

 +   +  
  (4.25) 

Стаціонарне значення коефіцієнта готовності розраховують за формулою 

г.c
1

.
n

i

i ii

K
=

 
=  

 +  
  (4.26) 

Нестаціонарне oп.г.с( ,  )K t  і стаціонарне oп.г.с( )K t  значення коефіцієнта 

оперативної готовності знаходять за формулами типу (1.32): 

oп.г.c г.с
1

( ,  ) ( ,  ) ( ) ,
n

t

i

K t t K e−

=

 =  =   
1

;
n

i
i=

 =    

oп.г.c г.c( ) .tK t K e−=  (4.27) 

У такому випадку середній наробіток до відмови є величиною, 

протилежною інтенсивності відмов .  Із виразів (1.31a) та (4.26) знаходимо 

середній час відновлення системи: 
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B

1
.c

1

1 1

.

n
i

ii
n

i
i

T =

=

 
+ − 
 =







 (4.28) 

З виразу (4.28) випливає важливий висновок: середній час відновлення 

також є комплексним показником надійності, тому що залежить як від 

показників ремонтопридатності, так і від показників безвідмовності елементів 

системи. 

Ненавантажений режим. Ненавантажений режим порівняно з моделлю 

надійності навантаженого режиму має відмінність: після відмови системи ЛА 

працездатні елементи вимикаються до усунення відмови і тому не 

відмовляють. Внаслідок ординарності потоку відмов розглядувана система 

може перебувати в одному з 1n +  станів: 0 – всі елементи працездатні; 1 – 

перший елемент непрацездатний і перебуває в ремонті, решта елементів 

вимкнені, і т. д.; n  – n -й елемент непрацездатний і перебуває в ремонті, 

решта елементів вимкнені. У разі відмови i-го елемента з інтенсивністю i  

відбувається перехід зі стану 0 у стан i, а у разі відновлення i-го елемента з 

інтенсивністю i  – перехід з i в 0. Інші переходи неможливі (рис. 4.23). 

 

Рис. 4.23. Граф станів послідовної системи для ненавантаженого режиму 

 

Складемо рівняння для ймовірностей ( )iP t  того, що система у момент t 

виявиться у стані 0,  1,  2,  ...,  .i n=  Складемо систему алгебраїчних рівнянь 

Колмогорова відповідно до графу станів: 

0
1 1

0;
n n

i i i
i i

P P
= =

 −  =   0 0;i i iP P − =  
0

1.
n

i
i

P
=

=   

Звідси знаходимо коефіцієнт готовності: 

 0 

 1  2  n 

1  

2  
n  1  

 2  

n  
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B

г.c 0

1 1

1 1
.

1 1
n n

i
i i

ii i

K P

T
= =

= = =


+ + 


 

 
(4.29) 

Середній час відновлення системи 

B B.с .
1

1

1

.i

n
i

n
ii i

n
i

i
i

T T=

=

=



 
= =









 (4.30) 

З виразу (4.30) зрозуміло, що 
B.cT  залежить від показників безвідмовності 

елементів. Однак у двох окремих випадках цієї залежності немає, а саме: 

а) якщо ,i =   маємо 
B.с

г.c

1
,

1

iK
T


= =
 +  + 

 
B.c н.

1
;iT T= =


 

б) якщо 0 ,i
n


 =  =  маємо 

B.c

г.c

1
;

1
K

T
=

+ 
 

B.c
1 2

1 1 1 1
... .

n

T
n

 
= + + + 

   
 

Коефіцієнт оперативної готовності знаходять за формулою (4.27), в яку 

значення г.cK  слід підставляти з формули (4.29). 

Порівнюючи формули (4.29) і (4.26), бачимо, що введення 

ненавантаженого режиму елементів під час ремонту збільшує коефіцієнт 

готовності не зважаючи на меншу кількість ремонтних бригад (одна в другій 

моделі проти п у першій). Однак якщо середній наробіток до відмови значно 

більший, ніж середній час відновлення, то різниця значень г.cK  невелика і не 

перевищує малої величини i

i

 
 

 
. 

Навантажений режим. Одна ремонтна бригада. На відміну від 

попередньої моделі ненавантаженого режиму, вважаємо, що тут всі елементи 

мають однакові інтенсивності відмов i =   і відновлення .i =   Така 

однаковість часто спостерігається у логічних пристроях, де інтегральні 

мікросхеми і логічні модулі мають приблизно однакову складність та 

однаково пристосовані до виявлення й усунення відмов. Система може 

перебувати в одному з 1n +  станів (рис. 4.24): 0 – всі елементи працездатні; 1 

– один з елементів (будь-який) непрацездатний і перебуває в ремонті, решта 

працездатні і перебувають у навантаженому режимі; 2 – два (будь яких) 
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елементи непрацездатні, один з них перебуває в ремонті, другий у черзі 

обслуговування, і т. д.; п – всі п елементів непрацездатні, один з них у 

ремонті, решта – у черзі на обслуговування. 

 

Рис. 4.24. Граф станів послідовної системи для навантаженого режиму ( 1r = ) 

 

Оскільки у стані i працездатні n i−  елементів, і кожний елемент має 

інтенсивність відмов  , то перехід у стан 1i +  відбувається з інтенсивністю 
( ) .n i−   Перехід у стан 1i −  відбувається з інтенсивністю  , оскільки в 

ремонті завжди перебуває не більше одного елемента. Система алгебраїчних 

рівнянь для знаходження стаціонарних ймовірностей станів має вигляд 

0 1 0;n p p−  +  −  1 1( 1) (( ) ) 0,i i in i p n i p p− +− +  − −  +  +  =  

i = 1, 2, …, n – 1; 1 0,n np p− − =  0 1 ... 1.np p p+ + + =  

(4.31) 

З другого рівняння (4.31) знаходимо 

1 1( 1) ( ) 0,i i i in i p p n i p p− +− +  − = −  − =  i = 1, 2, …, n – 1. (4.32) 

Ланцюжок рівностей у виразі (4.32) дорівнює нулю, оскільки за i = 1 

вираз (4.32) збігається з першим рівнянням у (4.31). Звідси 

( ) 2
1 2 01 ( 1)( 2) i i

i i i np n i p n i n i p A p− −= − +  = − + − +  =  , ,


 =


 (4.33) 

де 
!

( 1)!

i
n

n
A

n
=

−
 – кількість розміщень з п елементів по i. Підставимо вираз 

(4.33) у нормувальну умову (4.31), знайдемо коефіцієнт готовності 

г.c 0

0

1
.

n
i i
n

i

K p

A
=

= =



 
(4.34) 

Зокрема, за 2n =  з виразів (4.33) і (4.34) маємо 

 0  1  2   n 

          

n  ( 1)n −   ( 2)n −   2    

n–1 
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2

г.c 2 2
.

( )
K


=

 +  + 
 (4.35) 

Порівнюючи вираз (4.35) з рівнянням (4.26) за 2,n =  бачимо, що зі 

зменшенням у першій моделі кількості ремонтних бригад з двох до однієї, у 

другій з’являється ще один доданок у знаменнику і знижується коефіцієнт 

готовності на 2.  Якщо 2,n   різниця значень дорівнює 
2( 1)

.
2

n n − 
 

Марковська модель, неідеальний контроль. У кожному елементі 

можуть бути приховані відмови. Нехай в i-му елементі частка прихованих 

відмов буде ,i  частка виявлених системою контролю відмов буде ,i  а час 

затримки виявлення прихованих відмов має експоненціальний розподіл з 

параметром .j  У цьому випадку граф станів буде мати 2n + 1 станів (рис. 

4.25), з яких п станів (1,  2,  ...,  )n  з прихованими відмовами і п станів ( 1n + , 

2n + , 2n ), в яких відмова виявлена і відбувається відновлення працездатності 

елемента. 

 

Рис. 4.25. Граф станів послідовної системи з неідеальним контролем ( 1r = ) 

 

Складемо систему алгебраїчних рівнянь відносно стаціонарних 

ймовірностей станів: 

2 2a   

 0 

 1 

 

 2  n 

2n  n + 1 n + 2 

1 1a   n na   

1  
n  

1  
n  2  

1 1   2 2 

 

Працездатна 

Приховані 

відмови 

Ремонт 
2  

n n   
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0 1
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n

i n
i
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n

p p
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+
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
− +  =


  −  =
 +   − =

 + + + =



 

де 1,  2,  ...,  .i n=  

Звідси коефіцієнт готовності 

г.c 0

1

1

1 1
n

i i
i

i ii

K p

=

= =
  

+ + 
  



. 
(4.36) 

Коефіцієнт контрольованої готовності 

1
г.c 1

1

1

1

1 1

n
i

in
ii

n
i i i

i
i ii

K p =

=

=


+ 


= =

  
+ + 

  






, (4.37) 

де 
B

1
,i

iT
 =  

BiT  – середній час відновлення i-го елемента; зaтiT  – середня 

затримка виявлення прихованої відмови в i-му елементі, зaт

1
.i

i

T =


 Як видно з 

рівняння (4.37), за великих зaтiT  середній час відновлення працездатності 

елемента с урахуванням прихованих відмов 
B 3 Tai i iT T+  навіть за малих i  

може бути істотно більшим, ніж середній час власного ремонту 
B

.iT  

Коефіцієнт оперативної готовності знаходять за формулою (4.27), в якій 

значення г.cK  слід розраховувати за формулою (4.36). Середній час 

відновлення працездатності системи 

B

г.c
.c o.c н зaт

г.c 1

1
;

n
i

i i i i
i

K
T T T T

K =

−  
= = +   

 
  (4.38) 
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зaт

1
;i

i

T =


 
B

1
;i

i

T =


 
1

.
n

i
i=

 =   

Якщо 1,n =  формули (4.36)–(4.37) збігаються з формулами (2.54). 

Напівмарковська модель, ідеальний контроль, ненавантажений 

режим. Граф станів цієї моделі, як і граф марковської моделі, складається з 

1n +  станів (див. рис. 4.23). Інтенсивності відмов елементів постійні і 

дорівнюють ,i  1,  2,  ...,  ,i n=  однак час відновлення має довільний розподіл 

B
( ).iF t  У цьому замість системи алгебраїчних рівнянь використовуємо 

формулу для розрахунку стаціонарних ймовірностей станів напівмарковського 

процесу: 

;i i
i

i i
j E

p



 
=

 
  

( )

,i k ki
k

p =   
(4.39) 

де i  – стаціонарні ймовірності станів вкладеного марковського ланцюга 

(ВМЛ); i  – середній час перебування процесу у стані i; kip  – ймовірності 

переходів у ВМЛ. Згідно з графом станів (див. рис. 4.23), система рівнянь 

відносно стаціонарних ймовірностей має вигляд 

0 ;i i ip =   0
1

;
n

i
i=

 =   
0

1;
n

i
i=

 =  0 ;i
ip


=


 
H

,i iT =  i = 1, 2, … , n; 0

1
. =


  

Звідси 

0

1
;

2
 =  1 ,

2

i =


 1,  2,  ...,  .i n=  (4.40) 

Підставляючи вираз (4.40) у формулу (4.39), отримаємо 

B

г.c 0

1

1
;

1
n

i i
i

K p

T
=

= =

+ 

 
Bн

0

[1 ( )] .i iT F t dt



= −  
(4.41) 

Коефіцієнт оперативної готовності знаходять за формулою (4.27), а 

середній час відновлення працездатності системи – за формулою (4.38), де 
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г.сK  слід взяти з формули (4.41), яка включає як окремий випадок формулу 

(4.29) для марковської моделі. 

 

Напівмарковська модель, неідеальний контроль, ненавантажений 

режим. Граф станів цієї моделі має 2 1n +  станів (див. рис. 4.25). 

Інтенсивності відмов елементів сталі і дорівнюють i , i = 1, 2, …, n, частка 

прихованих відмов в i-му елементі дорівнює ,i  час затримки виявлення 

прихованих відмов має розподіл ( ),iG t  а час відновлення – розподіл 
B

( ).iF t  

Складемо систему алгебраїчних рівнянь для стаціонарних ймовірностей ВМЛ: 

0 1
1

;
n

n
i

+
=

 =   0 0;i ip =   1 0 0, 1;n i np+ + =  +   i = 1, 2, …, n; 
2

0

1.
n

i
i=

 =   

Звідси 

B

г.c 0

зaт
1

1
,

1 ( )
n

i i i i i
i

K p

T T
=

= =

+   + 

 
(4.42) 

де 
Bн

0

[1 ( )] ;i iT F t dt



= −  зaт

0

[1 ( )] .i iT G t dt



= −  З рівняння (4.42) за i  = 0 

отримаємо формулу (4.41), а за 1n =  – формулу (2.63). Середній час 

відновлення системи знаходять з формули (4.38), а коефіцієнт оперативної 

готовності – з формули (4.27), де K

 розраховують за формулою (4.42). 

4.8. Приклади розв’язання задач 

Приклад 4.1. Нерезервована аеронавігаційна система літака складається 

з п’яти елементів. Інтенсивності їх відмов наведено у табл. 4.5. 

Таблиця 4.5 

Інтенсивності відмов елементів 

Номер елемента 1 2 3 4 5 

( ),i t  год–1 0,00007 0,00005 0,0004 0,00006 0,00004 

Визначити показники надійності системи: інтенсивність відмови, 

середній час безвідмовної роботи, ймовірність безвідмовної роботи, щільність 
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розподілу часу безвідмовної роботи. Показники надійності ( )P t  та ( )f t  

отримати на інтервалі від 0 до 1000 год з кроком 100 год. 

Р о з в’ я з а н н я. Обчислимо інтенсивність відмови системи 

c
1

0,00007 0,00005 0,00004 0,00006 0,00004 0,00026
n

i
i=

 =  = + + + + =  год-1, 

і середній час безвідмовної роботи системи: 

c
c

1 1
3846

0,00026
T = = =


 год. 

Отримаємо значення ймовірності безвідмовної роботи і щільності 

розподілу часу до відмови табулюванням функції c 0,00026
c( )

t tP t e e
− −= =  та 

c 0,00026
c c( ) 0,00026

t tf t e e− −=  =  на інтервалі від 0 до 1000 год. Результати 

табулювання подано в табл. 4.6. 

Графічно функцію c ( )P t  зображено на рис. 4.26. 

Інтенсивність відмови системи у такому разі є сталою величиною, що 

дорівнює c 0,00026 =  год-1, а її графіком є пряма, паралельна осі часу. 

Таблиця 4.6 

Ймовірність безвідмовної роботи і  

щільність розподілу часу до відмови 

t, год c ( )P t  c ( )f t  

0 1 0,00026 

100 0,974335 0,000253 

200 0,949329 0,000247 

300 0,924964 0,000240 

400 0,901225 0,000234 

500 0,878095 0,000228 

600 0,855559 0,000222 

700 0,833601 0,000217 

800 0,812207 0,000211 

900 0,791362 0,000206 

1000 0,771052 0,000200 
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Рис. 4.26. Ймовірність безвідмовної роботи системи 

Приклад 4.2. Дано три навігаційні системи ЛА з кратностями 

резервування m  = 0, 2, 4 (резерв заміщенням). Елементи системи рівнонадійні і 

мають гамма-розподіл часу до відмови з параметрами 3, =  100 =  год. 

Визначити показники надійності цих навігаційних систем: імовірність 

безвідмовної роботи, щільність і середній час безвідмовної роботи. Скласти 

таблиці і побудувати графіки. Загальна кількість елементів у системах 

1,  3,  5n =  відповідно. 

Р о з в’ я з а н н я. Якщо ( )f t  – щільність гамма-розподілу з параметрами 

  та  , то n -кратна згортка *( ) ( )nf t  також має гамма-розподіл з параметрами 

n  та  . Тому щільність розподілу часу до відмови та ймовірність 

безвідмовної роботи мають вигляд 

1
( )

c

1

c

0

( ) ( ) ;
( )

( ) 1 .
( )

t
n

n

n

xt n

n

t
f t f t e

n

x
P t e dx

n

− −
 



− −




= =
  

= −
  


 

Середній час безвідмовної роботи резервованої системи обчислимо за 

формулою 1c 1,T nT=  де 1 300T =  =  год – середній час безвідмовної роботи 
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одного елемента. Для системи із заданими кратностями резервування 

відповідно отримаємо 1c 1 300T T= =  год, 1c 13 900T T= =  год, 1c 15 1500T T= =  год. 

Приклад 4.3. Прилад, розроблюваний для вимірювання висоти польоту 

ЛА, згідно з функціональним аналізом буде містити 200 рівнонадійних 

елементів. Яка середня інтенсивність відмов λ має бути в одного елемента, 

якщо ймовірність безвідмовної роботи приладу протягом 1000 год має бути не 

меншою, ніж 0,9. Під час вирішення завдання врахувати припущення, що 

відмова будь-якого елемента спричиняє відмову всього приладу. 

Р о з в’ я з а н н я. Оскільки структурна схема надійності приладу є 

послідовним з’єднанням елементів, то 
1

.
N

i
i

P P
=

=  Через те, що Рi однакові, 

маємо .iP NP N t= =   Натомість 0,9.N tP e− = =  Звідси середня інтенсивність 

відмов одного рівнонадійного елемента 

6ln(0,9) ln0,9
0,527 10

200 1000Nt

− = − = −  


 год-1. 

Приклад 4.4. На фізичній моделі крила літака проводили випробування 

його надійності в умовах турбулентності. Експеримент показав, що у 

проміжку часу тривалістю 6T =  одиниць спостерігалось 6( 6) 60N T N= = =  

випадків появи напруги 1 2 60,  ,  ...,  x x x  у крилі. Інтенсивність напруги від циклу 

до циклу є незалежною випадковою величиною, яка розподілена за 

експоненціальним законом з параметром .  

Сумарне значення напруги для всіх 60 випадків становить 78 МПа. 

Знайти точкову оцінку параметра інтенсивності ̂  

Р о з в’ я з а н н я. Якщо інтенсивність напруги розподілена за 

експоненціальним законом, то щільність розподілу має вигляд 

( ) ,  0,  0.xf x e x−=      
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Точкова оцінка параметра інтенсивності: 
60

1

1 60ˆ 0,77.
78

60
i

i

x

=

 = = =



 

Приклад 4.5. Нехай елемент крила ЛА піддається багаторазовий дії 

навантаження згідно з прикладом 4.4 (інформація про значення та 

інтенсивність напруги відома з попереднього прикладу, тобто ˆ 0,77). =  Крім 

того, кількість випадків появи напруги у крилі описується пуасонівським 

розподілом 

( )
( ) ,  1,  2,  3,  ...,

!

i T

T

T e
P N i i

i

−
= = =  

де   – середня кількість випадків появи напруги за одиницю часу. Значення 

міцності елемента, яке є сталою (фіксованою) випадковою величиною, 

0 9,1y =  МПа. Знайти ймовірність безвідмовної роботи ( )P T  для моментів 

часу 1T =  та 10T =  одиниць. 

Р о з в’ я з а н н я. На основі дослідних даних за допомогою класичних 

статистичних методів знаходимо точкову оцінку ймовірності безвідмовної 

роботи крила у момент T , а саме: (1 )( ) ,T RP T e− −=  де R  – ймовірність 

безвідмовної роботи для одного циклу прикладання навантаження 

0

0

0

( ) 1 .

y
y

R f x dx e


= = −  

Отже, 

o( ) exp( ),
y

P T Te
−

= −  0.T   (4.43) 

Середня кількість випадків появи напруги за одиницю часу 
60

10.
6

 = =  

Тоді з рівняння (4.43) отримаємо 
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0,77 9,1 0,00912( ) exp 10 ,( ) TP T Te e−  −= − =  

а для 1T =  маємо (1) 0,990992;P =  для 10T =  отримаємо (10) 0,912835.P =  

 

4.9. Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення поняттю послідовної системи. У чому полягає 

логіка відмов системи? 

2. У чому полягає зв’язок показників надійності системи та її 

елементів? 

3. Що називають порядком нормування надійності? 

4. Які основні положення марковської моделі надійності? 

5. У чому полягає вплив режиму роботи на коефіцієнт готовності 

системи? 

6. Що таке ненавантажене резервування і чим воно відрізняється від 

полегшеного резервування? 

7. Що таке ковзне резервування? Зобразіть схему системи з n  ОЕ та m  

РЕ. 
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