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Abstract
The theme of these theses is about one of the classical pursuit problems is considered, when the point which chased, moves in a straight line. Solving this problem, we depicted the movement of the boats, the pursuit curve, created the differential equation of the second order. Pursuit was considered under the condition that one boat has a speed 2 times greater than the other, determined the meeting point, the time of pursuit, the route traveled. Finally, we generalized this problem to the case of different speed ratios of the boats.

	Вступ

Розглядається одна з класичних задач переслідування, коли точка, яку переслідують, рухається по прямій лінії. Вперше її описав П'єр Бугер у 1732 році [1-3]. Пізніше П'єр Луї Мопертюї розглянув криву переслідування для інших випадків [4,5].

















Постановка задачі. Розглянемо стартову позицію двох рухомих точок, одна з яких переслідує іншу (рис.1). На одному березі (позначеному на рис. 1 як вісь ) водойми з паралельними берегами на відстані  один від одного стоять два катери – катер берегової охорони  і катер порушників кордону (рис.1). В початковий час  катер  починає рухатись перпендикулярно до осі  на протилежний берег водойми (вздовж осі , рис.1) зі швидкістю . Катер  стартує одночасно з катером  і в процесі переслідування обирає напрям руху на поточну точку розташування катера . При цьому катер  має швидкість , яка в два рази більша за швидкість катера : . 







Потрібно визначити: 1) траєкторію  руху катера ; 2) час , за який він наздожене катер ; 3). точку на осі , в якій він наздожене катер . Швидкість течії водойми не враховується.
[image: ]

Рис. 1                     
                                            

Побудова і розв’язання диференціального рівняння траєкторії руху. Траєкторія  руху катера називається кривою переслідування.













Ототожнимо місцеположення катерів на площині  з точками   і . Позначимо через  координати точки  і через  абсцису точки  в поточний момент часу . Проведемо дотичну в точці  до кривої , яка з’єднує точки  і . Позначимо поточні координати дотичної через  і запишемо її рівняння: 

.                                                  (1)




З рівняння (1) дотичної до кривої  за умови  знаходимо абсцису точки її перетину з віссю , яка, за умовою, має дорівнювати .
Отже, з рівняння (1) маємо 

.                                                  (2)




Встановимо формулу для зв’язку між формою  траєкторії  та швидкістю  точки : 

.                                           (3)

Тепер знайдемо вираз для , диференціюючи співвідношення (2): 

.                               (4)


Використовуючи співвідношення між швидкостями , побудуємо шукане диференціальне рівняння кривої   переслідування: 

.
Таким чином, рівняння кривої переслідування має такий вигляд: 

.                                                  (5)
До рівняння (5) потрібно додати дві граничні умови: 

                                          (6)
В результаті отримали замкнену крайову задачу, яка складається з диференціального рівняння (5) та граничних умов (6).


Розв’яжемо рівняння (5). Оскільки рівняння (5) не містить змінну  в явній формі, то порядок рівняння можна знизити заміною : 

.

Скорочення на множник  не призведе до втрати потрібних розв’язків, оскільки нас цікавить нетривіальний розв’язок, тому маємо остаточно:

.                                                   (7)
Розв’яжемо рівняння (7) відокремленням змінних: 

.                                                    (8)
Проінтегруємо ліву частину рівняння (8): 

.
Отже, маємо диференціальне рівняння першого порядку: 

.                                         (9)







Знайдемо константу  з другої граничної умови (6), яка вказує на те, що дотична до кривої в початковий момент  в точці  напрямлена вздовж осі  вниз.  Оскільки в початковій точці  , тому . Далі, враховуючи, що в подальшому русі виконується нерівність , знімемо логарифми в рівнянні (9) і отримаємо таке диференціальне рівняння першого порядку: 

.                  (10)
Рівняння (10) теж розв’язуємо відокремленням змінних: 

.
Після інтегрування останнього рівняння дістанемо: 

.



Константу  знайдемо з першої з граничних умов (6) :  

.

Таким чином, маємо остаточне алгебраїчне рівняння кривої  переслідування: 

.                                              (11)




Тепер з формули (11) можна знайти всі характеристики руху: точку зустрічі катерів на осі ,  час переслідування  та шлях , який пройде катер  під час переслідування.



1). Точка зустрічі на осі  визначається з умови, що : .

2). Час переслідування .



3). Нескладно обчислити шлях, який пройде катер охорони  під час переслідування. Очевидно, що він дорівнює подвоєному шляху, знайденому в п. 1), оскільки швидкості катерів пов’язані співвідношенням . Тобто шуканий шлях дорівнює: .   



В подальшому розв’язок цієї задачі було узагальнено на випадок довільного співвідношення швидкостей катерів , де  - дійсне число. Наведемо остаточний результат, опустивши проміжні викладки (): 

.                                       (12)

За умови  формула (12) збігається із формулою (11).







Формула (12) також дає можливість встановити необхідну величину співвідношення швидкостей  в залежності від заданої точки затримання   катера-порушника  на осі . Величину  знайдемо, поклавши в формулі  та розв’язавши таке квадратне рівняння (підходить лише один корінь, який більше одиниці):  .





Наприклад, щоб наздогнати катер  в заданій точці , катеру  потрібно мати швидкість, в  рази більше за швидкість катера . 













Для ілюстрації на малюнках рис.2-4 наведено графіки кривої переслідування  для трьох випадків: , , . З них випливає той логічний факт, що для затримання катера-порушника  потрібно, щоб величина  задовольняла нерівність . За умови збільшення величини  перетин кривої переслідування  з віссю  відбувається значно раніше, тобто ближче до точки старту. За умови   крива переслідування  взагалі не перетне горизонтальну вісь  і факт затримання порушника не відбудеться. 



                             Рис. 2                                                                 Рис. 3


Рис. 4


Висновки


На основі узагальнення цієї задачі на випадок різних співвідношень  та виконаних числових експериментів зроблені наступні висновки. 






За умови  крива переслідування  обов’язково перетне пряму  руху катера-втікача  і катер-переслідувач   наздожене катер .





За умови   крива переслідування асимптотично наближається до прямої руху  катера  і катер   не наздожене катер .




За раціонального значення  крива переслідування є алгебраїчною   кривою,  за   (при однаковій швидкості катерів  і ) крива переслідування перетворюється на трактрису.
Подальші дослідження у цьому напрямку доцільно проводити із врахуванням швидкості течії водойми. 
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