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Введение. Развитие микропроцессорной техники 

в направлении создания недорогих быстродейст-
вующих микроконтроллеров с большой разрядно-
стью объективно обуславливают  предпосылки к со-
вершенствованию систем управления электромеха-
ническими комплексами. В настоящее время значи-
тельное внимание уделяется алгоритмам управле-
ния, в которых может быть использована информа-
ция не только о координатах объекта управления, но 
и об их производных и интегралах дробной размер-
ности. 

Анализ предыдущих исследований. Для вы-
числения производных и интегралов дробных по-
рядков в системах управления электроприводами 
широко используются различные аппроксимацион-
ные зависимости, базирующиеся на классической 
теории дробномерных дифференциальных операто-
ров [1, 2], построенных на основании частотных ме-
тодов теории автоматического управления [3] и 
представляющих собой приближенную динамиче-
скую модель звена с дробномерным дифференци-
альным оператором [4]. 

Такой подход является приближенным и не име-
ет строгого математического обоснования. Поэтому 
для вычисления производных и интегралов дробных 
порядков будем использовать формулу Грюнвальда-
Летникова, в соответствии с которой дробная про-

изводная 1p ηα  определяется следующим образом: 
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где N, Т – объем и интервал выборки, ( )...Γ  – гамма-

функция (Г-функция) соответствующего аргумента. 
Приоритетное использование формулы (1) объ-

ясняется ее сравнительной простотой и достаточно 
хорошими принципиальными возможностями реа-
лизации на современной цифровой технике. Единст-
венное существенное затруднение в технической 
реализации выражения (1) связано с необходимо-
стью суммирования элементов is , описываемых 

выражением 
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Данные элементы составляют ряд S , который 
образуется при устремлении объема выборки N  к 
бесконечности. Очевидно, что необходимость запо-
минания и манипулирование с массивами информа-
ции бесконечно большого объема является техниче-
ски нереализуемым. Сокращение же объемов вы-
борки приводит к появлению эффекта «короткой 
памяти», влияние которого на процессы в системе 
практически не изучены. Поэтому задача обеспече-
ния вычисления дробномерных производных и ин-
тегралов в реальном времени является актуальной. 

Цель работы. Определение подходов к сокра-
щению объемов математических расчетов при вы-
числении дробномерных производных при сохране-
нии заданных качественных показателей систем 
управления электроприводов постоянного тока. 

Материал и результаты исследования. Пусть 
электромеханическая система описывается диффе-
ренциальными уравнениями в отклонениях [5] 
 umbbp;bp 222212122121 +η+η=ηη=η , (3) 
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me T,T  – эквивалентные электромагнитная и элек-

тромеханическая постоянные времени электропри-
вода; 21 ηη ,  – координаты электропривода (ско-

рость вращения двигателя и ток якорной цепи соот-
ветственно) на траекториях возмущенного движе-
ния. 

Анализ выражения (2) показывает, что его зна-
чение определяется величиной отклонения коорди-
наты возмущенного движения 1η  и значением дро-
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Для сокращения объемов вычислений и выпол-
нения их с известной степенью точности можно 
пренебречь малыми отклонениями, т.е. установить 
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порог на уровне точности измерительной аппарату-
ры, которая используется в электромеханической 
системе.  

Такой подход позволяет сократить время опре-
деления производной дробного порядка (1) за счет 
снижения времени, которое затрачивается на вычис-
ление члена ряда is , если определяющее его откло-

нение меньше заданной точности. Однако он не ис-
ключает необходимости перебора всех элементов 
ряда S  и сравнения их с величиной установленного 
порога. 

Для ограничения числа элементов, используемых 
при вычислении дробномерной производной, рас-
смотрим значения весового коэффициента (4). Оче-
видно, что при изменяющемся значении индекса i  
элемента массива значения коэффициентов ( )i,D α  

будут переменными.  
Для выяснения их возможных значений рассмот-

рим зависимость, определяющую Г-функцию.  
Согласно [1], для любых комплексных чисел z  с 

положительной вещественной частью справедливо 
выражение  

 ( ) ∫
∞

−−=Γ
0

1 dtetz tz , (5) 

а Г-функция (5) имеет следующую геометрическую 
интерпретацию: 

( )zΓ

z

Рисунок 1 – Г-функция вещественного 
положительного аргумента 

 
Анализ зависимости (рис. 1) показывает, что на 

интервале [ )∞+,0  Г-функция возрастает и не имеет 

экстремумов. 
Следовательно, значение выражения (4) будет 

убывать, причем графически изменение коэффици-
ента ( )i,D α  можно представить поверхностью, по-

казанной на рис. 2. 
Анализ приведенного распределения показывает, 

что для множества первых элементов 
( ) [ ]101 ,,,D ∈αα , зависящих от порядка α  оператора 

дифференцирования, наибольшее значение имеет 
элемент, соответствующий производной целого по-
рядка. Т.е. максимум, равный условной единице, 

наблюдается при 1=α . Значения коэффициентов, 
соответствующих значениям α  из диапазона [ )10, , 

уменьшаются линейно и минимальное значение 
элемента множества ( )1,D α  соответствует случаю 

0=α , т.е. вырождению дробно-дифференциального 
оператора в линейный.  

( )i,D α

Рисунок 2 – Поле значений весовых коэффициентов 
членов ряда (2) 

 
Интересной особенностью полученной зависи-

мости является то, что для остальных членов ряда 
( ) [ ] ),[i,,,i,D +∞∈∈αα 210  значения зависимости (4) 

аппроксимируются квадратичным полиномом, а са-
ма зависимость приобретает явно выраженный экс-
тремальный характер. Для 2i =  этот полином имеет 
следующий вид: 

 ( ) 04504050 2 ,,,P +α+α−=α . (6) 

Максимум полинома (6) приходится на значение, 
соответствующее 50,=α . При увеличении числа 
значимых элементов максимум зависимости смеща-
ется влево (рис. 3).  

( )i,Dα

α

Рисунок 3 – Смещение максимума весовых 
коэффициентов (4) при изменении объема выборки 

Несмотря на существенную нелинейность коэф-
фициентов (4), их значения, начиная с 10 элемента, 
не превышают 0,01. 
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Экстремальный характер имеет и само значение 

дробного дифференциала αp . Для удобства анализа 

на рис. 4, 5 отклонение координаты возмущенного 
движения принято постоянным и равным единице. 

α

αp

Рисунок 4 – Значение дробного дифференциала при 
изменении объема выборки. Т=0,001 

αp

α

Рисунок 5 – Значение дробного дифференциала при 
изменении интервала выборки. N=100 

 
Несложно заметить, что и снижение объема, и 

уменьшение интервала выборки приводят к росту 

значения αp . Из графиков видно, что одно и то же 

значение дробнодифференциальной функции может 
быть получено при разных значениях параметров 

T,N,α .  

Необходимо также отметить, что в реальной 
электромеханической системе при небольшом объ-
еме выборки может иметь место эффект «короткой 

памяти», т.е. при одинаковых расчетных αp  реаль-

ные их значения могут существенно отличаться. Это 
обусловлено постоянным изменением отклонения 
координаты возмущенного движения 1η , естест-

венными и искусственными ограничениями (напри-
мер, на максимальное значение управляющего воз-
действия), нелинейностями и т.п. Очевидно, что 
указанный факт должен быть учтен при технической 
реализации системы управления. 

Для объекта управления (3), в соответствии с [5], 
разрывное управление имеет вид: 

 ( )1122 η+η−−= pbsignU , (6) 

определяя структуру регулятора как релейную с 
пропорционально-дифференциальной линией пере-
ключения. 

Заменив в управлении (6) производную 1ηp  ее 

дробномерным аналогом, приведем управляющее 
воздействие к виду: 

 ( ) [ ]101122 ,,pbsignU ∈αη+η−−= α . (7) 

Результаты математического моделирования 
системы управления с алгоритмом (7) для электро-
привода с двигателем постоянного тока типа  
ДПР-72 для различных значений α  показаны на 
рис. 6.  

Как следует из анализа полученных результатов, 
уменьшение  показателя α  характеризуется сниже-
нием демпфирующего влияния производной в зако-
не управления. Это приводит к уменьшению скоро-
сти рассеяния избыточной энергии, которая запасе-
на на траекториях возмущенного движения, сниже-
нию частоты переключений релейного регулятора и, 
как следствие, повышению колебательности в сис-
теме. Избыточное же влияние Д-составляющей при-
водит к затягиванию переходных процессов. 

Практически аналогичная ситуация наблюдается 
и при изменении объема выборки при фиксирован-
ном интервале и показателе α  (рис. 7). Причем при 
определенном сочетании основных параметров 
формулы Грюнвальда-Летникова ( T,N,α ) может 

быть получено высокое качество переходных про-
цессов в системе при незначительном объеме вы-
борки (рис.7, 80,=α , 10=N ). 

Выводы. Таким образом, возможность варьиро-
вания основных параметров при вычислении произ-
водных нецелочисленных порядков позволяет зна-
чительно упростить техническую реализацию сис-
тем с дробномерной гиперплоскостью переключе-
ния при обеспечении заданного качества регулиро-
вания и сохранении необходимого запаса устойчи-
вости. Дальнейшие исследования в этой области бу-
дут направлены на определение математических за-
висимостей между параметрами объекта управле-
ния, коэффициентами дробномерных производных и 
качественными характеристиками системы электро-
привода в статических и динамических режимах. 
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ηαp

 
Рисунок 6 – Переходные процессы в системе с дробномерным регулятором при изменении показателя α . 

Объем выборки N=100, интервал выборки Т=2х10-5с 

 
ηαp

 
Рисунок 7 – Переходные процессы в системе с дробномерным регулятором при изменении объема выборки. 

Интервал выборки Т=2х10-5с, оператор 50.=α  
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