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Анотація
У роботі було розглянуто прикладні та звичайні функціональні задачі математичної глобаль-

ної однокритеріальної оптимізації. На тестування було запропоновано три алгоритми оптимізації,
а саме: бджолиний алгоритм, алгоритм зграї кажанів, китовий алгоритм. У результаті було пред-
ставлено те як різні алгоритми впоралися з прикладною задачею для знаходження оптимальних
значень параметрів конструкції для моделювання зварної балки.
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Вступ
Ройовий інтелект, як і інші методи з відкри-

тої природи, має значну актуальність у оптимізації
складних систем. Особливо в умовах сьогодення, де
дослідження зосереджені на знаходженні оптималь-
них рішень у великих і складних просторах, ройо-
вий інтелект ефективно розв’язує прикладні задачі
глобальної оптимізації, де потрібно знаходити най-
кращі рішення великого обсягу даних із складни-
ми функціональними взаємозалежностями. Систе-
ми, які описуються нелінійними залежностями, мо-
жуть бути складними для оптимізації традиційними
методами й алгоритмами глобальної багатовимірної
оптимізації. Слід зазначити, що алгоритми і мето-
ди ройового інтелекту швидко адаптуються до змін
у середовищі або вимогах завдання, що робить їх
потужним інструментом для оптимізації складних
систем у змінних умовах.

1. Постановка задачі
Більшість прикладних задач оптимізації зводя-

ться до знаходження глобальних екстремумів фун-
кцій у класичній постановці, яка подається так [1]:

𝑦 = 𝐹 (𝑋) → 𝑚𝑖𝑛 (𝑚𝑎𝑥), 𝑋 ∈ 𝐺, 𝐺 ⊂ 𝑅𝑛,

де 𝐺 – простір пошуку значень аргументів 𝑋, 𝑛 – роз-
мірність простору пошуку глобального екстремуму
функції. 𝑋 – факторні незалежні змінні, які встанов-
люють причинно-наслідковий зв’язок з залежною
результуючою змінною 𝑦. На функцію 𝐹 (𝑋) часто
накладаються функціональні обмеження, які подаю-
ться у вигляді різних функціональних залежностей.
Складність цільової функції 𝐹 (𝑋) і відповідних

обмежень 𝑔𝑖 (𝑋) визначається конкретним техні-
чним завданням. Від вигляду 𝐹 (𝑋) і 𝑔𝑖 (𝑋) залежить
вибір оптимізаційного методу, який буде застосову-

ватись для пошуку 𝐹 (𝑋∗). Слід зазначити, що за-
лежність виду:

𝑦 = 𝐹 (𝑋) → 𝑚𝑖𝑛

у задачах машинного навчання часто подається у
вигляді сумарної або середньої помилки, яка поля-
гає у відхиленні між реальними даними та модель-
ними, які пропускаються через функціональну зале-
жність.
У даній роботі розглядатимуться завдання пошу-

ку глобального мінімуму задач без функціональних
обмежень на цільову функцію/функціонал, та зада-
чі з обмеженнями у вигляді функцій, а також мето-
ди їх пошуку.

2. Алгоритми прикладних
оптимізаційних задач

2.1. Бджолиний Алгоритм

Метод оптимізації медоносних бджіл, який ще на-
зивають бджолиним алгоритмом, починається з ви-
значення розміру популяції та кількості бджіл які
будуть займатися пошуком локального вирішення
оптимізаційної задачі [2], як це відбувається у ме-
доносних бджіл коли бджоли розвідники повертаю-
ться у вулик та розповідають іншим своїм бджолам
працівникам про якість знайденого джерела пилку.
Початкова популяція створюється завдяки генерації
випадкових значень на визначеному межами просто-
рі рішень. Відсоток того скільки буде бджіл праців-
ників визначається вуликом, а в алгоритмі це визна-
чають параметри 𝑒 та 𝑏, які відповідають за кіль-
кість обраних ділянок для пошуку, що описуються
як найкращі та кращі ділянки з усіх рішень попу-
ляції, відповідно. Кількість найкращих ділянок не
може бути більшою за кількість кращих, так як най-
кращі обираються з числа кращих ділянок.

Математичне моделювання та аналiз даних
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2.2. Алгоритм зграї кажанів

Алгоритм зграї кажанів був натхнений приро-
дою ехолокаційних здібностей мікрокажанів, бо
зазвичай великі кажані не мають такої здібності
[3]. Ехолокацію мікрокажани використовують для
пошуку здобичі та орієнтування у просторі при
полюванні за здобиччю, що в нашому випадку
може бути використано для пошуку оптимального
рішення з простору рішень. Для алгоритму було
виведено деякі константи з природи ехолокації
мікрокажанів, такі як: частота звукових імпульсів
𝑓, довжина хвилі ультразвукових імпульсів 𝜆, та
швидкість звуку у повітрі 𝑣. Але так як ці параме-
три взаємо залежні за формулою:

𝜆 = 𝑣
𝑓

, (1)

в алгоритмі для тестування було використано тіль-
ки 𝑓 – частота ультразвукових імпульсів. Частота
ультразвукових імпульсів впливає на те як далеко
зайде уявний кажан при переміщенні. Для алгори-
тму також визначають параметри які впливають на
рух уявного кажана у просторі рішень, а саме: 𝑣 –
швидкість руху кажана у просторі рішень, 𝐴 – гу-
чність ультразвукового імпульсу для пошуку опти-
мального рішення, та 𝑟 – швидкість ультразвуково-
го імпульсу для пошуку. Якщо швидкість 𝑣 впливає
на те як далеко уявний кажан може долетіти на про-
сторі рішень, то гучність 𝐴 та швидкість 𝑟 імпуль-
су регулюють те наскільки близько уявний кажан
знаходиться від здобиччі . Зміна параметрів 𝐴 та
𝑟 відбувається за допомогою допоміжних змінних 𝛼
та 𝛾 відповідно за формулами (2) та (3) в межах
0 < 𝛼 < 1 та 𝛾 > 0. Змінюються параметри 𝐴 та 𝑟 до
певних обмежень що вказані в (4).

𝐴𝑡+1
𝑖 = 𝛼𝐴𝑡

𝑖 (2)

𝑟𝑡+1
𝑖 = 𝑟0

𝑖 [1 − exp−𝛾 ∗ 𝑡] (3)

𝐴𝑡
𝑖 → 0, 𝑟𝑡

𝑖 → 𝑟0
𝑖 , as 𝑡 → ∞, (4)

де 𝑡 – номер ітерації, 𝑟0
𝑖 – початкове значення 𝑟𝑖, яке

може бути близьким до нуля або 𝑟0
𝑖 ∈ [0, 1]. Поча-

ткове значення 𝐴0
𝑖 при цьому повинно бути [1, 2], а

𝐴𝑚𝑖𝑛 = 0.
Для кожного кажана значення цих параметрів рі-

зне, тобто маємо вектори розмірністю 𝑛 де кожен
елемент вектора це значення для окремого кажана.
Значення параметрів які були використанні при те-
стуванні продемонстровані у табл. 1. Для переміще-
ння кажанів по простору рішень використовуються
відповідні формули (5), але для локального пошу-
ку рішення використовують вже іншу формулу (6)
в якій використовується не певне значення гучно-
сті ультразвукового імпульсу, а середня гучність по
всім кажанім на поточній ітерації.

𝑓𝑖 = 𝑓𝑚𝑖𝑛 + (𝑓𝑚𝑎𝑥 − 𝑓𝑚𝑖𝑛)𝛽,
𝑣𝑡

𝑖 = 𝑣𝑡−1
𝑖 + (𝑥𝑡

𝑖 − 𝑥∗)𝑓𝑖,
𝑥𝑡

𝑖 = 𝑥𝑡−1
𝑖 + 𝑣𝑡

𝑖,
(5)

де 𝑥∗ – найкращий результат пошуку на поточній
ітерації.

𝑥𝑛𝑒𝑤 = 𝑥𝑜𝑙𝑑 + 𝜖𝐴𝑡, (6)

де 𝜖 ∈ [−1, 1] – випадкове число, а 𝐴𝑡 =< 𝐴𝑡
𝑖 > – се-

реднє значення гучності ультразвукового імпульсу
всіх кажанів на поточній ітерації.

Таблиця 1. Таблиця визначених значень параметрів
для алгоритму зграї кажанів.

Параметр Значення
n 100

𝑓𝑚𝑖𝑛 0
𝑓𝑚𝑎𝑥 100
𝐴𝑖 ∈ [1, 2]

𝐴𝑚𝑖𝑛 0
𝑟𝑖 ∈ [0, 1]
𝛼 0.9
𝛾 0.9

2.3. Китовий Алгоритм

Алгоритм оптимізації китів черпає натхнення з
природи полювання горбатих китів. Для вполюван-
ня зграї маленьких риб, кити пускають бульбашки
та рухаються по спіралі для того щоб загнати здо-
бич у вузьке місце поближче до поверхні води де
й атакують свою здобич [4]. Так як оптимальне рі-
шення у просторі рішень зазвичай не відоме, тоді
алгоритм китів припускає що найкращий кандидат
з найкращим результатом на просторі рішень є здо-
биччю. Після визначення найкращого пошукового
агента (кита) інші агенти намагаються оновити своє
розташування у напрямку визначеної позиції най-
кращого агента. Така поведінка описується насту-
пними рівняннями:

𝐷⃗ = |𝐶𝑋∗(𝑡) − 𝑋⃗(𝑡)|, (7)

𝑋⃗(𝑡 + 1) = 𝑋∗(𝑡) − 𝐴 ⋅ 𝐷⃗, (8)

де 𝐴 та 𝐶 вектори коефіцієнти які обраховуються за
(9), (10), 𝑋∗ – вектор позиції найкращого рішення
яке є на поточній ітерації, 𝑋⃗ – позиційний вектор
одного кита на просторі пошуку, ⋅ – поелементне
множення.
Вектори коефіцієнти 𝐴 та 𝐶 обраховуються за та-

кими формулами:

𝐴 = 2𝑎 ⋅ 𝑟 − 𝑎, (9)

𝐶 = 2 ⋅ 𝑟, (10)

де 𝑎 лінійно зменшується від 2 до 0 вздовж макси-
мальної кількості ітерацій, та 𝑟 – випадковий вектор
в проміжку [0, 1]. Це допомагає іншим пошуковим
агентам рухатися до позиції найкращого рішення та
симулювати оточення здобичі спіральними рухами.
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Цей процес можна розширити до 𝑛-вимірного про-
стору рішень, де пошукові агенти будуть рухатися
навколо найкращого рішення на поточній ітерації.
Процес оптимізації можна розділити на два етапи:

Метод атаки бульбашковою сіткою (фаза експлуата-
ції) та Пошук здобиччі (фаза розвідки).
Фаза експлуатації поділяється на наступні два

кроки:
1. Зменшувально-оточувальний механізм: цей ме-
ханізм досягається завдяки зменшенню значе-
ння параметра 𝑎 з рівняння (9), таким чином
зменшується значення вектору-коефіцієнту 𝐴.
Завдяки цьому нова позиція пошукового аген-
ту може бути визначена де завгодно між пото-
чною позицією агента та позицією найкращого
агента на поточній ітерації.

2. Спіральне оновлення позиції: така поведінка до-
сягається завдяки наступному рівнянню, що імі-
тує гвинтоподібний рух горбатих китів:

𝑋⃗(𝑡 + 1) = 𝐷′ ⋅ 𝑒𝑏𝑙 ⋅ cos(2𝜋𝑙) + 𝑋∗(𝑡),

де 𝐷′ = |𝑋∗(𝑡) − 𝑋⃗(𝑡)| та вказує відстань 𝑖-того ки-
та (агента пошуку) до здобиччі (кращого рішення
на поточній ітерації), 𝑏 – константа для визначення
форми логарифмічної спіралі, а 𝑙 – випадкове число
в межах [−1, 1] та ⋅ – поелементне множення. Така
модель виглядає наступним чином:

𝑋⃗(𝑡 + 1) = 𝑋∗(𝑡) − 𝐴 ⋅ 𝐷⃗, 𝑝 < 0.5
𝑋⃗(𝑡 + 1) = 𝐷′ ⋅ 𝑒𝑏𝑙 ⋅ cos(2𝜋𝑙) + 𝑋∗(𝑡), 𝑝 ≥ 0.5,

де 𝑝 – випадкове число в межах [0, 1].
У фазі пошуку здобиччі пошукові агенти шука-

ють здобич випадковим чином. На відміну від фази
експлуатації, в цій фазі рух відбувається до випад-
ково обраного пошукового агента, а не до найкращо-
го. Цей рух відбувається у обох напрямках, до та від
еталонного кита (пошукового агента). Математична
модель цього процесу описується наступним чином:

𝐷⃗ = |𝐶 ⋅ ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 − 𝑋⃗|,

𝑋⃗(𝑡 + 1) = ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 − 𝐴 ⋅ 𝐷⃗,

де ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 – випадково обраний пошуковий агент до
якого буде виконуватися рух.

3. Практичні результати роботи
3.1. Тестування алгоритмів ройового

інтелекту на класичних задачах
оптимізації

1. Двовимірна функція Біла. Тестова функція Бі-
ла має такий математичний вигляд [5]:

𝑓 (𝑥) = (1, 5 − 𝑥 + 𝑥𝑦)2 → 𝑚𝑖𝑛,

де 𝑥 ∈ [−4, 5; 4, 5], 𝑦 ∈ [−4, 5; 4, 5] . Глобальний
мінімум в точці (𝑥∗, 𝑦∗) = (3; 0, 5) . 𝑓 ∗ = 0.

2. Двовимірна функція Голдстейн-прайса.

𝑠1 (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦 + 1)2 ,
𝑠2 (𝑥, 𝑦) = 19 − 14𝑥 + 3𝑥2,

𝑠3 (𝑥, 𝑦) = −14𝑦 + 6𝑥𝑦 + 3𝑦2,
𝑠4 (𝑥, 𝑦) = 𝑠2 (𝑥, 𝑦) + 𝑠3 (𝑥, 𝑦) ,

𝑠5 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥 − 3𝑦)2 ,
𝑠6 (𝑥, 𝑦) = 18 − 32𝑥 + 12𝑥2,

𝑠7 (𝑥, 𝑦) = 48𝑦 − 36𝑥𝑦 + 27𝑦2,
𝑠8 (𝑥, 𝑦) = 𝑠6 (𝑥, 𝑦) + 𝑠7 (𝑥, 𝑦) ,

𝑔1 (𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑠1 (𝑥, 𝑦) 𝑠2 (𝑥, 𝑦) ,
𝑔2 (𝑥, 𝑦) = 30 + 𝑠3 (𝑥, 𝑦) 𝑠6 (𝑥, 𝑦) ,

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑔1 (𝑥, 𝑦) 𝑔2 (𝑥, 𝑦) ,

де 𝑥 ∈ [−2; 2], 𝑦 ∈ [−2; 2] .
3. Функція Розенброка.

𝑓((𝑥) =
𝑛−1

∑
𝑖=1

[100 (𝑥𝑖+1 − 𝑥2
𝑖 ) + (1 − 𝑥𝑖)

2
] ,

де 𝑥𝑖 ∈ (−∞; +∞).
4. Функція Растригіна.

𝑓 (𝑋) = 𝐴𝑛 +
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑥2
𝑖 − 𝐴 ⋅ cos (2𝜋𝑥𝑖)) ,

де 𝐴 = 10, 𝑥𝑖 ∈ [−5, 12; 5, 12], 𝑖 = 1; 𝑛. Глобальний
мінімум в точці 𝑋∗ = (𝑥∗

1, 𝑥∗
2, ..., 𝑥∗

𝑛) = (0; 0; ...; 0) .
𝑓 (𝑋∗) = 0.

5. Функція Аклея.

𝑓1 (𝑥, 𝑦) = −20𝑒
− 1

5 √
𝑥2+𝑦2

2 ,
𝑓2 (𝑥, 𝑦) = −𝑒−0,5(cos 2𝜋𝑥+cos 2𝜋𝑦),
𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓1 (𝑥, 𝑦) + 𝑓2 (𝑥, 𝑦) ,

де 𝑥, 𝑦 ∈ [−5; +5].

3.2. Тестування алгоритмів ройового
інтелекту на прикладних задачах
оптимізації

Задача оптимізації конструкції зварної балки.
Математичне формулювання задачі наведено ниж-
че. Потрібно знайти глобальий мінімум функції ви-
ду:

𝑓 (𝑋) = 1, 10471𝑥2
1 + 0, 04811𝑥3𝑥4 (14 + 𝑥2) . (11)

Обмеження на цільову функцію виглядають так:

𝜏 (𝑋) − 𝜏𝑚𝑎𝑥 ≤ 0,
𝜎 (𝑋) − 𝜎𝑚𝑎𝑥 ≤ 0, 𝑥1 − 𝑥4 ≤ 0,
0, 10471𝑥2

1 + 0, 04811𝑥3𝑥4 (14 + 𝑥2) − 5.0 ≤ 0,
0, 125 − 𝑥1 ≤ 0,
𝛿 (𝑋) − 𝛿𝑚𝑎𝑥 ≤ 0,
𝑃 − 𝑃𝐶 (𝑋) ≤ 0,
0, 1 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 2, 𝑖 = 1; 4
0, 1 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 10, 𝑖 = 2; 3,

(12)
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Таблиця 2. Таблиця результатів оптимізації параметрів конструювання зварної балки.

Метод
Змінні конструкції

𝑓 (𝑥)
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

(1) BOA 0,2443 6,2177 8,2915 0,2443 2,3811
(2) BIA 0,2445 6,2177 8,2915 0,2444 2,3810
(3) WOA 0,2444 6,2177 8,2914 0,2443 2,3811

Рис. 1. Вигляд зварної балки

де

𝜏 (𝑋) = √(𝜏′)2 + 2𝜏′𝜏′′ 𝑥2
2𝑅 + (𝜏′′)2,

𝜏′ = 𝑃
√2𝑥1𝑥2

, 𝜏′′ = 𝑀𝑅
𝐽 , 𝑀 = 𝑃 (𝐿 + 𝑥2

2 ) ,

𝑅 = √
𝑥2

2
4 + (

𝑥1+𝑥3
2 )

2
,

𝐽 = 2 {
𝑥1𝑥2
√2 [

𝑥2
2

12 + (
𝑥1+𝑥3

2 )
2

]} ,

𝜎 (𝑋) = 6𝑃 𝐿
𝑥4𝑥2

3
,

𝛿 (𝑋) = 4𝑃 𝐿3

𝐸𝑥3
3𝑥4

,

𝑃𝑐 (𝑋) =
4.013√𝐸𝐺(𝑥2

3𝑥6
4/36)

𝐿2 (1 − 𝑥3
2𝐿 √

𝐸
4𝐺 ) .

(13)

Оптимальний розв’язок поставленої задачі (11),
(12), (13) подається у вигляді точки:

𝑋∗ = (0, 2444; 6, 2177; 8, 2915; 0, 2444) ,
𝑓 ∗ = 2, 3810.

Результати тестування на прикладній задачі для
всіх методів/алгоритмів подаються у табл. 2.

3.3. Аналіз отриманих результатів
тестування

У результаті можна сказати що є сенс на об’єдна-
ння бджолиного та китового алгоритмів щоб отри-

мати результат ще швидше та зменшити тенденцію
бджолиного алгоритму до сповільнення при збіль-
шені розмірності вектору позиції на просторі пошу-
ку. Але й об’єднання китового алгоритму та алго-
ритму зграї кажанів теж має сенс щоб зменшити
тенденцію зграї кажанів до застрягання в локаль-
ному мінімумі та покращити рух китів у напрямку
найкращого рішення.

Висновки

У роботі було протестовано три методи й алгори-
тми ройового інтелекту: бджолиний алгоритм, ал-
горитм зграї кажанів, та алгоритм китів. Методи
й алгоритми тестувалися на різного роду тестових
функціях для знаходження глобального екстрему-
му що відносяться до задач глобальної багатовимір-
ної однокритеріальної оптимізації, та на задачі ін-
женерного спрямування для знаходження оптималь-
них значень параметрів для моделювання зварної
балки.
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