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1 Ëiíiéíi îïåðàòîðè

1. Îïåðàòîðîì íàçèâà¹òüñÿ äiÿ, ÿêà ïåðåâîäèòü êîæíèé åëåìåíò g ìíîæèíè G ó

åëåìåíò g′ ìíîæèíè G ′
.

2. Îïåðàòîð F̂ íàçèâàþòü ëiíiéíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g1 òà g2 ìíî-

æèíè G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

F̂ (a1g1 + a2g2) = a1F̂ g1 + a2F̂ g2,

äå a1 òà a2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.

3. Äîáóòêîì îïåðàòîðiâ íàçèâàþòü ïîñëiäîâíó äiþ îïåðàòîðiâ

F̂1F̂2g = F̂1(F̂2g).

Ó äîáóòêó îïåðàòîðiâ âàæëèâ ïîðÿäîê äi¨ îêðåìèõ îïåðàòîðiâ.

4. Âåëè÷èíó [F̂1, F̂2] = F̂1F̂2−F̂2F̂1 íàçèâàþòü êîìóòàòîðîì îïåðàòîðiâ F̂1 òà F̂2.

ßêùî êîìóòàòîð äîðiâíþ¹ íóëåâi, òî ãîâîðÿòü, ùî îïåðàòîðè êîìóòóþòü, ÿêùî íi

� òî ãîâîðÿòü, ùî îïåðàòîðè íå êîìóòóþòü.

5. Îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì íàçèâàþòü òàêèé îïåðàòîð, ÿêèé ëþáèé åëåìåíò ìíî-

æèíè G ïåðåâîäèòü ñàì ó ñåáå

Îg = g.

6. Îïåðàòîðîì îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà F̂ íàçèâàþòü òàêèé îïåðàòîð F̂−1
, äëÿ

ÿêîãî

F̂−1F̂ = F̂ F̂−1 = Î .

7. Ôóíêöiþ âiä îïåðàòîðà f(F̂ ) âèçíà÷àþòü ÿê ðÿä Òåéëîðà

f(F̂ ) = f(0)Î +
∞∑

n=1

1

n!
f (n)(0)F̂ n,

äå f (n)(0) � n-òà ïîõiäíà âiä �óíêöi¨ f(x).
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8. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì äâîõ õâèëüîâèõ �óíêöié ϕ(x) òà ψ(x) íàçèâà¹òüñÿ ÷è-

ñëî

1

(ϕ, ψ) =

∫
ϕ∗(x)ψ(x)d3x, äå d3x ≡ dxdydz.

Íàäàëi äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó áóäóòü âèðàæàòèñÿ ÷åðåç �áðà� òà �êåò� âåêòîðè

〈ϕ|ψ〉 ≡ (ϕ, ψ) =

∫
ϕ∗(x)ψ(x)d3x.

9. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈ϕ| F̂ |ψ〉 ≡ (ϕ, F̂ψ) =

∫
ϕ∗(x)F̂ψ(x)d3x,

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì åëåìåíòîì îïåðàòîðà F̂ ìiæ �óíêöiÿìè ψ(x) òà ϕ(x).
Ó âèïàäêó, êîëè öi �óíêöi¨ ñïiâïàäàþòü, (ψ, F̂ψ), ìàòðè÷íèé åëåìåíò íàçèâàþòü

ñåðåäíiì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà F̂ ïî öié �óíêöi¨.

10. Îïåðàòîð F̂ †
íàçèâàþòü ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà F̂ , ÿêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

〈ϕ| F̂ |ψ〉 = 〈ψ| F̂ † |ϕ〉∗ .
Îïåðàòîðè, äëÿ ÿêèõ ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ñïiâïàäà¹ iç ñàìèì îïåðàòîðîì

F̂ † = F̂ ,

íàçèâàþòü åðìiòîâèìè àáî ñàìîñïðÿæåíèìè.

11. ßêùî äëÿ îïåðàòîðà F̂ çíàéäåíî òàêó �óíêöiþ ψ(x), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ

F̂ψ(x) = fψ(x),

äå f � êîìïëåêñíå ÷èñëî, òî �óíêöiþ ψ(x) íàçèâàþòü âëàñíîþ �óíêöi¹þ îïåðà-

òîðà, à ÷èñëî f � âëàñíèì ÷èñëîì.

12. ßêùî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äîðiâíþ¹ ñâî¹ìó îáåðíåíîìó îïåðàòîðó, òî òàêèé

îïåðàòîð íàçèâàþòü óíiòàðíèì

F̂ † = F̂−1, àáî F̂ †F̂ = F̂ F̂ † = Î .

1

Òóò i äàëi çiðî÷êà îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ.
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ÇÀÄÀ×I

1.1 Äîâåñòè, ùî ñóìà äâîõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ¹ òåæ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

1.2 Ïîêàçàòè, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ åðìiòîâîãî îïåðàòîðà ¹ äiéñíèìè ÷èñëàìè.

1.3 Â òà B̂ äâà åðìiòîâèõ îïåðàòîðà.

(a) Ïîêàçàòè, ùî Â+ B̂ òåæ åðìiòîâ îïåðàòîð.

(b) ×è áóäóòü åðìiòîâèìè îïåðàòîðè ÂB̂ òà ÂB̂ + B̂Â?

1.4 Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà L̂ ïîêàçàòè íàñòóïíå:

(a) (L̂†)† = L̂;

(b) îïåðàòîðè L̂†L̂ òà L̂L̂†
åðìiòîâi;

(
) îïåðàòîðè L̂† + L̂ òà i(L̂− L̂†) åðìiòîâi.

(d) [Â, Ân] = 0.

(e) Â−1B̂2Â =
(
Â−1B̂Â

)2

.

(f) Â−1B̂nÂ =
(
Â−1B̂Â

)n
.

(g) Â−1f
(
B̂
)
Â = f

(
Â−1B̂Â

)
.

1.5 Äîâåñòè, ùî äëÿ îïåðàòîðiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi [Â, B̂] = C, äå C �

ëþáå ÷èñëî, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ [f(Â), B̂] = f ′(Â).

1.6 Äîâåñòè, ùî eξÂB̂e−ξÂ = B̂ + Cξ, ÿêùî [B̂, Â] = C, äå C � ÷èñëî, à ξ �

äîâiëüíèé ïàðàìåòåð.

1.7 Äîâåñòè òîòîæíiñòü ßêîái [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0.

1.8 Îïåðàòîð Â åðìiòîâ. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð U = exp
(
iÂ
)
óíiòàðíèé.

1.9 Çíàéòè îïåðàòîð ñïðÿæåíèé äî

∂n

∂xn . ßêi ç öèõ îïåðàòîðiâ åðìiòîâi?

1.10 Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð â ′ = i√
2
p̂+ x̂ ñïðÿæåíèé äî â = − i√

2
p̂+ x̂. Òóò p̂ òà x̂

� îïåðàòîðè iìïóëüñó òà êîîðäèíàòè â îäíîìiðíîìó ïðîñòîði.

1.11 Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi îïåðàòîð åðìiòîâi

(a) îïåðàòîð iìïóëüñó p̂ = ~

i∇;

(b) îïåðàòîð ìîìåíòó iìïóëüñó L̂ = x× p̂;

(
) ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 .
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1.12 �îçãëÿíóòè îïåðàòîðè

(a) iíâåðñi¨ P̂ : P̂ψ(x) = ψ(−x),

(b) çñóâó T̂a: T̂aψ(x) = ψ(x + a),

Ïîêàçàòè, ùî öi îïåðàòîðè ¹ åðìiòîâèìè.

1.13 Çíàéòè âëàñíi �óíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà iíâåðñi¨.

1.14 Êâàíòîâà ÷àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ ó ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. ×è ìîæå ÷à-

ñòèíêà ìàòè îäíî÷àñíî ïåâíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ òà ïàðíîñòi?

1.15 Çíàéòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi äiþ íàñòóïíèõ îïåðàòîðiâ íà õâèëüîâó �óíêöiþ

(a) exp(iπP̂ ), äå P̂ îïåðàòîð iíâåñi¨;

(b) T̂a = exp
(
a d
dx

)
.

1.16 Äîâåñòè òîòîæíiñòü

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

3!

[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ . . . .

1.17 Äëÿ ñòàíó, ùî îïèñó¹òüñÿ õâèëüîâîþ �óíêöi¹þ

ψ(x) = C exp

[
i
p0x

~
− (x− x0)

2

2a2

]
,

äå p0, x0 òà a � äiéñíi ïàðàìåòðè, çíàéòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ òà �ëþêòóàöi¨

êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó.

Ïðèìiòêà: Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê 〈L̂〉 ≡ 〈ψ|L̂|ψ〉, äå
õâèëüîâà �óíêöiÿ íîðìîâàíà íà îäèíèöþ, 〈ψ|ψ〉 = 1. Ôëþêòóàöiÿ ¹ (∆L)2 =

〈L̂2〉 − 〈L̂〉2.

1.18 Äëÿ äâîõ åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ Â òà B̂ êîìóòàòîð ¹ iF , äå F̂ � åðìiòîâèé

îïåðàòîð. Äîâåñòè, ùî äëÿ �ëþêòóàöié �içè÷íèõ âåëè÷èíA òàB âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

(∆A)2 (∆B)2 ≥ 1

4

〈
F̂
〉2

.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

1.4 Òîòîæíîñòi (a)�(f) äîâîäÿòüñÿ åëåìåíòàðíî. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ òîòîæíiñòi (g)

ïîòðiáíî ðîçêëàñòè â ðÿä f(Â) ïî ñòåïåíÿõ Â i çàñòîñóâàòè òîòîæíiñòü (f).

1.5 Äîâîäèòüñÿ ïðÿìîþ ïiäñòàíîâêîþ.

1.6 Âêàçiâêà: Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè îêðåìèé âèïäîê, êîëè f(L̂) = L̂n.
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1.7 Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i.

1.9 (−1)n ∂n

∂xn . Åðìiòîâèìè ¹ îïåðàòîðè ç ïàðíèì n.

14 Ìîæå.

1.15 (a) −ψ(x).
(b) ψ(x+ a).

1.16 Âêàçiâêà: �îçãëÿíóòè n-òó ïîõiäíó
dn

dtn
etÂB̂e−tÂ|t=1.

1.17 〈p̂ 〉 = p0, 〈x〉 = x0, (∆p)2 = ~
2

2a2 , (∆x)2 = 1
2
a2
.
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2 Êâàíòîâèé ðóõ â îäíîìiðíîìó ïðîñòîði

1. Îäíîìiðå ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

− ~
2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x),

äå m òà E � ìàñà òà åíåðãiÿ ÷àñòèíêè, ψ(x) � ¨¨ õâèëüîâà �óíêöiÿ.

2. Âiä ïîòåíöiàëà U(x) íåîáîâ'ÿçêîâî âèìàãàòè íåïåðåðâíîñòi, âií â äåÿêèõ òî-

÷êàõ ìîæå çìiíþâàòèñü ñòðèáêîì. ßêùî â òî÷öi ðîçðèâó x = x0 ïîòåíöiàë çìiíþ-

¹òüñÿ íà êiíöåâó âåëè÷èíó, òî âiä õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ âèìàãà¹òüñÿ âèêîíàííÿ äâîõ

óìîâ � íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ òà ¨¨ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨:

lim
ǫ→0

ψ(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ(x0 + ǫ),

lim
ǫ→0

ψ′(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ′(x0 + ǫ).

ßêùî â òî÷öi ðîçðèâó ïîòåíöiàë çðîñòà¹ íà áåçìåæíó âåëè÷èíó, òî âiä õâèëüîâî¨

�óíêöi¨ âèìàãà¹òüñÿ òiëüêè íåïåðåðâíiñòü õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ â òî÷öi ðîçðèâó:

lim
ǫ→0

ψ(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ(x0 + ǫ).

3. �îçãëÿäàþ÷è íåâåëèêi âiäõèëåííÿ x âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ïîòåíöiàë ìîæíà
ðîçêëàñòè â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ x. Âðàõîâóþ÷è, ùî â òî÷öi ðiâíîâàãè U ′(x)|x=0 = 0,

ïîòåíöiàë çâîäèòüñÿ äî ïîòåíöiàëó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà U(x) ≈ 1
2κx

2ψ(x),
äå κ âèçíà÷à¹òüñÿ iç çàêîíà �óêà F = −κx (ïàðàìåòð ïðóæíîñòi). Â êëàñè÷íié

�içèöi ÷àñòèíêà ïiä äi¹þ ñèëè F = −κx âèêîíó¹ ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ ç ÷àñòîòîþ
ω =

√
κ/m.

�îç'âÿçîê ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà äëÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöiëÿòîðà ìîæíà çíàéòè

ó ëþáîìó ïiäðó÷íèêó ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè àáî àòîìíî¨ �içèêè. Òîìó òóò ïðèâî-

äèìî ëèøå îñòàòî÷íó âiäïîâiäü äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi

�óíêöi¨

En = ~ω(1
2
+ n), äå, n = 0, 1, 2, ...,

ψn(x) = AnHn(ξ)e
−1

2ξ
2

, äå ξ =

√
ωm

~
x, i An =

(√
π~

ωm
2nn!

)− 1

2

.
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Hn(ξ) � ïîëiíîì Åðìiòà n-ãî ïîðÿäêó. Ç ¨õ âëàñòèâîñòÿìè ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó

Ìàòåìàòè÷íèõ äîïîâíåííÿõ. Òóò âàðòî ëèøå ñêàçàòè, ùî ïîëiíîì Åðìiòà ¹ ïàð-

íîþ �óíêöi¹þ ïðè ïàðíîìó n òà íåïàðíîþ �óíêöi¹þ ïðè íåïàðíîìó n. ßâíi âè-

ðàçè äëÿ äåêiëüêîõ ïîëiíîìiâ Åðìiòà íàâåäåíî íèæ÷å

H0(ξ) = 1,

H1(ξ) = 2ξ,

H2(ξ) = 4ξ2 − 2,

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ,

H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12.

ÇÀÄÀ×I

2.1 ×àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ â ïîòåíöiàëüíié ÿìi áåçìåæíî¨ ãëèáèíè (�èñ. 1). Çíà-

éòè ¨¨ ñïåêòð åíåðãié òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨.

2.2 ×àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ â ïîòåíöiàëüíié ÿìi îáìåæåíî¨ ãëèáèíè (�èñ. 2). Çíà-

éòè êiëüêiñòü ðiâíiâ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó åíåðãié â çàëåæíîñòi âiä íàñòóïíîãî

ïàðàìåòðà B = ~
−2ma2U0.

2.3 ×àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ â ïîòåíöiàëi U(x) = aδ(x), ïðè÷îìó a < 0. Çíàéòè äèñ-
êðåòíèé åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨. ×îìó âiäïîâiäà¹

ïàðàìåòåð B ç Çàäà÷i 2.2?

2.4 Ïðè îïèñi âëàñòèâîñòåé äâîàòîìíèõ ìîëåêóë ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ïîòåíöi-

àë Ìîðçà (�èñ. 3)

U(r) = D0

(
2e−αx − e−2αx

)
,

äå x = r−r0 � âiäõèëåííÿ âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè r0,D0 � ïîòåíöiàë â òî÷öi

ðiâíîâàãè, à α � ïàðàìåòð ìîäåëi. (a) Çíàéòè äèñêðåòíèé ñïåêòð ìîëåêóëè

òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨. (b) Çíàéòè óìîâè íà ïàðàìåòðè ìîäåëi D0 òà

α, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà íå ìà¹ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó.

2.5 Çíàéòè äèñêðåòíèé åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨ äëÿ

÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ïîëi

U(x) = − U0

ch2 αx
.

2.6 �îçðàõóâàòè êîå�iöiåíòè ïðîõîäæåííÿ D òà âiäáèòòÿ R ÷àñòèíêè, ÿêà ðóõà-

¹òüñÿ ó ïîëi çîáðàæåíîìó íà �èñ 4 (a) òà (b).

2.7 �îçðàõóâàòè êîå�iöiåíòè ïðîõîäæåííÿ D òà âiäáèòòÿ R ÷àñòèíêè, ÿêà ðó-

õà¹òüñÿ ó ïîëi çîáðàæåíîìó íà �èñ. 2. Ïðè ÿêié óìîâi D = 1 (öå ÿâèùå

íàçèâàþòü ðåçîíàíñîì)?
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PSfrag repla
ements

a

U(x)

x0

�èñ. 1: Äî Çàäà÷i 2.1. Ïîòåíöiàëüíà

ÿìà áåçìåæíî¨ ãëèáèíè.

PSfrag repla
ements 1

2
a−1

2
a

U(x)

x

−U0

�èñ. 2: Äî Çàäà÷ 2.2 òà 2.7. Ïîòåíöi-

àëüíà ÿìà îáìåæåíî¨ ãëèáèíè.

�èñ. 3: Äî Çàäà÷i 2.4. Ïîòåíöiàë Ìîðçà.

2.8 Çíàéòè êîå�iöiåíò ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíêè, ÿêà ðóõà¹òüñÿ ó ïîëi çîáðàæåíîìó

íà �èñ. 5 ç åíåðãi¹þ E < U0.

2.9 �îçðàõóâàòè êîå�iöiåíòè ïðîõîäæåííÿ D òà âiäáèòòÿ R äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà

çíàõîäèòüñÿ â ïîòåíöiàëi U(x) = aδ(x), a > 0.

2.10 Çíàéòè êîå�iöiåíò ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíêè, ÿêà ðóõà¹òüñÿ ó ïîëi

U(x) =
U0

ch2 αx
.

2.11 �îçðàõóâàòè ìàòðè÷íèé åëåìåíò

〈n′|x |n〉 =

∫ ∞

∞
dxψn′(x)xψn(x)

ìiæ äâîìà êâàíòîâèìè ñòàíàìè ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.
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PSfrag repla
ements

U(x)

x

U0

E
(a)

(b)

PSfrag repla
ements

U(x)

x

U0

E

(a)

(b)

�èñ. 4: Äî Çàäà÷i 2.6.

PSfrag repla
ements

U(x)

x

U0

E

−b b

�èñ. 5: Äî Çàäà÷i 2.9. Òóíåëüíèé

å�åêò.

2.12 Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i çíàéòè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå

âiäõèëåííÿ âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà â êâàíòîâîìó

ñòàíi n.

2.13 Ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ äâîõ ÷àñòèíîê ç ðiçíèìè ìàñàìè, êîîðäèíàòè ÿêèõ x1 òà

x2, ¹

U(x1, x2) = 1
2κ(x1 − x2)

2.

Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ñèñòåìè òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨.

2.14 Îïåðàòîð �àìiëüòîíà ñèñòåìà äâîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ìiæ ñîáîþ ÷àñòèíîê ç îäíà-

êîâèìè ìàñàìè ¹

Ĥ =
p̂ 2

1

2m
+
p̂ 2

2

2m
+ 1

2κ(x
2
1 + x2

2) + αx1x2.

(a) Ïðè ÿêèõ óìîâàõ íà ïàðàìåòðè çàäà÷i κ òà α ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäà-

òè ÿê ÷àñòèíêó, ÿêà ìà¹ îáìåæåíèé ðîçìið (ââàæèòè κ > 0 )? (b) Çíàéòè
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åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨. (
) Çíàéòè ñåðåäíüî-

êâàäðàòè÷íèé ðîçìið ÷àñòèíêè òà îáëàñòü ëîêàëiçàöi¨ öåíòðà ìàñ ñêëàäîâî¨

÷àñòèíêè.

2.15 Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê ç ðiçíèìè ìàñàìè, ÿêi

çíàõîäÿòüñÿ ó ïîëi ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i:

U(x1, x2) = 1
2κ(x

2
1 + x2

2) + αx1x2.

2.16 Òðè ÷àñòèíêè ç îäíàêîâèìè ìàñàìè âçà¹ìîäiþòü ïîïàðíî ìiæ ñîáîþ

U(x1, x2, x3) = 1
2
κ
[
(x1 − x2)

2 + (x1 − x3)
2 + (x2 − x3)

2
]
,

äå xi � êîîðäèíàòà âiäïîâiäíî¨ ÷àñòèíêè. Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ñèñòå-

ìè òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨.

2.17 Çíàéòè çñóâ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ òà õâèëüîâèõ �óíêöié ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ

çàðÿæåííî¨ êâàíòîâ¨ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó îñöèëÿòîðà ïðè íàêëàäàí-

íi íà íå¨ îäíîðiäíîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿêå íàïðàâëåíî âçäîâæ êîëèâàíü

îñöèëÿòîðà.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

2.1 E = ~
2n2

2m
, ψn(x) =

√
π
a
sin nπx

a
.

2.2 Âêàçiâêà: Îêðåìî ðîçãëÿíóòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ ïàðíî¨ òà íåïàðíî¨ õâèëüîâèõ

�óíêöié.

Âiäïîâiäü: Äëÿ ïàðíèõ �óíêöié

(N − 1)π <

√
mU0a2

2~2
≤ Nπ.

Äëÿ íåïàðíèõ �óíêöié

(N − 1

2
)π <

√
mU0a2

2~2
≤ (N +

1

2
)π.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè ïàðíèõ ðîçâ'ÿçêàõ çàâæäè ¹ õî÷à á îäèí ðiâåíü, à

ïðè íåïàðíèõ � ðiâíi iñíóþòü ïðè óìîâi 2mU0a
2 ≥ (π~)2

.

2.3 Âêàçiâêà: �îçãëÿäàòè ïîòåíöiàë ÿê ÿìó ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, â ÿêî¨ a = ǫ òà

U0 = a
2ǫ, i ðîçãëÿíóòè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ǫ→ 0.

Âiäïîâiäü:

Iñíó¹ òiëüêè îäèí ðiâåíü, E = −ma2

2~2 , ψ(x) =
√
κe−κ|x|, äå κ = am2

~2 . B → 0.

2.4 Âêàçiâêè:
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• Â ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà ïåðåéòè äî íîâî¨ çìiííî¨ z =
√

8mD0

~2α2 e
−αx

.

• Ïîêàçàòè, ùî: ψ ∼ zλ ïðè z → 0 , äå λ =
√
−2mE

~2α2 , òà ψ ∼ e−
1

2
z
ïðè

z → ∞ .

• Øóêàòè ðîç'âÿçîê ó âèãëÿäi ψ(z) = Nzλe−
1

2
zw(z). Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ

w(z).

• Øóêàòè ðîçâ'ÿçîê îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ïîëiíîìà

w(z) =
ν∑

n=0

anz
n

òà çíàéòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîå�iöiåíòiâ an.

Âiäïîâiäü:

(a) En = −
(
λ0 − 1

2
− ν
)2
, äå λ0 =

√
2mD0

~2α2 , ν � öiëå íåâiä¹ìíå ÷èñëî, ÿêå

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ν ≤ λ0 − 1
2; ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

an+1 =
λ0 − λ− 1

2 − n

(n+ 1)(n+ 2λ− 1)
an.

Ôóíêöiÿ w(z) ç òî÷íiñòüþ äî äîâiëüíîãî ìíîæíèêà çâîäèòüñÿ äî óçàãàëüíå-

íîãî ïîëiíîìà Ëà åððà L
(a)
ν (z):

ψν(z) = Nnz
λ0−ν− 1

2e−
1

2
zL(2λ0−2ν−1)

ν (z).

(b) Çâ'ÿçàíi ñòàíè iñíóþòü ïðè óìîâi

√
2mD0

~2α2 ≥ 1
2 .

2.5 Âêàçiâêè:

• Â ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà ïåðåéòè äî íîâî¨ çìiííî¨ z = thαx, −1 ≤ z ≤ 1.

• Ïîêàçàòè, ùî ïðè z → ±1 õâèëüîâà �óíêöiÿ ψ(z) ∼ (1 ∓ z)σ. Çíàéòè σ.

• Øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ψ(z) =
(
1 − z2

)2
w(z).

• Ïîêàçàòè, ùîw(z) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïîëiíîì ñòåïåíi ν:w(z) =
∑ν

n=0 anz
n
.

Çíàéòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîå�iöiåíòiâ an.

Âiäïîâiäü:

Eν = −α
2
~

2

8m

(
1 − 2ν +

√
1 + 4λ0

)2

,

äå ν � öiëå íåâiä¹ìíå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi ν ≤ 1
2 + 1

2

√
1 + 4λ0,

λ0 = 2mU0

α2~2 .
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Ïðè ïàðíîìó (íåïàðîíîìó) ν óñi íåïàðíi (ïàðíi) êîå�iöi¹íòè an = 0, à ïàðíi

(íåïàðíi) âèçíà÷àþòüñÿ ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

an+2 =
λ0 − λn −

√
λn

(n+ 2)(n+ 1)
an, λn = −2mEn

α2~2
.

2.6 Âêàçiâêà: Êîå�iöiåíòè ïðîíèêëèâîñòi òà âiäáèâàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê âiäíî-

øåííÿ D = j′/j, R = j
â

/j, äå j, j′ òà j
â

ïîòîêè éìîâiðíîñòi ïàäàþ÷î¨ õâèëi,

õâèëi ÿêà ïðîéøëà òà âiäáèòî¨ õâèëi.

Âiäïîâiäü: Â îáîõ âèïàäêàõ D = 4

√
E(E−U0)

(
√
E+

√
E−U0)

2 , R =
(√

E−
√
E−U0√

E+
√
E−U0

)2

.

2.7 D =

[
1 + 1

4

(
k0

k − k
k0

)2

sin2(2bk)

]−1

òà R = 1 − D, äå k0 =
√

2mE
~2 , k =

√
2m(E+U0)

~2 . ßâèùå ðåçîíàíñó âiäáóâà¹òüñÿ ïðè óìîâi 2kb = nπ.

2.8 D =

[
1 + 1

4

(
k0

κ + κ
k0

)2

sh2(2bκ)

]−1

òà R = 1 − D, äå k0 =
√

2mE
~2 , κ =

√
2m(U0−E)

~2 .

2.9 D = ~
2E

~2E+2a2m , R = 2a2m
~2E+2a2m .

2.10 Âêàçiâêè:

• Â ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà ïåðåéòè äî íîâî¨ çìiííî¨ z = thαx, −1 ≤ z ≤ 1.

• Ïîêàçàòè, ùî ïðè z → ±1 õâèëüîâà �óíêöiÿ ψ(z) ∼ (1 ∓ z)σ. Çíàéòè σ.

• Øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ψ(z) =
(
1 − z2

)2
w(z).

• Ïîêàçàòè, ùî w(z) ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ãiïåðãåîìåòðè÷íó �óíêöiþ.

Âiäïîâiäü:

D =
sh2πk

α

sh2 πk
α + cos2

(
π
2

√
1 − 8mU0

~2α2

)
ïðè

8mU0

~2α2
< 1,

D =
sh2 πk

α

sh2 πk
α + ch2

(
π
2

√
8mU0

~2α2 − 1

)
ïðè

8mU0

~2α2
> 1.

2.11

√
~

mω

(√
n
2δn′,n−1 +

√
n+1

2 δn′,n+1

)
.

2.12

~

mω

(
n+ 1

2

)
.
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2.13 Âêàçiâêà: Ïåðåéòè â ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà äî íîâèõ çìiííèõ: êîîðäèíàòè

öåíòðà ìàñ X òà âiäíîñíî¨ êîîðäèíàòè x ìiæ ÷àñòèíêàìè X = M
M+mx1 +

m
M+mx2, x = x1 − x2.

Âiäïîâiäü:

Epn = Tp + En,

äå Tp =
p2

2(M +m)
, E0n = ~ω

(
n+ 1

2

)
,

Ψpn(X, x) = Φp(X)φn(x),

äå Φp(X) =
1√
2π~

ei
pX
~ , φn(x) = AnHn(ξ)e

− 1

2
ξ2.

Òóò An òà ξ âèçíà÷åíi â ï. 4 äî öüîãî ðîçäiëó, p � äîâiëüíèé iìïóëüñ, n =

0, 1, 2, 3, ..., ω =
√

κ
µ , à µ � ïðèâåäåíà ìàñà.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòèíêó, ÿêà ìà¹ ìàñóM = M+
m+En/c

2
òà iìïóëüñ p. Ïðè öüîìó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèé ðîçìið ÷àñòèíêè ¹

〈
x2
〉
n

= A2
n

∫ ∞

−∞
dxx2H2

n(ξ)e
−ξ2 =

~

µω

(
n+

1

2

)
.

2.14 (a) Ñèñòåìà áóäå ìàòè îáìåæåíèé ðîçìið ïðè κ > α. Ïðè öüîìó òðåáà òàêîæ
ïîêëàñòè, ùî κ > −α, áî iíàêøå öåíòð ìàññ çâ'ÿçàíîãî ñòàíó áóäå ëîêàëiçî-

âàíèé íà áåçìåæíîñòi.

(b)

ENn = ~Ω

(
N +

1

2

)
+ ~ω

(
n+

1

2

)
,

äå N, n = 0, 1, 2, ..., à Ω =
√

(κ+α)
m

, ω =
√

(κ−α)
m

,

ψNn(X, x) = ANAnHN(ρ)Hn(ξ)e
− 1

2
(ρ2+ξ2).

äå AN , An, ρ òà ξ âèçíà÷åíi â ï. 3 ïåðåäìîâè äî öüîãî ðîçäiëó.

(
)

〈
x2
n

〉
= ~

mω

(
n+ 1

2

)
, öåíòð ìàñ ëîêàëiçîâàíèé â îêîëi öåíòðà êîîðäèíàò ç

ðàäióñîì

〈
X2
N

〉1/2
=
√

~

2mΩ

(
N + 1

2

)
.

2.15 Âêàçiâêà:

• Ïåðåéòè äî íîâèõ çìiííèõ x′1 =
√

m1

m2
x1, x

′
2 = x2.

• Çðîáèòè ïîâîðîò ó �ïëîùèíi� (x′1, x
′
2):

x′′1 = cosφx′1 + sinφx′2,

x′′2 = − sinφx′1 + cosφx′2
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PSfrag repla
ements

1

2

3

x

ρ

�èñ. 6: Äî Çàäà÷i 2.15. Êîîðäèíàòè ßêîái.

i ïiäiáðàòè òàê êóò φ, ùîá ó ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà ðîçäiëèëèñÿ çìiííi x′′1
òà x′′2.

Âiäïîâiäü:

En1,2 = ~ω1

(
n1 +

1

2

)
+ ~ω2

(
n2 +

1

2

)
, äå

ωi =

√
κi
m2

, κi =
κ

2

(
1 − m1

m2

)
± κ

2

√(
1 − m1

m2

)2

+
4m1α

2

m2κ2
.

2.16 Âêàçiâêà: Ââåñòè íîâi çìiííi � êîîðäèíàòó öåíòðà ìàñ X òà äâi âiäíîñíi êî-

îðäèíàòè x i ρ (¨õ íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè ßêîái, äèâ. �èñ. 6)

X = 1
3 (x1 + x2 + x3) , x = x1 − x2, ρ =

x1 + x2

2
+ x3.

Âiäïîâiäü:

Epn1n2
= ~ω (n1 + n2 + 1) +

p2

2M
, ω =

√
3κ

m
,

ψpn1n2
(X, x, ρ) =

1√
2π~

ei
pX
~ An1

An2
Hn1

(ξ1)Hn2
(ξ2)e

− 1

2
(ξ21+ξ22),

äå p � äîâiëüíèé iìïóëüñ, à n1, n2 = 0, 1, 2, 3, ...

2.17 ∆En = −Q2E2

2κ
, äå Q � çàðÿä ÷àñòèíêè, à E � íàïðóæåíiñòü ïîëÿ.
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3 �óõ â öåíòðàëüíîìó ïîëi

1. Âèõîäÿ÷è iç ñèìåòði¨ çàäà÷i ïðè îïèñi ðóõó â öåíòðàëüíîìó ïîëi çðó÷íî çàìiñòü

äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò (x, y, z) âèêîðèñòîâóâàòè ñ�åðè÷íi êîîðäèíàòè (r, θ, ϕ).

2. �àìiëüòîíiàí ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â öåíòðàëüíîìó ïîëi U(r), êîìóòó¹ ç
êîìïîíåíòàìè îïåðàòîðà îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó L̂. �àìiëüòîíiàí, çâè÷àéíî, êîìó-

òó¹ òàêîæ ç îïåðàòîðîì êâàäðàòà îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó L̂2
. Òîìó ìîæíà ãîâîðè-

òè ïðî ñòàíè ψℓm(θ, ϕ, r) (ℓ i m íàçèâàþòü îðáiòàëüíèì òà ìàãíiòðèì êâàíòîâèìè

÷èñëàìè), ÿêi âiäïîâiäàþòü ïåâíèì çíà÷åííÿì åíåðãi¨, êâàäðàòó îðáiòàëüíîãî ìî-

ìåíòó òà z-ïðîåöi¨ îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó. Ïðè öüîìó ðàäiàëüíà, r, i êóòîâi, θ òà

ϕ, çìiííi ðîçäiëÿþòüñÿ: ψℓm(θ, ϕ, r) = Yℓm(θ, ϕ)r−1Rℓ(r). Ìíîæíèê r−1
âèíåñåíî ç

ðàäiàëüíî¨ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ äëÿ çðó÷íîñòi.

3. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó åíåðãåòè÷íi ðiâíi çàëåæàòü âiä îðáiòàëüíîãî êâàíòîâîãî

÷èñëà ℓ, à ïî ìàãíiíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó m, ÿê öå âèïëèâà¹ ç ñèìåòði¨ ãàìiëüòî-

íiàíà, âiäáóâà¹òüñÿ âèðîäæåííÿ.

4. �àäiàëüíà õâèëüîâà �óíêöiÿ Rℓ(r) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

îäíîìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà íà ïiâîñi r ∈ (0,∞) ç ïîòåíöiàëîì, ÿêèé âêëþ-

÷à¹ îáåðòàëüíó åíåðãiþ

− ~
2

2m
R′′
ℓ (r) +

[
~

2ℓ(ℓ+ 1)

2r2m
+ U(r)

]
Rℓ(r) = ERℓ(r).

Äëÿ òîãî ùîá ðàäiàëüíà õâèëüîâà �óíêöiÿ áóëà ðåãóëÿðíîþ â òî÷öi r = 0 íà íå¨

òðåáà íàëîæèòè óìîâó Rℓ(0) = 0.

5. Êóòîâà ÷àñòèíà õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ Yℓm(θ, ϕ) ¹ âëàñíîþ �óíêöi¹þ îïåðàòîðiâ

L̂2
òà L̂z:

L̂2Yℓm(θ, ϕ) = ~
2ℓ(ℓ+ 1)Yℓm(θ, ϕ), L̂zYℓm(θ, ϕ) = ~mYℓm(θ, ϕ),

ïðè÷îìó ℓ = 0, 1, 2, ..., m = −ℓ, (−ℓ+ 1), ..., (ℓ− 1), ℓ. Ôóíêöi¨ Yℓm(θ, ϕ) íàçèâàþòü
ñ�åðè÷íèìè �óíêöiÿìè. Âîíè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïðè¹äíàíi ïîëiíîìè Ëåæàíäðà
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Pm
ℓ (cos θ):

ïðè m ≥ 0

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)m

√
(2ℓ+ 1)(ℓ− 1)!

4π(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ,

ïðè m < 0

Yℓ−m(θ, ϕ) = (−1)mYℓm(θ, ϕ).

Ñ�åðè÷íi �óíêöi¨ íîðìîâàíi óìîâîþ

∫
dθdϕ sin θY ∗

ℓ′m′(θ, ϕ)Yℓm(θ, ϕ) = δmm′δℓℓ′.

6. Õâèëüîâà �óíêöiÿ àòîìó âîäíþ ¹

ψnℓm(r, θ, ϕ) = NYℓm(θ, ϕ)e−ρ/2ρℓL2l+1
n−ℓ−1(ρ),

äå ρ = 2r
a0
, a0 � ðàäióñ Áîðà,

N =

√(
2

na0

)3
(n− ℓ− 1)!

2n(n+ 1)!

òà

Lαn(x) =

n∑

k=0

(−1)k
(
n+ a

n− k

)
xk

k!

� óçàãàëüíåíi ïîëiíîìè Ëà åððà. ßâíi âèðàçè äëÿ óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ Ëà åð-

ðà

La0(x) = 1,

La1(x) = a+ 1 − x,

La2(x) =
(a+ 1)(a+ 2)

2
− (a+ 2)x+

1

2
x2,

La3(x) =
(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)

6
− (a+ 2)(a+ 3)

2
x+

a+ 3

2
x2 − 1

6
x3.

ÇÀÄÀ×I

3.1 Âèçíà÷èòè ïîâåäiíêó ðàäiàëüíî¨ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ Rℓ(r) ïðè r → 0, ââàæàþ-

÷è, ùî ïðè öüîìó ïîòåíöiàë U(r) ñêií÷åíèé, àáî çîñòà¹ íå øâèäøå, íiæ r−2+ε
,

äå ε ëþáå ÷èñëî áiëüøå íóëÿ.
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3.2 Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨ òðèâiìiðíîãî îñöèëÿòîðà.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè â äåêàðòîâèõ òà ñ�åðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ. ×îìó äîðiâí¹

ïàðíiñòü ñòàíiâ. Çíàéòè ñòóïåíü âèðîäæåííîñòi îêðåìîãî åíåðãåòè÷íîãî ðiâ-

íÿ.

3.3 �îçãëÿíóòè êëàñè�iêàöiþ ñòàíiâ ïî êâàíòîâèì ÷èñëàì n, l òà ïàðíîñòi íàé-

íèæ÷èõ ÷îòèðüîõ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ äëÿ ÷àñòíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ â òðè-

âèìiðíié îñöiëÿòîðíié ÿìi.

3.4 Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ïîòåíöiàëi

U(r) = A
r2 + κ

2r
2
.

3.5 Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨ äëÿ ÷àñòèíêè,

ÿêà çíàõîäèòüñÿ â ñ�åðè÷íié ÿìi ðàäióñà R iç áåçìåæíî òâåðäîþ ñòiíêîþ

U(r) =

{
0 ïðè r < R,
∞ ïðè r ≥ R.

Ó ÿâíîìó âèãëÿäi îäåðæèòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð äëÿ âèïàäêó, êîëè îðái-

òàëüíèé ìîìåíò ℓ = 0.

3.6 Òðèâiìiðíèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó ïîñòiéíîìó

åëåêòðè÷íîìó ïîëi íàïðóãîþ E. Çàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð îñöèëÿòîðà.

3.7 Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ àòîìà âîäíþ â îñíîâíîìó ñòà-

íi.

3.8 Âèçíà÷èòè ñåðåäíþ âiäñòàíü åëåêòðîíà ó àòîìi âîäíþ â îñíîâíîìó ñòàíi òà â

ñòàíi 2S.

3.9 Çíàéòè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèé ðàäióñ àòîìà âîäíþ ó ñòàíàõ 1S, 2S òà 2P .

3.10 Àòîì âîäíþ çíàõîäèòüñÿ â îñíîâíîìó ñòàíi. Çíàéòè ïîòåíöiàë, ÿêèé ñòâîðþ¹

àòîì íà âiäñòàíi r âiä öåíòðà àòîìà. �îçãëÿíóòè âèïàäêè êîëè r ≪ a0 òà

r ≫ a0, äå a0 � ðàäióñ Áîðà.

3.11 Äâi ÷àñòèíêè ç ðiçíèìè ìàñàìè âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. �õ ïîòåíöiàë çàëå-

æèòü âiä âiäñòàíi ìiæ ÷àñòèíêàìè V (|r1−r2|. (a) �îçäiëèòè ðóõ öåíòðà ìàñ òà
âiäíîñíèé ðóõó ÷àñòèíîê. (b) Ïîêàçàòè ùî ïåðåõiä äî íîâèõ çìiííèõ ¹ êàíîíi-

÷íèì ïåðåòâîðåííÿì. (â) �îçãëÿíóòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ìþîíiÿ (çâ'ÿçàíèé

ñòàí µ+
òà åëåêòðîíà). ×îìó äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèé ðàäióñ ìþîíiÿ

â îñíîâíîìó ñòàíi (ââàæèòè, ùî

mµ

me
≈ 206, 75).
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PSfrag repla
ements

(1s)+

(2p)−

(3s)+ (3d)+

(4p)− (4f)−

�èñ. 7: Êâàíòîâi ñòàíè (nℓ)P
òðèâèìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöiëÿòîðà.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ �ÎÇÂ'ßÇÊÈ ÇÀÄÀ×

3.1 Rℓ(r) ∼ rℓ+1
.

3.2 Äåêàðòîâi êîðäèíàòè. �îçäiëÿþ÷è çìiííi â ñòàöiîíàðíîìó ðiâíÿííi Øðüîäií-

ãåðà

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+
κ

2

(
x2 + y2 + z2

)]
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

îäåðæèìî òðè íåçàëåæíèõ îäíîìiðíèõ îñöèëÿòîðà, ÿêi ìàþòü åíåðãi¨

Ex = ~ω
(
nx + 1

2

)
, Ey = ~ω

(
ny + 1

2

)
, Ez = ~ω

(
nz + 1

2

)
,

äå nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3, ... .

Òàêèì ÷èíîì

Enxnynz
= ~ω

(
n+ 3

2

)
, äå n = nx + ny + nz,

ψnxnynz
(x, y, z) = AHnx

(ρx)Hny
(ρy)Hnz

(ρz)e
− 1

2
(ρ2

x+ρ2
y+ρ2

z),

A =

(
~√
πωm

)3/2

(2nnx!ny!nz!)
−1/2 , ρx =

√
ωm

~
x, i ò.ä.

Ïðè �iêñîâàíèõ n òà nx ÷èñëà ny i nz ïðèéìàþòü n− nx + 1 çíà÷åííÿ. Òîìó

êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ ðiâíÿ äîðiâíþ¹

g =
n∑

nx=0

(n− nx + 1) =
(n+ 2)(n+ 1)

2
.

Ñ�åðè÷íi êîîðäèíàòè. Â áåçðîçìiðíèõ êîîðäèíàòàõ ρ =
√

ωm
~
r ðiâíÿííÿ äëÿ

ðàäiàëüíî¨ ÷àñòèíè õâèëüîâî¨ �óíêöi¨¨ áóäå

−R′′(ρ) +

[
ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+ ρ2 − ε

]
R(ρ) = 0, ε =

2E

~ω
.
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Ïðè öüîìó R ∼ ρℓ+1
� ïðè ρ ≪ 1 i R ∼ e−

1

2
ρ2

� ïðè ρ ≫ 1. Òîìó ðîçâ'ÿçîê

áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

R(ρ) =

N∑

ν

aνρ
ν+ℓ+1e−

1

2
ρ2

.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç à ðiâíÿííÿ îäåðæèìî

−
N∑

ν=1

aν [(ν + ℓ+ 1)(ν + ℓ) − ℓ(ℓ+ 1)] ρν+ℓ−1+

+

N∑

ν=0

aν [2(ν + ℓ) + 3 − ε] ρν+ℓ+1 = 0.

ßêùî â ïåðøié ñóìi çðîáèòè çàìiíó ν → ν − 2, òî öå ðiâíÿííÿ çâåäåòüñÿ äî

a1 [(ℓ+ 2)(1 + ℓ) − ℓ(ℓ+ 1)] ρℓ+

+

N−2∑

ν=0

{aν+2 [(ν + ℓ+ 3)(ν + ℓ+ 2) − ℓ(ℓ+ 1)]+

+aν [2(ν + ℓ) + 3 − ε]} ρν+ℓ+1+

+ aN [2(N + ℓ) + 3 − ε] ρN+ℓ+1 = 0.

Ïðèðiâíþþ÷è äî íóëÿ êîå�iöiåíòè ïðè ðiçíèõ ñòåïåíÿõ ρ îäåðæèìî: a1 = 0,

ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîå�iöiåíòiâ

aν+2 =
2(ν + ℓ) + 3 − ε

(ν + ℓ+ 3)(ν + ℓ+ 2) − ℓ(ℓ+ 1)
aν .

òà ñïåêòð åíåðãié

En = ~ω

(
n+

3

2

)
, äå n = N + ℓ.

Ç ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ òà óìîâè a1 = 0 âèïëèâà¹, ùî â ðîçâ'ÿçîê âõîäÿòü

ëèøå ïàðíi ñòåïåíi ρ, à óñi êîå�iöiåíòè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç a0. Îñòàííié �i-

êñó¹òüñÿ óìîâîþ íîðìóâàííÿ.

Â çâ'ÿçêó ç òèì, ùî N ìîæå áóòè ëèøå ïàðíèì âèïëèâà¹, ùî â îäèí âèðî-

äæåíèé åíåðãåòè÷íèé ðiâåíü âõîäÿòü ñòàíè ç îäíàêîâèì çíà÷åííÿì ïàðíîñòi.

3.3 �iâíi çîáðàæåíi íà �èñ. 7.

3.4 Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðîçâÿçêîì äëÿ îñöèëÿòîðíîãî ïîòåíöiàëà ó ñ�åðè-

÷íèõ êîîðäèíàòàõ.

Enℓ = ~ω
[
n+ 1 + 1

2

√
(2ℓ+ 1)2 + 8mA

~2

]
, äå n = 0, 1, 2, 3, ....
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3.5

Rnℓ(r) =

{
const jℓ(knℓr) ïðè r < R,

0 ïðè r ≥ R,

äå jℓ(z) ñ�åðè÷íi �óíêöi¨ Áåññåëÿ, à knℓ âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè jℓ(knℓR) = 0.

Ïðè öüîìó Enℓ = (~knℓ)
2

2m . Ó âèïàäêó, êîëè ℓ = 0, j0(z) = sin z
z i åíåðãåòè÷íèé

ñïåêòð ìîæíà çàïèñàòè ÿâíî Enℓ = (~nπ)2

2R2m
.

3.6 En = ~ω
(
n+ 3

2

)
− q20

2κE
2
, äå n = 0, 1, 2, 3, ....

3.7 〈U〉 = − q0
a0
.

3.8 〈r〉 = 3
2
a0.

3.9

〈
r2
〉1/2

1S
=

√
3a0,

〈
r2
〉1/2

2S
=

√
42a0,

〈
r2
〉1/2

2P
=

√
30a0.

3.10 Ïîòåíöiàë â òî÷öi r âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóìà ïîòåíöiàëó U
ÿ

(r), ÿêèé ñòâîðþ¹

ÿäðî (ââàæà¹òüñÿ, ùî ÿäðî ïðåäñòàâëÿ¹ òî÷êîâèé çàðÿä),

U
ÿ

(r) =
q0
r
,

òà ïîòåíöiàëó U
å

(r), ÿêèé ñòâîðþ¹ åëåêòðîí. Îñòàííié ¹

U
å

(r) =

∫
ρ(r′)

|r− r′|d
3r′,

äå ρ(r) � ãóñòèíà åëåêòðè÷íîãî çàðÿäà åëåêòðîííî¨ �õìàðè�

ρ(r) = −q0 |ψ1S(r)|2 , ψ1S(r) =
1√
πa3

0

e−r/a0.

Áóäåìî ïðàöþâàòè â ñèñòåìi, äå âiñü z íàïðàâëåíà âçäîâæ âåêòîðà r. Ñêîðè-

ñòàøèñü �îðìóëîþ (Ä.12) iíòåãðàë ëåãêî âçÿòè

U
å

(r) = − q0
πa3

0

∞∑

ℓ=0

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)×

×
{

1

r

∫ r

0

dr′r′2
(
r′

r

)ℓ
e−2r′/a0 +

∫ ∞

r

dr′r′
( r
r′

)ℓ
e−2r′/a0

}
=

= −4q0
a3

0

{
1

r

∫ r

0

dr′r′2e−2r′/a0 +

∫ ∞

r

dr′r′e−2r′/a0

}
=

=
e−2r/a0(a0 + r)

a0 + r
.

Ïðè r ≪ a0 öåé ïîòåíöiàë ïåðåõîäèòü ó ïîòåíöiàë ÿäðà U
ÿ

(r) =
q0
r
.

3.11 〈r2〉1/2 =
mµ

me
a0, äå a0 � ðàäióñ Áîðà äëÿ çâè÷àéíîãî àòîìà âîäíþ.
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4 Ìåòîä êâàçiêëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ

1. Êâàçiêëàñè÷íèì íàáëèæåííÿì íàçèâàþòü ðîçêëàä ðîçêëàä ðiâíÿííÿ Øðüî-

äiíãåðà òà éîãî ðîçâ'ÿçêó ïî ñòåïåíÿì ~. Öåé ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Øðüî-

äiíãåðà òàêîæ íàçèâàþòü ìåòîäîì Âåíöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðiëëþåíà (ÂÊÁ).

2. Â íóëüîâîìó ïîðÿäêó ÂÊÁ ðîçêëàä ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà çâîäèòüñÿ äî êëà-

ñè÷íîãî ðiâíÿííÿ �àìiëüòîíà-ßêîái. Â íàñòóïíîìó ïîðÿäêó õâëüîâà �óíêöiÿ îäíî-

ìiðíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ¹

ψ(x) =
A√
p(x)

exp

[
i

~

∫ x

x0

dx′p(x′)

]
+

B√
p(x)

exp

[
− i

~

∫ x

x0

dx′p(x′)

]
,

äå x0 � äåÿêà äîâiëüíà òî÷êà, à p(x) =
√

2m(E − U(x)).

3. Óìîâîþ äîïóñòèìîñòi êâàçiêëàñè÷íîãî ðîçêëàäó ¹ |p| ≫ 3

√
~m
∣∣∣dU(x)

dx

∣∣∣.

PSfrag repla
ements

x0 x1

U(x)

x

E

max

�èñ. 8: Êëàñè÷íî äîïóñòèìà îáëàñòü ðóõó

÷àñòèíêè ïðè �iíiòíîìó ðóñi.

PSfrag repla
ements

x0 x1

E

U
max

U(x)

x

�èñ. 9: Êëàñè÷íî äîïóñòèìà îáëàñòi ðóõó

÷àñòèíêè ïðè ií�iíiòíîìó ðóñi ëåæàòü çëi-

âà âiä òî÷êè x0 òà ñïðàâà âiä òî÷êè x1.
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4. Ó âèïàäêó �iíiòíîãî ðóõó ÷àñòèíêè (äèâ. �èñ. 8) ïîâèííî âèêîíóâàòèñü ïðà-

âèëî êâàíòóâàííÿ Áîðà-Çîììåð�åëüäà

∫ x1

x0

dx′p(x′) = π~

(
n+

1

2

)
,

äå n � öiëå ÷èñëî.

5. Ó âèïàäêó ií�iíiòíîãî ðóõó (äèâ. �èñ. 9) ìåòîä ÂÊÁ äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçðà-

õóâàòè êîå�iöi¹íò ïðîõîäæåííÿ ïîòåíöiàëüíîãî áàðüåðó

D ≈ exp

{
−2

~

∫ x1

x0

dx′
√

2m [U(x′) − E]

}
.

ÇÀÄÀ×I

4.1 Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî êâàíòóâàííÿ Áîðà-Çîììåð�åëüäà çíàéòè åíåðãå-

òè÷íi ðiâíi äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ïîëi

4.2 îäíîìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà,

4.3 äëÿ ïîòåíöiàëà Ìîðçå U(x) = U0

[
e−2x/a − e−x/a

]
,

4.4 U(x) = − U0

ch2αx
.

Ïîðÿâíÿòè ç òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè òà çÿñóâàòè óìîâè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäà

êâàçiêëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ.

4.5 ßê çìiíèòüñÿ óìîâà êâàíòóâàííÿ Áîðà-Çîììåð�åëüäà äëÿ ïîòåíöiàëà (�èñ. 10)

U(x) =

{
V (x), ïðè x > 0,

∞, ïðè x < 0.

4.6 Ìåòîäîì êâàçiêëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ ÷àñòèíêè, ÿêà çíà-

õîäèòüñÿ ó ïîëi

U(x) =

{
∞, ïðè x < 0,

λx, ïðè x > 0,

äå λ > 0.

4.7 Âèõîäÿ÷è ç íàáëèæåííÿ ÂÊÁ îäåðæàòè âèðàç äëÿ çñóâó åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ

÷àñòèíêè ïðè çìiíi ïîòåíöiàëó íà âåëè÷èíó δU(x).
Ïðèìiòêà: Çíåõòóâàòè çñóâîì òî÷îê ïîâîðîòó.
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PSfrag repla
ements

U(x)

x

a

E

�èñ. 10: Äî Çàäà÷i 2.

PSfrag repla
ements

U(x)

x
ìåòàë âàêóóì

E

�èñ. 11: Õîëîäíà åìiñiÿ åëåêòðîíiâ.

PSfrag repla
ements

ab−b

U(x)

x

ìåòàë

âàêóóì

−a

�èñ. 12: Äî Çàäà÷i 7.

4.8 Íà îñíîâi ìåòîäó êâàçiêëàñè÷íîãî ðîçêëàäó çíàéòè êîå�iöi¹íò ïðîõîäæåííÿ

D ÷åðåç ïàðàáîëi÷íèé ïîòåíöiàëüíèé áàðüåð

U(x) =

{
U0

[
1 −

(
x
a

)2]
, ïðè |x| < a,

0, ïðè |x| > a.

×è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà êâàçiêëàñè÷íîãî ðîçêëàäó ó âèïàäêó, êîëè E → 0?

4.9 Ïðè íàêëàäàííi íà ìåòàëåâèé ïðîâiäíèê çîâíiøíüîãî ñèëüíîãî åëåêòðè÷íîãî

ïîëÿ âiäáóâà¹òüñÿ ÿâèùå õîëîäíî¨ åìiñi¨ åëåêòðîíiâ ç ìåòàëó. Ïîÿñíþ¹òüñÿ öå

ÿâèùå òóíåëþâàííÿì åëåêòðîíiâ ÷åðåç áàðüåð, ÿêèé çîáðàæåíèé íà �èñ. 11

U(x) =

{
0, ïðè x < 0,
W (1 − Ex), ïðè x > 0,

äå W � ðîáîòà âèõîäó åëåêòðîíà iç çðàçêà. �îçðàõóâàòè çàëåæíiñòü êîå�iöi-

¹íòó ïðîõîäæåííÿ áàðü¹ðó âiä âåëè÷èíè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E .
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4.10 Ïîëå U(x) ÿâëÿ¹ ñîáîþ äâi îäíàêîâi ÿìè, ÿêi ðîçäiëåíi áàð'¹ðîì (�èñ. 12).

ßêáè áàð'¹ð áóâ íåïðîíèêëèâèì, òî iñíóâàâ áè îäèí äâi÷i âèðîäæåíèé ðiâåíü

E, ùî âiäïîâiäà¹ ðóõó ÷àñòèíêè â îêðåìèõ ÿìàõ. Ìîæëèâiñòü ïðîíèêíåííÿ

êðiçü áàð'¹ð ïðèçâîäèòü äî çíÿòòÿ âèðîäæåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä êâà-

çiêëàñè÷íîãî íàáëèæåíÿ çíàéòè âåëè÷èíó ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿ.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

4.1 (a) E = ~ω
(
n+ 1

2

)
;

(b) Âêàçiâêè: Ïðè îá÷èñëåíi iíòåãðàëà çðîáèòè çàìiíó z = e−αx.
Âiäïîâiäü:

En = −U0

[
1 +

α~√
2mU0

(
n+

1

2

)]
,

√
2mU0

α~
≥ n+

1

2
.

(i) Ïðè îá÷èñëåíi iíòåãðàëà çðîáèòè çàìiíó th(αx) =
√

E
U0

+ 1 sin t.

(ii) Âèêîðèñòàòè òàáëè÷íèé iíòåãðàë

∫
dt

a2 + d2 cos2 t
=

1

a
√
a2 + b2

arcth
atht√
a2 + b2

.

Âiäïîâiäü:

En = −α
2
~

2

8m

[
1 − 2n+

√
8mU0

α~

]2

, n ≤
√

2mU0

α~
+

1

2
.

4.2

∮
p(x) dx = π

(
n+ 3

4

)
.

4.3 EÂÊÁ

n ≡ εÂÊÁn
3

√
(~λ)2

2m
=

1

2
3

√
9π2(~λ)2

m

(
n+

3

4

)2

.

4.4 En = −~
2α2

8m

(
−1 + 2n+

√
8mV0

(α~)2

)2

.

4.5

1

~

∫ x0

0 dx
√

2m[En − U(x)] = π
(
n+ 3

4

)
.

4.6 En =
1

2m

[
3πλ~m

(
n+ 3

4

)]2/3
.

4.7 δEn = τ−1
∫ b
a δU(x)v−1(x)dx, äå v(x) =

√
2
m [E0

n − U0(x)], τ =
∫ b
a v

−1(x)dx.
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4.8 D = exp

[
πa

~

√
2m

U0
(U0 − E)

]
. Ïðè E → 0 óìîâà êâàçiêëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ

íå âèêîíóòüñÿ.

4.9 D = D0 exp

[
−4

√
2m (W − E)3/2

3~q0E

]
.

4.10 ∆E± = ∓~ω

2π
exp

[
−1

~

∫ b
−b
√

2m(U(x) −E)dx

]
,

äå ω =
2π

T
, T = 2

∫ −b
−a

dx√
2
m [E0 − U(x)]

.
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5 Òåîðiÿ ïðåäñòàâëåíü

1. Ïåðåõiä âiä îäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äî iíøîãî âiäáóâà¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ óíiòàð-

íîãî îïåðàòîðà Û : õâèëüîâi �óíêöi¨ ïåðåòâîðþþòüñÿ çà ïðàâèëîì ψ → ψ′ = Ûψ,
à îïåðàòîðè F̂ → F̂ ′ = Û F̂ Û−1

.

2. Ïåðåõiä âiä êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äî iìïóëüñíîãî âiäáóâà¹òüñÿ ç äî-

ïîìîãîþ iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ

φ(p) =
1

(2π~)2/3

∫
d3x exp

(
−ipx

~

)
ψ(x).

Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ (âiä iìïóëüñíîãî äî êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåííÿ) çàäà-

¹òüñÿ

ψ(x) =
1

(2π~)2/3

∫
d3p exp

(
ipx

~

)
φ(p).

ÇÀÄÀ×I

5.1 �óõ ïîòîêó âiëüíèõ ÷àñòèíîê ó êâàíòîâié ìåõàíiöi îïèñó¹òüñÿ ïëîñüêîþ õâè-

ëåþ

ψp(x) =
1

(2π~)2/3
exp

(
ipx

~

)
.

Çíàéòè ïëîñüêó õâèëþ ó iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíi.

5.2 Íîðìóâàòè õâèëüîâó �óíêöiþ

ψ(x) = N exp

[
i
p0x

~
− (x0 − x)2

2a

]

i çíàéòè ¨¨ ó iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíi.

5.3 Äiÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà L̂ íà õâèëüîâó �óíêöiþ ó êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâ-

ëåíi ¹

Ψ′(x) = L̂Ψ(x) =

∫
d3x′G(x,x′)Ψ(x′).

Ïîêàçàòè, ùî ó iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíi öåé îïåðàòîð òåæ áóäå iíòåãðàëü-

íèì îïåðàòîðîì òà çíàéòè éîãî ÿäðî g(p,p′).
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5.4 Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i çàïèñàòè ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ

Øðüîäiíãåðà â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi.

5.5 Çàïèñàòè â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåí îäíîìiðíå ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðüî-

äiíãåðà äëÿ ÷àñòèíêè

(a) â îñöiëÿòîðíîìó ïîòåíöiàëii U(x) = κ
2x

2
,

(b) â ëiíiéíî çðîñòàþ÷îìó ïîòåíöiàëi U(x) = ax.

5.6 Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò (b) ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i çíàéòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

(åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà õâèëüîâi �óíêöi¨) äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó

ïîòåíöiàëi

U(x) =

{
0 ïðè x < 0,

λx, ïðè x > 0.

Ïîðiâíÿòè ç ðåçóëüòàòîì êâàçiêëàñè÷íîãî íàáëèæåííÿ (Çàäà÷à 4.3) äëÿ òðüîõ

íèæíiõ ðiâíiâ.

5.7 Çíàéòè äiþ îïåðàòîðiâ iíâåðñi¨ P̂ òà çñóâó T̂a (äèâ. Çàäà÷ó 1.9) íà õâèëüîâó

�óíêöiþ â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíi.

5.8 Ïåðøà ìîäåëü ÿäåðíèõ âçà¹ìîäié, ùî áóëà ðîçðîáëåíà Õ. Þêàâà â 1934 ð.,

âèõîäèëà ç òîãî, ùî âçà¹ìîäiÿ ìiæ íóêëîíàìè (ñïiëüíà íàçâà äëÿ ïðîòîíà

òà íåéòðîíà) çóìîâëåíà îáìiíîì ìiæ íèìè ìàñèâíèõ ÷àñòèíîê (ìåçîíiâ). Â

ðåçóëüòàòi öå ïðèâîäèòü äî òàêîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñêëàäîâèìè ÿäðà

(ïîòåíöiàë Þêàâè)

U(r) = −g2e
−kr

r
.

äå r � âiäñòàíü ìiæ íóêëîíàìè, g � êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨ òà k � êîíñòàíòà

ïðîïîðöiéíà ìàñi ìåçîíà. Çíàéòè ïîòåíöiàë Þêàâè ó iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâ-

ëåíi.

5.9 Çíàéòè iìïóëüñíèé ðîçïîäië åëåêòðîíà â àòîìi âîäíþ â îñíîâíîìó ñòàíi.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

5.1 Φp(q) = δ(p − q).

5.2 N =

(
1

aπ

)3/4

, Φ(q) =

(
1

π~

)3/2

exp

[
i

~
(p0 − q)x0 −

a

2~2
(p0 − q)2

]
.

5.3 g(p,p′) =

(
1

2π~

)3 ∫
d3xd3x′e−

i
~
pxG(x,x′)e

i
~
p′x′

.
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5.4 Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè, ùî ÿäðî ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ãàìiëüòîíiàíà ¹ G(x,x′) =

δ(x− x′)Ĥ.[
p2

2m
Φ(p) +

∫
d3qu(p − q)Φ(q)

]
= EΦ(p),

äå u(p) =

(
1

2π~

)3 ∫
d3xe

i
~
pxU(x).

5.5 (a)

(
p2

2m
− κ~

2

d2

dp2

)
Φ(p) = EΦ(p),

(b)

(
p2

2m
− iλ~

d

dp

)
Φ(p) = EΦ(p) .

5.6 �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 5(b) çíàõîäèòüñÿ ëåãêî:

dΦ

Φ
=

i

λ~

(
E − p2dp

2m

)
,

Φ(p) = N exp

[
i

~λ

(
pE − p3

6m

)]
.

Âèêîíóþ÷è îáåðíåíå Ôóð'¹-ïåðåòâîðåííÿ îäåðæèìî õâèëüîâó �óíêöiþ ó êî-

îðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi

Ψ(x) = N

∫ ∞

−∞
dp exp

{
− i

~

[
p

(
x− E

λ

)
+

p3

6λm

]}
,

àáî

Ψ(ρ) = N

∫ ∞

−∞
dz exp

{[(
ρz +

z3

3

)]}
∼ Ai(ρ),

äå ρ =
3

√
2mλ

~2

(
x− E

λ

)
òà z =

p
3
√

2mλ~
.

Òåïåð òðåáà çàäîâîëüíèòè óìîâi Ψ(ρ) |x=0 = 0. Öå äà¹ óìîâó êâàíòóâàííÿ

åíåðãi¨

En = −an+1
3

√
(~λ)2

2m
≡ εn

3

√
(~λ)2

2m
, n = 0, 1, 2, 3, ...,

äå an � çíà÷åííÿ àðãóìåíòó ïðè ÿêîìó �óíêöiÿ Åéði äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàòè òî÷íîãî ðîçðàõóíêó ç ðîçðàõóíêîì ó ÂÊÁ íàáëèæåí-

íi:

n εn εÂÊÁn ∆En/En (%)

1 2,3381 2,3203 8

2 4,0879 4,0818 0,15

3 5,5205 5,5172 0,08
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5.7 P̂Φ(p) = Φ(−p), T̂aΦ(p) = e
i
~
paΦ(p).

5.8 Âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî â íàøîìó âèïàäêó ÿäðî ïåðåòâîðåííÿ (äèâ. Çàäà÷ó 5.4)

¹ G(x′,x) = δ(x− x′)U(r), îäåðæèìî

V (p,q) = V (Q) = − q2

(2π~)3

∫
d3xr−1 exp

(
− i

~
Qx− kr

)
=

= − 2~g2

(2π~)2(~2k2 +Q2)
,

äå Q = p − q.

5.9 Õâèëüîâà �óíêöiÿ îñíîâíîãî ñòàíó àòîìà âîäíþ ¹ (äèâ. ïåðåäìîâó äëÿ Çàíÿ-

òòÿ 3)

ψ100(x) =
1√
πa3

0

e−ρ/2, ρ =
2r

a0
.

Iìïóëüñíèé ðîçïîäië âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

dw(p) = |φ100(p)|2 d3p,

äå φ100(p) =

√
1

π(
a0
~ )

3

1+(a0
~
p)

2 � õâèëüîâà �óíêöiÿ ó iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíi.
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Òåìà 6. Òåîðiÿ êóòîâîãî ìîìåíòó. Ñïií ÷àñòèíêè

6 Òåîðiÿ êóòîâîãî ìîìåíòó. Ñïií ÷àñòèíêè

1. Êîìïîíåíòè îïåðàòîðà ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó Ĵ1, Ĵ2 òà Ĵ3 çàäîâîëíÿþòü íà-

ñòóïíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[
Ĵi, Ĵj

]
= i~

3∑

k=1

ǫijkĴk,

äå ǫijk � ïîâíiñòüþ àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îäíî÷àñíî ìî-

æíà âèìiðÿòè ëèøå êâàäðàò ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó Ĵ2
òà îäíó ç ïðîåêöié êâàäðàò

ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó.

2. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäîìi âëàñíi çíà÷åííÿ Ĵ2
òà Ĵ3:

Ĵ2|j,m〉 = ~
2j(j + 1)|j,m〉, Ĵ3|j,m〉 = ~m|j,m〉.

×èñëà j òà m ìîæóòü áóòè ëèøå öiëèìè àáî ïiâöiëèìè. Ïðè �iêñîâàíîìó j ÷èñëî
m ïðèéìà¹ îäíå ç 2j + 1 çíà÷åíü, òàêèõ ùî

−j ≤ m ≤ j.

3. Ó jm-ïðåäñòàâëåíi îïåðàòîðè ïðîåêöié ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó ïðåäñòàâëÿþòü

ñîáîþ ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi (2j + 1) × (2j + 1). �õ íåíóëüîâi åëåìåíòè íàñòóïíi:

〈j(m+ 1)|Ĵ1|jm〉 = 〈jm)|Ĵ1|j(m+ 1)〉 =
~

2

√
(j −m)(j +m+ 1),

〈j(m+ 1)|Ĵ2|jm〉 = −〈jm)|Ĵ1|j(m+ 1)〉 = −i~
2

√
(j −m)(j +m+ 1),

〈jm|Ĵ3|jm〉 = ~m.

Õâèëüîâà �óíêöiÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ìàòðèöþ-ñòîâá÷èê ç 2j + 1 åëåìåíòiâ.
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4. Ó âèïàäêó j = 1
2
îïåðàòîð ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó (çîêðåìà âií ïðåäñòàâëÿ¹

ñïií åëåêòðîíà) çàïèñó¹òüñÿ ÷åðåç ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi 2 × 2:

Ĵ =
~

2
σ, σ = (σ1, σ2, σ3),

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Ìàòðèöi σ1, σ2 òà σ3 íàçèâàþòü ìàòðèöÿìè Ïàóëi.

5. Âàæëèâà âëàñòèâiñòü ìàòðèöü Ïàóëi:

σ1σj = δij + i
3∑

k=1

ǫijkσk.

ÇÀÄÀ×I

6.1 Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ñòàíiâ ç ïåâíèì çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ìîìåíòà ~m íà âiñü z
âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü îïåðàòîðiâ:

• 〈Ĵ1〉 = 〈Ĵ2〉 = 0,

• 〈Ĵ1Ĵ2〉 = −〈Ĵ2Ĵ1〉 =
i~2

2
m,

• 〈Ĵ 2
1 〉 = 〈Ĵ 2

2 〉.

6.2 Çíàéòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ 〈jm|Ĵ 2
1 |jm〉, 〈jm|Ĵ 2

2 |jm〉.

6.3 Çíàéòè âëàñíi �óíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ ŝ1 òà ŝ2.

6.4 Çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ |σ|, |σ3|, σ · (σ × σ).

6.5 Äëÿ îïåðàòîðà ñïiíà çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä ïiäâèùóþ÷îãî òà ïîíèæàþ÷îãî

îïåðàòîðiâ σ± = 1
2(σ1± iσ2). ßê âîíè äiþòü íà âëàñíó �óíêöiþ îïåðàòîðà σ3?

×îìó äîðiâíþþòü îïåðàòîðè σ2
±?

6.6 Çíàéòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ ïðîåêöi¨ ñïiíà åëåêòðîíà íà âiñi x, y òà

z ïî õâèëüîâié �óíêöi¨

χ = C

(
1√
2

)
.

6.7 Ñïðîñòèòè âèðàç F̂ = exp(iaσ), äå a çâè÷àéíèé âåêòîð.
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6.8 Îïåðàòîð ïîâíîãî ñïiíà äâîõ åëåêòðîíiâ çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ŝ = ŝ1 + ŝ2,

äå ŝ1 òà ŝ2 � îïåðàòîðè ñïiíà ïåðøîãî òà äðóãîãî åëåêòðîíà. Öåé îïåðàòîð

äi¹ íà õâèëüîâó �óíêöiþ Ψ = χ1χ2, äå χ1 òà χ2 � ñïiíîâi õâèëüîâi �óíêöi¨

ïåðøîãî òà äðóãîãî åëåêòðîíà. Ïîêàçàòè, ùî õâèëüîâi �óíêöi¨

Ψ1 =

(
1
0

)

1

(
1
0

)

2

,

Ψ2 =
1√
2

[(
1
0

)

1

(
0
1

)

2

+

(
0
1

)

1

(
1
0

)

2

]
,

Ψ3 =
1√
2

[(
1

0

)

1

(
0

1

)

2

−
(

0

1

)

1

(
1

0

)

2

]
.

¹ âëàñíèìè �óíêöiÿìè îïåðàòîðiâ Ŝ2
òà Ŝz. ×îìó äîðiâíþþòü âëàñíi çíà÷åííÿ

öèõ îïåðàòîðiâ?

6.9 Â jm ïðåäñòàâëåíi çàïèñàòè îïåðàòîð ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó äëÿ âèïàäêó

j = 3
2 .

6.10 Ñïðîñòèòè âèðàç exp
(
− i

~
αĴi

)
Ĵk exp

(
i
~
αĴi

)
. Îêðåìî ðîçãëÿíóòè âèïàäêè,

êîëè i = k òà i 6= k.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

6.2 〈jm|Ĵ 2
1 |jm〉 = 〈jm|Ĵ 2

2 |jm〉 =
~

2

2
l(l + 1).

6.3 Äëÿ îïåðàòîðà ŝ1 âëàñíi çíà÷åííÿ äîðiâíþþòü

~

2 òà −~

2 , ÿêi âiäïîâiäàþòü

âëàñíèì �óíêöiÿì χ+ =
1√
2

(
1

1

)
òà χ+ =

1√
2

(
1

−1

)
. Äëÿ îïåðàòîðà ŝ2 âëàñíi

çíà÷åííÿ òåæ äîðiâíþþòü

~

2 òà −~

2 , ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì �óíêöiÿì χ+ =
1√
2

(
−i
1

)
òà χ+ =

1√
2

(
i

1

)
.

6.4 |σ| =
√

3, |σ3| = 1, σ · (σ × σ) = 6i.

6.5 σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
;

σ+χ+ = 0, σ+χ− = χ+, σ−χ+ = χ+, σ−χ− = 0; σ2
± = 0.

6.6 〈ŝ1〉 = 2
√

2
3 , 〈ŝ2〉 = 0, 〈ŝ3〉 = −1

3.

6.7 cos |a| + i
aσ

|a| sin |a|.
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6.8 Ŝ2Ψ1,2 = 2~
2Ψ1,2, Ŝ

2Ψ3 = 0, Ŝ3Ψ1 = ~Ψ1, Ŝ3Ψ2,3 = 0.

6.9

j1 =
~

2




0
√

3 0 0√
3 0 2 0

0 2 0
√

3

0 0
√

3 0


 , j2 = −i~

2




0
√

3 0 0

−
√

3 0 2 0

0 −2 0
√

3

0 0 −
√

3 0


 ,

j3 =
~

2




3 0 0 0
0 1 0 0

0 0 −1 0
0 0 0 −3


 .

6.10 Ĵk, ïðè i = k; cosαĴk + sinα
∑

n ǫnikĴn, ïðè i 6= k.
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7 Êâàíòîâi ðiâíÿííÿ ðóõó

1. Ó ïðåäñòàâëåííi Øðüîäiíãåðà õâèëüîâà �óíêöiÿ çàëåæèòü âiä ÷àñó, à îïå-

ðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó íå çàëåæàòü âiä ÷àñó. �îçâèòîê ó ÷àñi êâàíòîâî¨

ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ îïåðàòîðîì åâîëþöi¨ Ŝ(t) = exp
(
−iĤt

~

)

Ψ
Ø

(x, t) = Ŝ(t)Ψ
Ø

(x, 0),

äå Ĥ � îïåðàòîð �àìiëüòîíà. Ïîâíà ïîõiäíà âiä äåÿêîãî îïåðàòîðà F̂ ïî ÷àñó

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

dF̂
Ø

dt
=
∂F̂

Ø

∂t
+
i

~

[
Ĥ, F̂

Ø

]
.

2. Ó ïðåäñòàâëåííi �àéçåíáåðãà õâèëüîâà �óíêöiÿ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, ïðî-

òå îïåðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó çàëåæàòü âiä ÷àñó. Õâèëüîâà �óíêöiÿ ó ïðåä-

ñòàâëåííi �àéçåíáåðãà ñïiâïàäà¹ ç õâèëüîâîþ �óíêöi¹þ ó ïðåäñòàâëåííi Øðüîäií-

ãåðà â ìîìåíò ÷àñó t = 0:

Ψ
�

(x) = Ψ
Ø

(x, 0) = Ŝ−1(t)Ψ
Ø

(x, t).

�iâíÿííÿ ðóõó:

dF̂
�

dt
=
∂F̂

�

∂t
+
i

~

[
Ĥ, F̂

�

]
.

3. Ïðåäñòàâëåííi âçà¹ìîäi¨ âèêîðèñòîâóþòü ó âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð �à-

ìiëüòîíiàí ìîæíà ðîçáèòè íà äâi ÷àñòèíè Ĥ = Ĥ0+Ĥ1, äå Ĥ0 îïåðàòîð �àìiëüòîíà

äëÿ íåâçà¹ìîäiþ÷î¨ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè, à Ĥ1 � ¨¨ âçà¹ìîäiÿ. Ïðè öüîìó õâèëüîâà

�óíêöiÿ íàñòóïíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç õâèëüîâó �óíêöiþ Ψ
Ø

(x, t)

Ψ
âç

(x, t) = Û(t)Ψ
Ø

(x, 0), äå Û(t) = exp

(
i
Ĥ0t

~

)
.

�iâíÿííÿ ðóõó ìàþòü âèãëÿä

dF̂
âç

dt
=
∂F̂

âç

∂t
+
i

~

[
Ĥ

âç

, F̂
âç

]
,
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äå Ĥ
âç

= Û(t)Ĥ1Û
−1(t) � îïåðàòîð âçà¹ìîäi¨ ó ïðåäñòàâëåíi âçà¹ìîäi¨.

ÇÀÄÀ×I

7.1 Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîáóòêó äâîõ îïåðàòîðiâ âèêîíó¹òüñÿ çâè÷àéíå ïðàâèëî

äè�åðåíöiþâàííÿ

dF̂1F̂2

dt
=
dF̂1

dt
F̂2 + F̂1

dF̂2

dt
.

7.2 ×è âèêîíóþòüñÿ ïðàâèëà êîìóòàöi¨ äëÿ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó â

ïðåäñòàâëåííÿõ �àéçåíáåðãà òà âçà¹ìîäi¨?

7.3 Çíàéòè îïåðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó äëÿ âiëüíî¨ êâàíîâî¨ ÷àñòèíêè ó

ïðåäñòàâëåííi �àéçåíáåðãà.

7.4 Çíàéòè îïåðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó ó ïðåäñòàâëåííi �àéçåíáåðãà äëÿ

êâàíîâî¨ ÷àñòèíêè, ùî ðóõà¹òüñÿ ó ïîëi

(a) U(x) = −Fx;

(b) ãàðìîíi÷íîãî îñöiëÿòîðà U(x) = κ
2x

2
.

7.5 ×îìó äîðiâíþ¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà, ÿêèé ÿâíèì ÷èíîì íå çàëåæèòü

âiä ÷àñó, ïî ñòàöiîíàðíèì ñòàíàì äèñêðåòíîãî ñïåêòðó?

7.6 ßê ðîçâèâà¹òüñÿ ó ÷àñi êâàíòîâèé ñòàí, ÿêèé â ìîìåíò ÷àñó t = 0 ¹ ñóïåðïî-

çèöi¹þ äåêiëüêîõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ ç ïåâíèì çíà÷åííÿì åíåðãi¨

Ψ(x, t = 0) =
N∑

i=1

ciψi(x), Ĥψi(x) = Eiψi(x)?

�îçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè N = 2. Ïîêàçàòè, ùî òàêèé êâàíòîâèé ñòàí çìi-

íþ¹òüñÿ ïåðiîäè÷íî òà çíàéòè ïåðiîä îñöiëÿöié êâàíòîâîãî ñòàíó.

7.7 ×àñòèíêà çíàõîäèòüñÿ â áåçìåæíîãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi çàâøèðøêè a. Â
ìîìåíò ÷àñó t = 0 ¨¨ êâàíòîâèé ñòàí îïèñó¹òüñÿ õâèëüîâîþ �óíêöi¹þ Ψ(x, t =

0) =
√

30
a5x(a− x), ïðè 0 ≤ x ≤ a i Ψ(x, t = 0) = 0 â iíøèõ âèïàäêàõ. Çíàéòè

õâèëüîâó �óíêöiþ ó äîâiëüíèé ÷àñ t.

7.8 Çíàéòè îïåðàòîð âçà¹ìîäi¨ â ïðåäñòàâëåíi âçà¹ìîäi¨, ÿêùî Ĥ0 = − ~
2

2m∆, à

(a) Ĥ1 = −Fx;

(b) Ĥ1 = κ
2x

2
.
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ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

7.2 Â îáîõ âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ.

7.3 p̂
�

(t) = p̂
Ø

, x̂
�

(t) = x̂
Ø

+
p̂
Ø

2m
t.

7.4 Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 1.16. (a) p̂
�

(t) = p̂
Ø

− Ft,

x̂
�

(t) = x̂
Ø

+
p̂
�

2m
t;

(b) p̂
�

(t) = p̂
Ø

cosωt− x̂
Ø

sinωt, x̂
�

(t) = x̂
Ø

cosωt+ p̂
Ø

sinωt.

7.5 Íóëþ.

7.6 [ Ψ(x, t) =
∑N

i=1 cie
−iEit

~ ψi(x),

T =
~

2π|∆E| , äå ∆E = E1 −E2.

7.7 Ψ(x, t) =
4
√

15

π3

∞∑

k=0

1

(2k + 1)3
e−

iE2k+1t

~ sin
π(2k + 1)x

a
, äå Ek =

(π~k)2

2m
.

7.8 Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 1.16.

(a) Ĥ
âç

(t) = −F(x̂
Ø

+ p̂

mt),

(a) Ĥ
âç

(t) = κ
2

(
x̂
Ø

+ p̂

mt
)2

.
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8 Íàáëèæåíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿØðüîäiíãåðà. Ñòà-

öiîíàðíà òåîðiÿ çáóðåíü

1. Êîëè ãàìiëüòîíiàí ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ĥ0 + Ĥ1 = Ĥ0 + λŴ , λ≪ 1,

i iñíó¹ òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê íåçáóðåíîãî ðiâíÿííÿ Øðîüîäiíãåðà

Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
,

òîäi òåîðiÿ çáóðåíü äîçâîëÿ¹ çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïîâíîãî ðàâíÿííÿ Øðîüîäiíãåðà

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉

ó âèãëÿäi ðîçêëàäó ïî ïàðàìåòðó λ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ òà åíåðãi¨:

|ψn〉 =
∞∑

k=0

∣∣∣∆ψ(k)
n

〉
, En =

∞∑

k=0

E(k)
n ,

äå

∣∣∣∆ψ(k)
n

〉
∼ λk òà E

(k)
n ∼ λk.

2. Ó âèïàäêó, êîëè â íóëüîâîìó ïðîÿäêó òåîði¨ çáóðåíü íåìà¹ âèðîäæåíèõ ñòàíiâ,

ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ òà õâèëüîâèõ �óíêöié â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨

çáóðåíü ¹

E(1)
n = λ 〈n| Ŵ |n〉 ,

∣∣∣∆ψ(1)
n

〉
= λ

∑

n′ 6=n

〈n| Ŵ |n′〉
E

(0)
n − E

(0)
n′

∣∣∣ψ(0)
n′

〉
.

Â äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü

E(2)
n = λ2

∑

n′ 6=n

∣∣∣〈n| Ŵ |n′〉
∣∣∣
2

E
(0)
n − E

(0)
n′

.
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3. Êðèòåðié çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ çáóðåíü

∣∣∣E(0)
n − E

(0)
n′

∣∣∣≫ λ| 〈n| Ŵ |n′〉 |.

4. Ó âèïàäêó, êîëè íå âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié 3, òîáòî ó íóëüîâîìó ïîðÿäêó iñíó¹

r ðiâíiâ, ÿêi ñïiâïàäàþòü àáî áëèçüêi îäèí äî îäíîãî, õâèëüîâó �óíêöiþ øóêàþòü

ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ õâèëüîâèõ �óíêöié âèðîäæåíèõ ñòàíiâ:

|ψ〉 =
r∑

k=1

Ck|ψk〉,
r∑

i=1

C2
i = 1.

Òîäi ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

íà êîå�iöi¹íòè Ck:
r∑

l=1

HklCl − ECk = 0,

äå Hkl = 〈k|Ĥ0 + Ĥ1|l〉. Óìîâîþ ñóìiñíîñòi öèõ ðiâíÿíü ¹ ðiâíÿííÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(H11 −E) H12 · · · H1r

H21 (H22 −E) · · · H2r
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Hr1 Hr2 · · · (Hrr −E)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

ÿêå â çàãàëüíîìó âèïàäêó äà¹ r ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ åíåðãi¨ E. Éîãî íàçèâàþòü ñåêó-

ëÿðíèì ðiâíÿííÿì.

ÇÀÄÀ×I

8.1 Íà ÷àñòèíêó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó áåçìåæíî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi (�èñ. 2.1),

äi¹ çáóðåííÿ H1 = −Fx. Çíàéòè óìîâó çàñòîñóâííÿ òåîði¨ çáóðåíü òà ðîçðà-

õóâàòè ïîïðàâêó äî åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü.

8.2 Íà îäíîìiðíèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð äi¹ çáóðåííÿ H1 = V e−
x2

a2
. Çíàéòè

óìîâó çàñòîñóâííÿ òåîði¨ çáóðåíü òà ðîçðàõóâàòè ïîïðàâêè ïåðøîãî ïîðÿäêó

äî îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæåíîãî ðiâíiâ.

8.3 Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ ëiíiéíîãî àíãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà

(
− ~

2

2m

d2

dx2
+

1

2
κx2 + αx3 + βx4

)
ψ(x) = Eψ(x)

ðîçãëÿäàþ÷è àíãàðìîíi÷íi ÷ëåíè αx3
òà βx4

ÿê çáóðåííÿ. Îáìåæèòèñü ïî-

ïðàâêîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

40



8.4 Âàëåíòíèé åëåêòðîí ó àòîìi ëiòiÿ çíàõîäèòüñÿ ó ïîòåíöiàëi, ÿêèé åêðàíîâàíèé

äâîìà åëåêòðîíàìè ç ïåðøî¨ ïîâíiñòüþ çàïîâíåíî¨ îáîëîíêè. Öåé ïîòåíöiàë

ìîæíî àïðîêèìóâàòè òàêèì âèðàçîì

U(r) = −q
2
0

r
− q2

0d

r2
,

äå d � ïàðàìåòð ðîçìiðíîñòi äîâæèíè. �îçãëÿäàþ÷è äðóãèé ÷ëåí ãàìiëüòî-

íiàíà ÿê çáóðåííÿ çíàéòè ðîçùåïëåííÿ ðiâíiâ àòîìà ëiòiÿ ç n = 2 ó ïåðøîìó

ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü. Ïîðiâíÿòè ç òî÷íèì ðåçóëüòàòîì.

8.5 Â åíåðãåòè÷íîìó ïðåäñòàâëåíi íåçáóðåíèé ãàìiëüòîíiàí ¹

Ĥ0 =

(
E

(0)
1 0

0 E
(0)
2

)
.

Çíàéòè ïîïðàâêè â ïåðøîìó òà äðóãîìó ïîðÿäêàõ òåîði¨ çáóðåíü äî åíåðãi¨ òà

ïîïðàâêè äî õâèëüîâèõ �óíêöié ó ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü ïiä äi¹þ

çáóðåííÿ

Ĥ1 =

(
V11 V12

V21 V22

)
.

8.6 �îçãëÿäàþ÷è â ãàìiëüòîíiàíi çàäà÷i 2.14 äîäàíîê αx1x2 ÿê çáóðåííÿ çíàéòè â

ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü ïîïðàâêè äî îñíîâíîãî òà ïåðøîãî çáóäæå-

íîãî ñòàíiâ ñèñòåìè.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

8.1 E
(1)
n = −1

2Fa. Óìîâà çàñòîñóâííÿ òåîði¨ çáóðåíü

F |〈n|x|n′〉| ≪ ~
2π2|n2 − n′2|

2m
,

äå

|〈n|x|n′〉| =

{
4π2nn′ ïðè n+ n′ ïàðíå,

0 ïðè n+ n′ íåïàðíå.

8.2 Óìîâà çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ çáóðåíü a≫
√

~

ωm
.

E
(1)
0 = V0a

√
ωm

ωma2 + ~
, E

(1)
1 = V0a

3

(
ωm

ωma2 + ~

)3/2

.

8.3 E
(1)
n = 3β

(
~

2mω

)2

(2n2 + 2n+ 1).
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8.4 E
(1)
2s = −q

2
0d

4a2
0

, E
(1)
2p = − q2

0d

12a2
0

.

8.5 E
(1)
1 = V11, E

(1)
2 = V22, E

(2)
1 = −E(2)

2 =
|V12|2
E1 −E2

;

ψ
(1)
1 = − V ∗

12

E1 −E2
ψ

(0)
2 , ψ

(1)
2 = − V12

E1 − E2
ψ

(0)
1 ,

äå ψ
(0)
1 =

(
1
0

)
, ψ

(0)
2 =

(
0
1

)
.

8.6 E
(1)
00 = 0, E

(1)
10 = −E(1)

10 =
α~

2mω0
, äå ω0 =

√
κ

m
. Òóò äëÿ åíåðãi¨ âèêîíó¹òüñÿ òå

ñàìå ïîçíà÷åííÿ ENn, ÿê i ó âiäâîâiäi äî çàäà÷i 2.14.
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9 Íàáëèæåíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿØðüîäiíãåðà. Àäi-

àáàòè÷íå íàáëèæåííÿ òà âàðiàöiéíèé ìåòîä �iòöà

1. Àäiàáàòè÷íå íàáëèæåííÿ (íàáëèæåííÿ Áîðà-Îïïåíãåìåðà) âèêîðèñòîâóþòü ó

âèïàäêó, êîëè �içè÷íó ñèñòåìó ìîæíà ïîäiëèòè íà ÷àñòèíêè, ÿêi ðóõàþòüñÿ øâèä-

êî (ëåãêi ÷àñòèíêè) òà ïîâiëüíi (âàæêi ÷àñòèíêè). Ïðè öüîìó çáóðåííÿì ââàæà¹-

òüñÿ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ïîâiëüíèõ ÷àñòèíîê.

2. Íà ïåðøîìó åòàïi �çàìîðîæó¹òüñÿ� ðóõ âàæêèõ ÷àñòèíîê, i ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿ Øðüîäiíãåðà äëÿ ëåãêèõ ÷àñòèíîê ÿêi ðóõàþòüñÿ ó ïîëi íåðóõîìèõ âàæêèõ

÷àñòèíîê. Â ðåçóëüòàòi çíàõîäÿòü õâèëüîâi �óíêöi¨ òà åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ëåãêèõ

÷àñòèíîê, ùî çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò âàæêèõ ÷àñòèíîê Xi, ÿê âiä ïàðàìåòðiâ:

ψ(x1,x2, · · · ,xn;X1,X2, · · · ,XN), ε(X1,X2, · · · ,XN).

3. Íà äðóãîìó åòàïi �ðîçìîðîæóþòü� ðóõ âàæêèõ ÷àñòèíîê i øóêàþòü ïîâíó

õâîëüîâó �óíêöiþ ñèñòåìè ó âèãëÿäi äîáóòêà

Ψ(x1, · · · ,xn;X1, · · · ,XN) = C(X1, · · · ,XN)ψ(x1, · · · ,xn;X1, · · · ,XN),

äå êîå�iöi¹íòè C(X1, · · · ,XN) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ Øðüîäiíãåðà, ó ÿêîãî â

ÿêîñòi ïîòåíöiàëà âèòóïà¹ åíåðãiÿ ëåãêèõ ÷àñòèíîê

[
−~

2

2

N∑

i=1

1

Mi
∆i + ε(X1, · · · ,XN)

]
C(X1, · · · ,XN) = EC(X1, · · · ,XN).

4. Âàðiàöiéíèé ìåòîä �iòöà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ åíåð-

ãi¨ òà õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ îñíîâíîãî ñòàíó êâàíòîâî¨ ñèñòåìè çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè

ìiíiìóìà ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ¨¨ ãàìiëüòîíiàíà

E(α1, · · · , αn) =

∫
d3xψ∗(α1, · · · , αn;x)Ĥψ(α1, · · · , αn;x)
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ïðè âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ α1, · · · , αn. Ïðè÷îìó, âèìàãà¹òüñÿ âiä ïðîáíî¨ �óíêöi¨

ψ(α1, · · · , αn;x) ¨¨ íîðìîâàíiñòü íà îäèèöþ:
∫
d3x |ψ∗(α1, · · · , αn;x)|2 = 1.

ÇÀÄÀ×I

9.1 �àìiëüòîíiàí êâàíòîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

Ĥ =
p̂ 2

1

2M1
+

p̂ 2
2

2M2
+
κ

2

(
x2

1 + x2
2

)
+ αx1x2,

ïðè÷îìó |α| ≪ κ òà M1 ≫ M2. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi

�óíêöi¨ âèêîðèñòîâóþ÷è àäiàáàòè÷íå íàáëèæåííÿ. Ïîðiâíÿòè ç òî÷íèì ðå-

çóëüòàòîì (çàäà÷à 2.14).

9.2 Íà îñíîâi âàðiàöiéíîãî ìåòîäà �iòöà îöiíèòè åíåðãiþ îñíîâíîãî ñòàíó òðè-

âèìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà âèêîðèñòîâóþ÷è òàêó ïðîáíó �óíêöiþ

ψ(r) = N (1 + ar) e−ar i ðîçãëÿäàþ÷è a ÿê âàðiàöiéíèé ïàðàìåòð. �åçóëüòàò

ïîðiâíÿòè ç òî÷íèì ðåçóëüòàòîì.

9.3 Ç äîïîìîãîþ ìåòîäà �iòöà çíàéòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòà-

íó äëÿ ÷àñòèíêè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ïîòåíöiàëi U(x) = λx4
. Ïðîáíó �óíêöiþ

óçÿòè ó âèãëÿäi ψ(x) = Ne−
1

2
αx2

, äå a � âàðiàöiéíèé ïàðàìåòð.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

9.1 ENn = ~Ω

(
N +

1

2

)
+ ~ω

(
n+

1

2

)
, äå ω =

√
κ

m
, Ω =

√
κ

M

(
1 − m

M

)
.

9.2 E
îñí

=
9

7

√
3

2
~ω.

9.3 E
îñí

=
3

4

√
3~

4λ

4m2
.
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10 ×àñòèíêà ó çîâíiøíüîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi

1. Âëàñòèâîñòi åëåêòðîíà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó

ïîëi, îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì Ïàóëi

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
=

[
1

2M

(
p̂ − q

c
A
)2

+ qϕ+ µ
Á

σB

]
Ψ(x, t),

äå ϕ òà A � ñêàëÿðíèé òà âåêòîðíèé ïîòåíöiàëè åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, µ
Á

�

ìàãíåòîí Áîðà, q � çàðÿä åëåêòðîíà, à σ � ìàòðèöi Ïàóëi.

2. Õâèëüîâà �óíêöiÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ äâóðÿäíó ìàòðèöþ-ñòîâï÷èê (ñïiíîð)

Ψ(x, t) =

(
Ψ1(x, t)

Ψ2(x, t)

)
.

Óìîâà íîðìóâàííÿ:

〈Ψ|Ψ〉 =

∫
d3xΨ†(x, t)Ψ(x, t) =

∫
d3x

[
|Ψ1(x, t)|2 + |Ψ2(x, t)|2

]
.

ÇÀÄÀ×I

10.1 Îòðèìàòè ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi äëÿ åëåêòðîíà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó çîâíi-

øíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Ùî áóäå ñòðóìîì ãóñòèíè éìîâiðíîñòi?

10.2 Çíàéòè îïåðàòîð ïðèñêîðåííÿ äëÿ çàðÿäæåíî¨ ÷àñòèíêè áåç ñïiíà ó çîâíi-

øíüîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi. Äàòè �içè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ðåçóëüòàòà.

10.3 Çíàéòè ïîõiäíó ïî ÷àñó âiä îïåðàòîðà ñïiíà åëåêòðîíà, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó

çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

10.4 Íåéòðîí çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi B. Çíàéòè îïåðàòîð

éîãî ïðèñêîðåííÿ. Âiäîìî, ùî åëåêòðè÷íèé çàðÿä ó íåéòðîíà âiäñóòíié, ïðî-

òå ìàãíiòíèé ìîìåíò âiäìiííèé âiä íóëÿ i ñòàíîâèòü µn ≈ −1, 913 ÿäåðíèõ

ìàãíåòîíiâ.
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10.5 Íåéòðîí çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, ÿêå çìiíþ¹òüñÿ ïî çà-

êîíó

B1 = B⊥ cosωt, B1 = B⊥ sinωt, B3 = const.

Çíàéòè çàêîí çìiíè éìîâiðíîñòi ðiçíèõ çíà÷åíü ïðîåêöi¨ ñïiíà íåéòðîíà s3 ç

÷àñîì ïðè óìîâi, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 ïðîåêöiÿ ñïiíà sz(t =

0) =
1

2
. �îçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè B⊥ ≪ B3.

10.6 Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà õâèëüîâi �óíêöi¨ äëÿ åëåêòðîíà ó îäíîðiäíîìó ìàãíi-

òíîìó ïîëi (ðiâíi Ëàíäàó).

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

10.1

∂ |Ψ(x, t)|2
∂t

= − div

{
~

2iM

[
Ψ†(x, t)∇Ψ(x, t)−∇Ψ†(x, t)Ψ(x, t)

]
−

− ~

2Mc
A |Ψ(x, t)|2

}

10.2 â = q
ME +

q

2Mc
(v̂ ×B −B × v̂), äå E = −∇ϕ − 1

c

∂A

∂t
� íàïðóæåííiñòü

åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ.

ßêùî ïîìíîæèòè ïðàâó òà ëiâó ÷àñòèíó âèðàçó äëÿ ïðèñêîðåííÿ íà ìàñó

÷àñòèíêè, òî îäåðæèìî ñèëó Ëîðåíöà.

10.3

d ŝ

dt
= µ

Á

B × σ.

10.4 â = − µn
Mn

∇(Bσ).

10.5 Âêàçiâêè:

• Çðîáèòè çàìiíó äëÿ êîìïîíåíò ñïiíîðà Ψ1 = e−
iωt
2 φ1 òà Ψ2 = e

iωt
2 φ2. Îäåð-

æàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü íà �óíêöi¨ φ1 òà φ2.

• Øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü ó âèãëÿäi φ1 = C1e
iΩt + C1e

−iΩt
òà

φ2 = C3e
iΩt + C4e

−iΩt
.

Âiäïîâiäü:

Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ìîìåíò ÷àñó t ñïií âèÿâèâñÿ ïåðåâåðíóòèì, äîðiâíþ¹

w↓(t) =
B2

⊥ sin2 Ωt

B2
⊥ +

(
Bz + ~ω

2µn

)2 . ßêùî B⊥ ≪ B éìîâiðíiñòü ìàëà. Ïðîòå, êîëè

B3 ≈ − ~ω

2µn
, òî íàñòóïà¹ ðåçîíàíñíå çðîñòàííÿ éìîâiðíîñòi.

46



10.6 Âêàçiâêè:

• Âèáðàòè âåêòîð-ïîòåíöiàë ó âèãëÿäi A = (−Bx2, 0, 0).

• Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî ãàìiëüòîíiàí êîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè p̂1, p̂3 òà σ3,

øóêàòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ âëàñíî¨ õâèëüîâ¨ �óíêöi¨ ó âèãëÿäi

ψ(x) = exp

[
i

~
(p1x1 + p3x3)

]
χ±(x2),

äå p1 i p3 � äîâiëüíi iìïóëüñè, à

χ+(x2) =

(
φ+(x2)

0

)
òà χ−(x2) =

(
0

φ−(x2)

)

(â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìó ñïiíà).

Âiäïîâiäü:

E±
p3n

= 2µ
Á

B

(
n+

1

2
± 1

2

)
+

p2
z

2M
, õâèëüîâi �óíêöi¨ χ±(x2) âèçíà÷àþòüñÿ ç

ðiâíÿííÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà

− ~
2

2M
χ′′
±(x2) +

[
q2
0B

2

2Mc2
(y + y0)

2 + µ
Á

B

]
χ±(x2) = E±

p3nχ±(x2).
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11 Íåñòàöiîíàðíà òåîðiÿ çáóðåíü

1. Íåñòàöiîíàðíà òåîðiÿ çáóðåíü âæèâà¹òüñÿ äëÿ îïèñó êâàíòîâèõ ïåðåõîäiâ. Äî-

ïóñêà¹òüñÿ, ùî ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1(x, t),

äå Ĥ0 íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, à çáóðåíÿ Ĥ1(x, t) çàëåæèòü âiä ÷àñó ÿâíèì ÷èíîì.

2. �îçâ'ÿçîê íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Ψ(x, t) =
∑

n

cn(t)e
− i

~
Entψn(x),

äå ψn(x) � ðîçâ'ÿçîê ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà

Ĥ0ψn(x) = Enψn(x).

3. ßêùî äî ìîìåíòó ÷àñó t = 0 ñèñòåìà çíàõîäèëàñü ó êâàíòîâîìó ñòàíi m, òî

éìîâiðíiñòü ¨¨ ïåðåõîäó çà ÷àñ τ ó ñòàí n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

wm→n(τ) = |cn(τ)|2 .

4. Êîå�iöi¹íòè cn(τ) ðàçðàõîâóþòüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó òåîði¨ çáóðåíü

cn(τ) = c(0)
n (τ) + c(1)

n (τ) + c(2)
n (τ) + ...,

äå

c(0)
n (τ) = δnm,

c(k)n (τ) =

(
1

i~

)k ∑

r1,r2...rk−1

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tk−1

0

dtk−1×

× exp
[
i
(
ωnr1t1 + ωr1r2t2 + · · · + ωmrk−1

tk−1

)]
×

×Wnr1(t1)Wr1r2(t2) · · ·Wmrk−1
tk−1, ïðè k ≥ 1.

Òóò ââåäåíî òàêi ïîçíà÷åííÿ: ωrirj =
Eri

−Erj

~
òàWrirj(t) =

∫
ψ∗
ri
(x)Ĥ1(x, t)ψrj(x)d3r.
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Â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü

c(1)
n (τ) =

1

i~

∫ τ

0

dtei(ωnmt)Wnm(t).

ÇÀÄÀ×I

11.1 Íà ÷àñòèíêó, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó áåçìåæíî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi çàâ-

øèðøêè a (0 < x < a), äi¹ çáóðåííÿ Ĥ1(x, t) = V (x)F (t), äå

V (x) =

{
V0, ïðè b < x < a− b,

0, ó iíøèõ âèïàäêàõ.

Â ìîìåíò ÷àñó t = −∞ ÷àñòèíêà çíàõîäèëàñü ó ñòàíi n. Â ïåðøîìó ïîðÿä-

êó òåîði¨ çáóðåíü çíàéòè éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ÷àñòèíêà ïåðåéäå ó ñòàí n′ â

ìîìåíò ÷àñó t = ∞. Ââàæàòè, ùî (a) F (t) = exp
(
− t2

τ2

)
, (á) exp

(
− |t|

τ

)
, (â)

[
1 +

(
t
τ

)2]−1

.

11.2 Ëiíiéíèé ãàðìîíi÷íèé îöèëÿòîð ç çàðÿäîì Q çíàõîäèòüñÿ ó çîâíiøíüîìó

îäíîðiäíîìó åëåêòðè÷íîìó ïîëi, ÿêå çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì E(t) = E0F (t). Â
ìîìåíò ÷àñó t = −∞ ÷àñòèíêà çíàõîäèëàñü ó ñòàíi n. Â ïåðøîìó ïîðÿäêó

òåîði¨ çáóðåíü (1) âèâåñòè ïðàâèëà âiäáîðó òà (2) çíàéòè éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ

÷àñòèíêà ïåðåéäå ó ñòàí n′ â ìîìåíò ÷àñó t = ∞. Çàëåæíiñòü âiä ÷àñó îáðàòè

òàêó, ÿê i â ïîïåðåäíié çàäà÷i.

11.3 Êâàíòîâà ñèñòåìà ìî¹ äâà ñòàöiîíàðíèõ ñòàí ψ1 òà ψ2, ÿêi âiäïîâiäàþòü åíåðãi¨

E1 = ~ω1 òà E2 = ~ω2. Ïðè t < 0 ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi ψ1. Â ìîìåíò

÷àñó t = 0 âìèêà¹òüñÿ çáóðåííÿ Ĥ1 íàäàëi íåçàëæíå âiä ÷àñó. Â ïåðøîìó

ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü çíàéòè: (1) õâèëüîâó �óíêöiþ ñèñòåìè Ψ(t) â ìîìåíò

÷àñó t > 0, (2) éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó w1→2(t).

11.4 Î÷åâèäíî, ùî Wm = 1 −
∑

n 6=mWm→n, äå Wm � éìîâiðíiñòü çàëèøèòèñÿ

ñèñòåìi ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, à Wm→n � éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è íåñòàöiîíàðíó òåîðiþ çáóðåíü ïîêàçàòè öå ÿâíî ç òî÷íiñòüþ äî ÷ëåíiâ

òðåòüîãî ïîðÿäêó.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

11.1 wn→n′ = (IWnn′)2
, äå Wnn′ =

V0

π

[
1

n′ − n
sin

(n′ − n)b

a
+

1

n′ + n
sin

(n′ + n)b

a

]
i

I =
√
πτ exp

(
−1

4ω
2
nn′τ 2

)
, (a); 2τ

(
1 + ω2

nn′τ 2
)−1

, (á); πτ exp (−|ωnn′|τ), (â); òóò

ωnn′ =
~π2(n′2 − n2)

2ma2
.
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11.2 Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 2.11.

(1) ∆n = ±1. (2) wn→n′ = (IWnn′)2
, äå wn→n′ = (IWnn′)2

, äå Wn,n+1 =

Wn−1,n =

√
~n

2mω
, à I äèâ. â ïîïåðåäíié çàäà÷i.

11.3 (1) Ψ(t) =

[
e−iω1t +

W ∗
12

~ω12

(
eiω2t − e−iω1t

)
ψ1 −

W ∗
12

~ω12

(
eiω1t − e−iω2t

)
ψ1

]
;

(2) w1→2(t) = 2

(|W12|
~ω12

)2

[1 − cos (ω1 − ω2) t], äå W12 = 〈Ĥ1〉.
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12 Áàãàòî÷àñòèíêîâi ñèñòåìè. Ïðèíöèï òîòîæíîñòi. Ôîð-

ìàëiçì ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñåë çàïîâíåíí

1. Â ñèëó ïðèíöèïà òîòîæíîñòi ÷àñòèíîê õâèëüîâà �óíêöiÿ ñèñòåìè ÷àñòèíîê

îäíîãî ñîðòà ïîâèííà áóòè ñèìåòðè÷íîþ àáî àíòèñèìåòðè÷íîþ ïðè ïåðåñòàíîâöi

÷àñòèíîê. Ïðè÷îìó, õâèëüîâà �óíêöiÿ ñèìåòðè÷íà ïðè ïåðåñòàíîâöi ÷àñòèíîê iç

öiëèì ñïiíîì (áîçîíè) i àíòèñèìåòðè÷íà ïðè ïåðåñòàíîâöi ÷àñòèíîê iç íàïiâöiëèì

ñïiíîì (�åðìiîíè).

2. Äëÿ îïèñó ñèñòåìè òîòîæíiõ ÷àñòèíîê ÷àñòî çàñòîñîâóþòü �îðìàëiçì ïðåä-

ñòàâëåííÿ ÷èñåë çàïîâíåííÿ. Éîãî òàêîæ íàçèâàþòü ìåòîäîì âòîðèííîãî êâàí-

òóâàííÿ. Ç öi¹þ ìåòîþ ââîäÿòü ïîíÿòòÿ îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ,

â†n òà ân, ÷àñòèíêè ó êâàíòîâîìó ñòàíi n. Çà îçíàêîþ îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ òà

çíèùåííÿ çàäîâîëüíÿþòü òàêèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

[
ân′, â†n

]
≡ ân′â†n − â†nân′ = δn′n,

[ân′, ân] =
[
â†n′, â†n

]
= 0,



 äëÿ áîçîíiâ,

{
ân′, â†n

}
≡ ân′â†n + â†nân′ = δn′n,

{ân′, ân} =
{
â†n′, â†n

}
= 0,



 äëÿ �åðìiîíiâ.

3. Îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ äiþòü íà âåêòîð |Nn〉 ñòàíó, ÿêèé âêëþ÷à¹
Nn òîòîæíiõ ÷àñòèíîê, ùî çíàõîäÿòüñÿ ó êâàíòîâîìó ñòàíi n:

ân |Nn〉 =
√
Nn |Nn − 1〉 , â†n |Nn〉 =

√
Nn + 1 |Nn + 1〉 ,

ïðè÷îìó 〈Nn |Nn〉 = 1. Äiÿ îïåðàòîðà çíèùåííÿ íà âàêóóì äà¹ íîëü, ân |0〉 = 0.
Áàãàòî÷àñòèíêîâèé ñòàí ç äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíî¨ äi¨ îïåðîòîðà íàðîäæåííÿ íà

âàêóóì:

|Nn〉 =

√
1

Nn!

(
â†n
)Nn |0〉 .
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4. Îïåðàòîð ânâ
†
n ïðåäñòàâëÿ¹ îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó êâàí-

òîâîìó ñòàíi n:

ânâ
†
n |Nn〉 = Nn |Nn〉 .

�àìiëüòîíiàí ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ìiæ ñîáîþ òîòîæíiõ ÷àñòèíîê ¹

Ĥ =
∑

n

ânâ
†
nEn,

äå En � åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ó êâàíòîâîìó ñòàíi n.

ÇÀÄÀ×I

12.1 Äëÿ ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê iç ñïiíîì s: (1) ïîáóäóâàòè ñèìåòðè÷íi òà àíòè-

ñèìåòðè÷íi ñïiíîâi �óíêöi¨; (2) çíàéòè ñêiëüêè iñíó¹ ñèìåòðè÷íèõ òà àíòè-

ñèìåòðè÷íèõ õâèëüîâèõ �óíêöi¨; (3) ðîçãëÿíóòè âèïàäîê ÷àñòèíîê iç ñïiíîì

s = 1
2 òà âèïèñàòè ÿâíî âiäïîâiäíi õâèëüîâi �óíêöi¨, ÷îìó äîðiâíþ¹ ïîâíèé

ñïií S äëÿ êîæíî¨ ç íèõ?

12.2 Â ÿäåðíié �içèöi ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ïðîòîí òà íåéòðîí, ÿê äâà çàðÿäîâèõ

ñòàíè îäíi¹¨ ÷àñòèíêè, ÿêó íàçèâàþòü íóêëîí. Ïðè öüîìó äi¹ óçàãàëüíåíèé

ïðèíöèï Ïàóëi, ÿêèé âèìàãà¹ àíòèñèìåòði¨ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ âiäíîñíî ïåðå-

ñòàíîâêè áóäü-ÿêèõ äâîõ íóêëîíiâ. Âèõîäÿ÷è ç óçàãàëüíåíîãî ïðèíöèïó Ïàóëi

âñòàíîâèòè ÿêå çíà÷åííÿ ïîâíîãî ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó I ìà¹ äâîíóêëîííà
ñèñòåìà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi ç âiäíîñíèì îðáiòàëüíèì ìîìåíòîì L = 0

(S-ñòàí), â çàëåæíîñòi âiä íóêëîííîãî ñêëàäó ñèñòåìè.

12.3 Ïîÿñíèòè ç òî÷êè çîðó ñèìåòði¨ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ ïðîäóêòiâ ðîçïàäó ÷îìó

ρ0
-ìåçîí íå ðîçïàäà¹òüñÿ ïî êàíàëó ρ0 → π0 +π0

, àëå ðîçïàäà¹òüñÿ ïî êàíàëó

ρ0 → π+ + π−. Ñïií π-ìåçîíiâ äîðiâíþ¹ 0, à ñïií ρ-ìåçîíó äîðiâíþ¹ 1. Ñêðiçü
âåðõíié iíäåêñ îçíà÷à¹ åëåêòðè÷íèé çàðÿä ÷àñòèíêè.

12.4 Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìàëiçì ÷èñåë çàïîâíåííÿ ðîçðàõóâàòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ

x2
òà x4

äëÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.

12.5 Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ êîå�iöi¹íòiâ A òà B ïåðåõiä âiä îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ

òà çíèùåííÿ â† òà â äî íîâèõ îïåðàòîðiâ

̂̃a
†
òà

̂̃a áóäå êàíîíi÷íèì, òîáòî

çáåðåæóòüñÿ êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ? �îçãëÿíóòè îáèäâà âèïàäêè, áîçå

òà �åðìi îïåðàòîðiâ.

12.6 Äëÿ áîçå îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ

̂̃a
†
òà

̂̃a (äèâ. ðåçóëüòàòè ïî-

ïåðåäíüî¨ çàäà÷i) ïîáóäóâàòè âàêóóìíèé ñòàí

̂̃
0. Çíàéòè ðîçïîäië áîçîíiâ ó

íîâîìó âàêóóìíîìó ñòàíi.
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ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

12.1 (1) ßêùî m1 6= m2 òî ñèìåòðè÷íà òà àíòèñèìåòðè÷íà õâèëüîâi �óíêöi¨ áó-

äóòü:

χ
ñèì

(m1, m2) =

√
1

2

(
χ(1)
m1
χ(2)
m2

+ χ(1)
m2
χ(2)
m1

)
,

χ
à.ñ.

(m1, m2) =

√
1

2

(
χ(1)
m1
χ(2)
m2

− χ(1)
m2
χ(2)
m1

)
.

Ó âèïàäêó, êîëè m1 = m2 = m ñèìåòðè÷íèìè õâèëüîâèìè �óíêöiÿìè áóäóòü

χ
(1)
m χ

(2)
m . Ñèìåòðè÷íèõ �óíêöi¨ áóäå (s+ 1), à àíòèñèìåòðè÷íèõ s(2s+ 1).

(2) (2s+ 1)2
ñòàíiâ, õâèëüîâi �óíêöi¨ χ

(1)
m1
χ

(2)
m2
.

(3) Îäèí àíòèñèìåòðè÷íèé ñòàí

χñèì0 (↑, ↓) =

√
1

2

(
χ

(1)
↑ χ

(2)
↓ − χ

(1)
↓ χ

(2)
↑

)
,

ÿêèé âiäïîâiäà¹ S = 0, òà òðè ñèìåòðè÷íèõ ñòàíè

χà.ñ.1 (↑, ↑) = χ
(1)
↑ χ

(2)
↑ , χà.ñ.1 (↓, ↓) = χ

(1)
↓ χ

(2)
↓ ,

χà.ñ.1 (↑, ↓) =

√
1

2

(
χ

(1)
↑ χ

(2)
↓ + χ

(1)
↓ χ

(2)
↑

)
,

ÿêèì âiäïîâiäà¹ S = 1.

12.2 ßêùî ñïií S = 1, òî äâîíóêëîííà ñèñòåìà ìîæå iñíóâàòè ó òðüîõ çàðÿäîâèõ

ñòàíàõ, pp, pn òà nn. ßêùî ñïií S = 0, òî ñèñòåìà ìîæå iñíóâàòè ëèøå ó

îäíîìó çàðÿäîâîìó ñòàíi pn.

12.3 Â çâ'ÿçêó ç çàêîíîì çáåðåæåííÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó ïîâíèé ìîìåíò äâîõ

π-ìåçîíiâ â ñèñòåìi ñïîêîþ ρ0
-ìåçîíiâ äîðiâíþ¹ j = 1. Òàê ÿê ñïií π-ìåçîíà

äîðiâíþ¹ íóëþ, òî j ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó, j = l = 1. Òà-

êèì ÷èíîì õâèëüîâà �óíêöiÿ äâîõ π-ìåçîíiâ ïîâèííà áóòè àíòèñèìåòðè÷íîþ
ïðè ¨õ ïåðåñòàíîâöi.

Ç äðóãîãî áîêó, òàê ÿê π-ìåçîíè ¹ áîçîíè, òî õâèëüîâà �óíêöiÿ äâîõ π0
-

ìåçîíiâ ìà¹ áóòè ñèìåòðè÷íîþ. Òîìó ðîçïàä ρ0 → π0 + π0
çàáîðîíåíèé çàêî-

íîì çáåðåæåííÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó.

Ó ñèñòåìi π+π− ÷àñòèíêè íå òîòîæíi i òîìó íà íèõ íå ïîòðiáíî íàêëàäàòè

óìîâó ñèìåòði¨.

12.4 〈n|x2 |n〉 =
~

2mω
〈n|
(
â† + â

)2 |n〉 =
~

mω

(
n+ 1

2

)
,

〈n|x4 |n〉 =

(
~

2mω

)2

〈n|
(
â† + â

)4 |n〉 = 3

(
~

2mω

)2 (
2n2 + 2n+ 1

)
.

53



12.5 Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê áîçîíiâ. Çàïèøåìî óìîâó êàíîíi÷íîñòi ïåðå-

òâîðåííÿ

[
̂̃a, ̂̃a

†]
=
[
Ẫa+ B̂̃a

†
, Ẫa

†
+B̂̃a

]
=

= A2
[
ˆ̃a,̂̃ a†

]
+ AB

[
ˆ̃a,̂̃ a

]
+ AB

[
ˆ̃a† ,̂̃ a†

]
+ B2

[
ˆ̃a† ,̂̃ a

]
=

= A2 −B2 = 1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A = chα, B = shα, äå ïàðàìåòð α äîâiëüíèé.

Ó âèïàäêó �åðìiîíiâ ìà¹ìî äâi óìîâè êàíîíi÷íîñòi

{
̂̃a, ̂̃a

†}
= 1 òà

{
̂̃a, ̂̃a
}

= 0.

Ç ïåðøî¨ óìîâè âèòiêà¹ A2 +B2 = 1, à ç äðóãî¨ AB = 0. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

ëèøå òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè A = ±1 òà B = 0, àáî A = 0 òà B = ±1.

12.6 Ñêîðèñòó¹ìîñü óìîâîþ ïîâíîòè ñòàíiâ |n〉 i ðîçëîæèìî íîâèé âàêóóì

∣∣∣0̃
〉
ïî

öèì ñòàíàì

∣∣∣0̃
〉

=
∞∑
n=0

Cn |n〉, äå íà êîå�iöi¹íòè Cn ïîòðiáíî íàëîæèòè óìîâó

íîðìóâàííÿ

∞∑
n=0

C2
n = 1. Äëÿ òîãî, ùîá

∣∣∣0̃
〉
áóâ âàêóóìíèì ñòàíîì äëÿ íîâèõ

áîçîíiâ ïîòðiáíî âèìàãàòè

̂̃a
∣∣∣0̃
〉

= 0, çâiäêè âèïëèâà¹

(
Aâ+Bâ†

) ∣∣∣0̃
〉

= A
∞∑

n=1

Cn
√
n |n− 1〉 +B

∞∑

n=0

Cn
√
n+ 1 |n+ 1〉 = 0.

Çðîáèìî çàìiíè n− 1 → n (â ïåðøié ñóìi) i n = 1 → n (â äðóãié ñóìi)

AC1 |0〉 +
∞∑

n=1

(
A
√
n+ 1Cn+1 + B

√
nCn−1

)
|n〉 = 0.

Çâiäñè îäåðæèìî

C1 = 0, òà Cn+1 = −B
A

√
n

n+ 1
Cn−1

àáî

C1 = 0,

Cn =





(
−B
A

)k√
(2k − 1)!!

2kk!
C0, ïðè n = 2k,

0, ïðè n = 2k + 1.

Êîå�iöi¹íò C0 âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ

∞∑

n=0

C2
n = C2

0

∞∑

k=0

(2k − 1)!!

2kk!

(
B

A

)2k

=
C2

0√
1 − (B/A)2

= AC2
0 = 1,
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òîáòî C0 =

√
1

A
.

Ôiçè÷íèé çìiñò êîå�iöi¹íòiâ Cn ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî âîíè ïðåäñòàâëÿþòü àì-

ïëiòóäó éìîâiðíîñòi çíàéòè ó íîâîìó âàêóóìi ñòàðèõ áîçîíiâ. Òîìó âiäïîâiäíà

éìîâiðíîñòü wn = C2
n.
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13 Êâàíòîâà òåîðiÿ ðîçñiÿííÿ

1. Ââàæà¹òüñÿ, ùî ðîçñiÿííÿ äâîõ ÷àñòèíîê, m1 +m2 → m3 +m4, âiäáóâà¹òüñÿ

âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè, ÿêi ñòèêàþòüñÿ, U(r), äå r1 − r2. ßê i â

êëàñè÷íié ìåõàíiöi, ó êâàíòîâié ìåõàíiöi çàäà÷à ðîçñiÿííÿ äâîõ ÷àñòèíîê çâîäèòñÿ

äî ðîçãëÿäó ðóõó îäíi¹¨ ÷àñòèíêè ç ïðèâåäåíîþ ìàñîþ µ ó ïîëi U(r).

PSfrag repla
ements

θ

U(r)

p, µ

p′, µ

�èñ. 13: �îçñiÿííÿ ÷àñòèíêè ç ïðèâåäåíîþ ìàñîþ µ íà ïîòåíöiàëi.

2. Äè�åðåíöiéíèé ïåðåðiç ïðîöåñó ðîçñiÿííÿ m1 +m2 → m3 +m4:

dσ

dΩ
=
µp′

µ′p
|A(E, θ)|2 ,

äå A(E, θ) � àìïëiòóäà ðîçñiÿííÿ, E � ïîâíà åíåðãiÿ äâîõ ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi ¨õ

öåíòðà ìàñ, θ � êóò ðîçñiÿííÿ, µ =
m1m2

m1 +m2
òà µ′ =

m3m4

m3 +m4
� ïðèâåäåíi ìàñè i

p òà p′ � âiäíîñíi iìïóëüñè ïî÷àòêîâîãî òà êiíöåâîãî ñòàíiâ.

Ó âèïàäêó ïðóæíîãî ðîçñiÿííÿ öÿ �îðìóëà çâîäèòüñÿ äî

dσ

dΩ
= |A(E, θ)|2 .

3. Áîðíîâñüêèé ðÿä äëÿ àìïëiòóäè ïðóæíîãî ðîçñiÿííÿ:

A(E, θ) = − µ

2π~2

∫
d3r exp

[
− i

~
(p − p′) · r

]
U(r)+

+
( µ

2π~2

)2
∫
d3rd3r′e

i
~
p·rU(r)

exp
[
i
~
p |r− r′|

]

|r− r′| U(r′)e−
i
~
p
′·r′ + ...,
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äå p òà p′
� iìïóëüñè ÷àñòèíêè ó ïî÷àòêîâîìó òà êiíöåâîìó ñòàíàõ. Ïåðøèé ÷ëåí

òàêîãî ðÿäà íàçèâàþòü áîðíîâñüêèì íàáëèæåííÿì.

ÇÀÄÀ×I

13.1 Ó áîðíîâñüêîìó íàáëèæåííi ðîçãëÿíóòè ðîçñiÿííÿ çàðÿäæåíî¨ ÷àñòèíêè íà

åêðàíîâîíîìó êóëîíîâñüêîìó ïîëi ÿäðà

E =
Zq0
r
e−r/r0.

�îçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ïàðàìåòð åêðàíóâàííÿ r0 → ∞ i çíàéòè àìïëiòóäó

ðîçñiÿííÿ òà äè�åðåíöiéíèé ïåðåðiç ïðîöåñó.

13.2 Ó áîðíîâñüêîìó íàáëèæåííi ðîçðàõóâàòè àìïëiòóäó ðîçñiÿííÿ òà äè�åðåí-

öiéíèé ïåðåðiç ðîçñiÿííÿ íà ïîòåíöiàëi ñ�åðè÷íî¨ ñõîäèíêè

U(r) =

{
−U0 ïðè r < r0,

0 ïðè r > r0.

ßê çàëåæèòü äè�åðåíöiéíèé ïåðåðiç âiä êóòà ðîçñiÿííÿ ïðè qr0 ≪ ~ òà qr0 ≫
~? Òóò q = |q|, äå q = p′−p � iìïóëüñ, ÿêèé îäåðæàëà ÷àñòèíêà â ðåçóëüòàòi

ðîçñiÿííÿ.

13.3 Äëÿ ïîòåíöiàëà ñ�åðè÷íî¨ ñõîäèíêè (çàäà÷à 13.2) çíàéòè �àçîâèé çñóâ äëÿ

ïàðöiàëüíî¨ s-õâèëi.

13.4 Ó çíàéòè äè�åðåíöiéíèé ïåðåðiç ðîçñiÿííÿ åëåêòðîíà íà àòîìi âîäíþ â îñíîâ-

íîìó ñòàíi.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

13.1 A(Á) = − QZq0µ

2(~k)2 sin2 1
2θ
, äå Q � çàðÿä ÷àñòèíêè;

dσ

dΩ
=

[
QZq0µ

2(~k)2 sin2 1
2θ

]2

�

�îðìóëà �åçåð�îðäà.

13.2 A(Á)(E, θ) = −2µ~U0

p3

[r0q
~

cos
r0q

~
− sin

r0q

~

]
, äå q =

√
8µE sin 1

2θ;

dσ

dΩ
=

(
2µ~U0

p3

)2 [r0q
~

cos
r0q

~
− sin

r0q

~

]2
.

Ïðè qr0 ≪ ~ àìïëiòóäà ðîçñiÿííÿ ñòà¹ ñ�åðè÷íî içîòðîïíîþ i ïðÿìó¹ äî ñòà-

ëî¨ âåëè÷èíè: A(Á)(E, θ) ≈ 2µU0

3~2
r3
0. Ïðè qr0 ≫ ~ àìïëiòóäà ïî÷èíà¹ øâèäêî

îñöiëþâàòè: A(Á)(E, θ) ≈ r0U0 cos r0q
~

4E sin2 1
2θ

.
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13.3 δ0(k) = −kr0 + arctg
[κ
k
ctg(kr0)

]
, äå k =

√
2µE

~2
òà κ =

√
2µ(E + U0)

~2
.

13.4 Âêàçiâêà 1: �îçãëÿíóòè àìïëiòóäó ðîçñiÿííÿ íà àòîìi, ÿê ñóìó àìïëiòóä ðîç-

ñiÿííÿ íà ÿäði òà åëåêòðîíi A(E, θ) = A(ÿ)(E, θ) + A(å)(E, θ).
Âêàçiâêà 2: Ïîêàçàòè, ùî A(å)(E, θ) = A(ÿ)(E, θ)F (q2), äå

F (q2) =

∫
d3ρe

i
~
q·ρ |ψ(r)|2

� �îðì�àêòîð àòîìà, à q = ~(k−k′). Äëÿ àìïëiòóäè A(ÿ)(E, θ) ñêîðèñòàòèñÿ

ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 13.1.

Âiäïîâiäü:

dσ

dΩ
= 4a2

0

[
8 +

(qa0

~

)2
]2

[
4 +

(qa0

~

)2
]4 .

58



14 �åëÿòèâiñòñüêà êâàíòîâà ìåõàíiêà

1. Êîâàðiàíòíi òà êîíòðâàðiàíòíi 4-âåêòîðè aµ òà aµ ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiâ-

âiäíîøåííÿì

2

:

aµ = gµνa
ν ,

äå gµν = gµν � ìåòðè÷íèé òåíçîð ïðîñòîðó Ìiíêîâñüêîãî

gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0
0 0 −1 0

0 0 0 −1


 .

4-âåêòîðè êîîðäèíàòè

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, −x1, −x2, −x3) ≡ (ct,−x),

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x1, x2, x3) ≡ (ct,x)

òà îïåðàòîð 4-iìïóëüñà

p̂µ = i~

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
≡ i~

∂

∂xµ
,

p̂µ = i~

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)
≡ i~

∂

∂xµ
.

2. �iâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà îïèñó¹ ÷àñòèíêó ç ñïiíîì 0.

2.1 Êîâàðiàíòíà �îðìà ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà

[
p̂µp̂

µ − (mc)2
]
ψ(x) = 0.

2.3 �iâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi

∂jµ(x)

∂xµ
= 0, äå jµ(x) =

i~

2mc2

[
ψ∗(x)

∂ψ(x)

∂xµ
− ψ(x)

∂ψ∗(x)

∂xµ

]
.

2

Òóò i äàëi îïóñêà¹òüñÿ çíàê ñóìè ïî iíäåêñó, ÿêèé ïîâòîðþ¹òüñÿ.
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2.4 Iñíó¹ äâà òèïà ïëîñêî-õâèëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà

ψ(+)
p

= A exp

[
+
i

~
(x · p − Et)

]
, ψ(−)

p
= A exp

[
− i

~
(x · p −Et)

]
,

äå E =
√
m2c4 + c2p2

. �õ íàçèâàþòü äîäàòíüî- òà âiä¹ìíî-÷àñòîòíèìè ðîçâ'ÿçêà-

ìè.

3. �iâíÿííÿ Äiðàêà îïèñó¹ ÷àñòèíêó ç ñïiíîì

1
2
.

3.1 Êîâàðiàíòíà �îðìà ðiâíÿííÿ Äiðàêà

(✓✓p −mc)ψ(x) = 0,

äå ψ(x) � ÷îòèðèìiðíà ìàòðèöÿ-ñòîâï÷èê (ñïiíîð Äiðiêà)

ψ(x) =




ψ1(x)
ψ2(x)

ψ3(x)
ψ4(x)


 ,

à ✓✓p ≡ γµp̂µ. Â îñòàííüîìó âèðàçi γµ � ìàòðèöi 4 × 4 (ìàòðèöi Äiðàêà), ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü òàêié âëàñòèâîñòi

γµγν + γνγµ = 2gµν.

Â óñiõ çàäà÷àõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíèé âèáið ìàòðèöü Äiðàêà

3

γ0 =




1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 −1 0

0 0 0 −1


 , γ1 =




0 0 0 1

0 0 1 0
0 1 0 0

1 0 0 0


 ,

γ2 =




0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0

−i 0 0 0


 , γ3 =




0 0 1 0

0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 1 0 0


 .

Çðó÷íî çàïèñàòè ìàòðèöi Äiðàêà òà ñïiíîð Äiðàêà ó áëî÷íîìó âèãëÿäi ÷åðåç ìà-

òðèöi 2 × 2 òà çâè÷àéíi 2-ìiðíi ñïiíîðè

ψ(x) =

(
ϕ

χ

)
, γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
,

äå 1 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ 2 × 2 òà σ � ìàòðèöi Ïàóëi.

3

Iñíóþòü ðiçíi âèáîðè ìàòðèöü Äiðàêà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíîìó àòèêîìóòàöiéíîìó ñïiââiäíîøåííþ.

Çâè÷àéíî, �içè÷åi ðåçóëüòàòè íå çàëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî âèáîðó öèõ ìàòðèöü.
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3.2 Ìîæíà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Äiðàêà ó âèãëÿäi ÷àñîâîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäií-

ãåðà

i~ψ(x) = Ĥψ(x).

Òóò ψ(x) � ñïiíîð Äiðàêà (äèâ. ðîçä. 14.3.1), à

Ĥ = i~cα∇ + βmc2,

äå β = γ0
, α= βγ (¨õ òàêîæ íàçèâàþòü ìàòðèöÿìè Äiðàêà), àáî â áëî÷íîìó

âèãëÿäi

β =

(
1 0

0 −1

)
, α =

(
0 σ

σ 0

)
.

Çâè÷àéíî, öÿ �îðìà çàïèñó ðiâíÿííÿ Äiðàêà íå ¹ êîâàðiàíòíîþ.

3.3 �iâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi

∂jµ

∂xµ
= 0, jµ = c(cρ, j) = cψ†(x)γ0γµψ(x) ≡ ψ(x)γµψ(x),

äå ψ = ψ†γ0 = (ψ∗
1, ψ

∗
2, −ψ∗

3, −ψ∗
4) � ñïiíîð ñïðÿæåíèé ïî Äiðàêó.

3.4 Iñíó¹ äâà òèïà ïëîñêî-õâèëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Äiðàêà

ψ(+)
p

(x) = A

(
χ

cσ · pχ
mc2 +E

)
e+ i

~
(x·p−Et), ψ(−)

p
(x) = A

(
χ

− cσ · pχ
mc2 − E

)
e−

i
~
(x·p−Et),

äå E =
√
m2c4 + c2p2

. ßê i ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà ¨õ íàçèâà-

þòü äîäàòíüî- òà âiä¹ìíî-÷àñòîòíèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

ÇÀÄÀ×I

13.1 �îçãëÿíóòè ïàêåòè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà êîæíîãî òèïó:

Ψ±(x) =

∫
d3pA(p)ψ±

p
(x).

Äëÿ êîæíîãî ç ïàêåòiâ çíàéòè âåëè÷èíó Q =
∫
d3xj0(x) òà ïîêàçàòè, ùî âîíà

íå çàëåæàòü âiä ÷àñó i ìà¹ ñâié çíàê.

13.2 �îçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà äëÿ ÷àñòèíêè ó çîâíiøíüîìó åëå-

êòðîìàãíiòíîìó ïîëi. Ç öi¹þ ìåòîþ ó ðiâíÿííi äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè çðîáèòè

çàìiíó

p̂µ → p̂µ −
q0
c
Aµ.

ßê çìiíèòüñÿ ðiâíÿííÿ ïðè çàìiíi õâèëüîâî¨ �óíêöi¨ íà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíó

ψ(x) → ψc(x) = ψ∗(x)? Äàòè �içè÷íó iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíîãî ðåçóëüòàòà.
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13.3 Ç óðàõóâàííÿì ðåëÿòèâiñòñüêèõ å�åêòiâ çíàéòè åíåðãåòè÷íîé ñïåêòð âîäíå-

ïîäiáíîãî àòîìà, â ÿêîìó åëåêòðîí çàìiíåíî íà π−-ìåçîí (÷àñòèíêà áåç ñïi-

íó òà ç çàðÿäîì −q0). Ââàæàòè ÿäðî áåçìåæíî âàæêèì; çíåõòóâàòè âíåñêîì

ÿäåðíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÿäðîì òà π-ìåçîíîì.

13.4 ßêi ç íàâåäåíèõ íèæ÷å îïåðàòîðiâ êîìóòóþòü ç ãàìiëüòîíiàíîì äiðàêîâñüêî¨

÷àñòèíêè (à) êâàäðàòà îðáiòàëüíîãî ìîìåíòà l̂ 2
, (á) ïðîåêöi¨ îðáiòàëüíîãî

ìîìåíòà l̂3, (â) êâàäðàòà ñïiíà ŝ 2
, (ã) ïðîåêöi¨ ñïiíà ŝ3, (ä) êâàäðàòà ïîâíîãî

ìîìåíòà ĵ 2 = (̂l + ŝ)2
, (å) ïðîåêöi¨ ïîâíîãî ìîìåíòà ĵ3 = l̂3 + ŝ3, (æ) ïðîåêöi¨

ñïiíà íà íàïðÿì ðóõó ÷àñòèíêè (ñïiðàëüíiñòü) Λ̂ =
p · ŝ
|p| ?

Ïðèìiòêà: Ó áëî÷íîìó âèãëÿäi îïåðàòîð ñïiíà ¹

ŝ =
~

2
Σ, äå Σ =

(
σ 0

0 σ

)
.

13.5 Iìïóëüñ ÷àñòèíêè ó çàâíiøíüîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó ïîëi ¹ π̂ = ~

i
∇ − qA.

Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ÷àñòèíêè Äiðàêà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

dπ̂

dt
= q

(
E + c−1B

)
,

ùî ¹ îïåðàòîðíèì àíàëîãîì ñèëè Ëîðåíöà.

13.6 Â êâàðêîâié ìîäåëi ïðîòîí ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê çâ'ÿçàíèé ñòàí òðüîõ êâàðêiâ.

Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî êîæåí ç êâàðêiâ óòðèìà¹òüñÿ ñàìîóçãîäæåíèì

ïîòåíiàëîì, ÿêèé ñòâîðþþòü iíøi êâàðêè (ìîäåëü êâàçiíåçàëåæíèõ êâàðêiâ).

Îáèðàþ÷è òàêó ñòðóêòóðó ñàìîóçãîäæåíîãî ïîòåíöiàëó

U(r) =
1 + γ0

2
V (r),

äå V (r) ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi, êîëè r → ∞, ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ äëÿ êâà-

çiíåçàëåæíîãî êâàðêà

[
i~γµ

∂

∂xµ
− 1 + γ0

2
V (r)

]
ψ(r, t) = 0

òà çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð äëÿ êâàðêà. �îçðàçóíîê çðîáèòè äëÿ äâîõ

òèïiâ ïîòåíöiàëiâ: V (r) = V0 + λr òà V (r) = V0 + κr2
.

ÂIÄÏÎÂIÄI ÒÀ ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×

13.1 Q = ± 1
mc2

∫
d3pE2

p |A(p)|2, äå çíàê + âiäïîâiäà¹ äîäàòíüî, à çíàê - � âiä¹ìíî

÷àñòîòíèì ðîçâ'ÿçêàì.
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13.2 Òàêà çàìiíà âiäïîâiäà¹ çìiíi çàðÿäà ÷àñòèíêè íà ïðîòèëåæíèé i ìîæå áóòè

iíòåðïðåòîâàíÿ ÿê ïåðåõiä âiä ÷àñòèíêè äî àíòè÷àñòèíêè.

13.3 Âêàçiâêà 1: �îçãëÿíóòè ñòàöiîíàðíèé ñòàí Ψ(r, t) = e−
i
~
ψ(r)

òà ïîêàçàòè, ùî

ðiâíÿííÿ Êëåéíà-�îðäîíà-Ôîêà çâîäèòüñÿ äî

[
E2

2mc2
−mc2

]
ψ(r) =

1

2m

[
p2
r +

~
2l(l + 1)

r2
− q4

0Z
2

c2r2
− 2Eq2

0Z

c2r

]
ψ(r),

äå pr � îïåðàòîð ðàäiàëüíîãî iìïóëüñà.

Âêàçiâêà 2: Ïîðiâíÿòè îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ç íåðåëÿòèâiñòñüêèì ðiâíÿííÿì

äëÿ âîäíåïîäiáíîãî àòîìà.

Âiäïîâiäü: Enrl = mc2

√√√√1 − (Zα)2

(
nr + l̃ + 1

)2

+ (Zα)2

, α =
q2
0

~c
� ñòàëà òîêíî¨

ñòðóêòóðè, l̃ = −1
2
+
√(

l + 1
2

)2 − (Zα)2
, l � îðáiòàëüíå òà nr ðàäiàëüíå êâàí-

òîâè ÷èñëà.

13.4 (à) íi, (á) íi, (â) íi, (ã) íi, (ä) òàê, (å) òàê, (æ) òàê.

13.6 Âêàçiâêà: �îçãëÿíóòè ñòàöiîíàðíèé ñòàíΨ(r, t) = e−
i
~
ψ(r)

. �îçêëàñòè õâèëüîâó

�óíêöiþ ïî âåðõíiõ òà íèæíiõ ñïiíîðàõ òà îäåðæàòè ðiâíÿííÿ äëÿ âåðõíüî¨

êîìïîíåíòè ϕ(r).
Âiäïîâiäü:

• Ëiíiéíî-çðîñòàþ÷èé ïîòåíöiàë.

ϕ(r) = ρ−1Ai(ρ), äå ρ =

(
Eλ

(~c)2

)1/3

, En−1 = V0−anλ
(

(~c)2

En−1λ

)1/3

. Îñòàí-

íå ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíî ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.

• Îñöèëÿòîðíèé ïîòåíöiàë. �îçâÿçîê äëÿ îñíîâíîãî ñòàíó:

ϕ(r) = r−1

(
2Ω

π

)3/2

e−Ωr2
, äå Ω =

E0λ

2
, E0 = V0 +

6Ω

E0
.

Çíîâó, îñòàííå ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíî ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.
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