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Анотацiя
В данiй роботi дослiджується вплив осцилюючого магнiтного поля, направленого вздовж молекулярного ланцюжка
на динамiку давидовського солiтона. Такий солiтон утворюється в молекулярному ланцюжку внаслiдок врахува-
ння електрон-фононної взаємодiї та описує автолокалiзований стан надлишкового електрона в деформацiйному
потенцiалi. Показано, що в перiодичному магнiтному полi, поперечному напрямку ланцюжка, динамiка солiтона
складається з руху електрона вздовж ланцюжка у станi вiльного солiтона (солiтона за вiдсутностi поля) та руху у
поперечному до ланцюжка напрямi, що описується функцiями гармонiйного осцилятора.
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Вступ

Коли йде мова про перенесення збуджень, електро-
нiв та протонiв в середовищi, необхiдно зауважити,
що чи не найефективнiшими вiдомими сьогоднi носi-
ями такого перемiщення є бездисипативнi солiтони.

Солiтон являє собою локалiзований хвильовий па-
кет, проте має виключно нелiнiйну природу. Вiдомий
ефект розповзання хвильового пакету внаслiдок дис-
персiї середовища компенсується в солiтонах нелiнiй-
нiстю (самозжиманням хвиль). В результатi отри-
мується усамiтнена хвиля, яка має певну амплiтуду
i швидкiсть, не втрачає енергiю та розповсюджує-
ться як одне цiле. А при взаємодiї одного з одним
солiтони ведуть себе як частинки, зберiгаючи свою
стабiльнiсть, швидкiсть та форму.

Як не дивно це може здатися, численнi теоретичнi
розрахунки i експериментальнi дослiдження безумов-
но продемонстрували iснування i широке поширення
солiтонiв в рiзноманiтних фiзичних системах (опти-
чнi середовища, плазма, поверхневi хвилi на водi,
пружнi середовища, атмосфера, низькорозмiрнi мо-
лекулярнi системи та iн.)[1, 2, 3]. Фiзики все бiльше
i бiльше приходять до переконання, що солiтони мо-
жуть грати фундаментальну роль в рiзних областях
фiзики, бiологiї та iнших галузях науки i технiки.

На динамiку солiтонiв в молекулярних системах
впливають рiзноманiтнi зовнiшнi чинники, в тому ж
числi магнiтнi поля. Перш за все варто вiдзначити,
що магнiтне поле Землi всюдисуще як геомагнiтне
та гелiомагнiтне, так i як поле, утворене зовнiшнiми
чинниками (технiчними, iндустрiальними та побу-
товими приладами, лiнiями електропередачi, прила-
дами мобiльного зв’язку та iн.). Тому актуальною
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є проблема встановлення динамiчних властивостей
солiтонiв в зовнiшньому магнiтному полi, що важли-
во як для приладiв мiкроелектронiки [4], так i для
встановлення наслiдкiв впливу магнiтних полiв на
бiологiчнi процеси [5]. Так в [6] було дослiджено
динамiку в постiйному магнiтному полi, в [7] було
дослiджено вплив високочастотного i електромагнi-
тного поля. А динамiка солiтонiв в перiодичному
магнiтному полi досi залишається актуальною i по-
требує дослiдження. Ця проблема i розглядається в
данiй роботi.

1. Вiльний молекулярний солiтон
Так як було вперше запропоновано О. С. Давидо-

вим [3], особливу роль в перенесеннi енергiї та заря-
дiв на макроскопiчнi вiдстанi (до сотень ангстремiв)
в бiологiчних процесах вiдiграють макромолекули,
такi як ДНК та альфа-спiральнi бiлковi молекули, в
яких електрон-фононна взаємодiя є iстотною. Саме
завдяки цiй взаємодiї в таких макромолекулах (а
також в iнших молекулярних системах, як полiдiаце-
тилен та iншi полiмернi та молекулярнi сполуки) має
мiсце автолокалiзацiя квазiчастинки (електрон, дiр-
ка, протон, молекулярне збудження) у солiтонному
станi.

Розглянемо молекулярний ланцюжок з надлишко-
вим електроном з урахуванням електрон-фононної
взаємодiї в ньому. Як було показано в [3, 8] такий
ланцюжок описується гамiльтонiаном Фрьолiха

𝐻 = 𝐻𝑒 +𝐻𝑝ℎ +𝐻𝑒𝑙−𝑝ℎ,

де 𝐻𝑒 – гамiльтонiан електрона, 𝐻𝑝ℎ – гамiльтонiан
фононної пiдсистеми (тобто гамiльтонiан ланцюжка,
що описується в термiнах елементарних збуджень,
тобто фононiв), 𝐻𝑒𝑙−𝑝ℎ – гамiльтонiан електрон-
фононної взаємодiї.
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Скористаємося континуальним наближенням для
опису ланцюжка, тобто перейдемо вiд дискретних
змiнних 𝑛, що нумерують молекули, до неперервної
змiнної 𝑥 = 𝑛𝑎. Тодi гамiльтонiан електрона в такому
ланцюжку є гамiльтонiаном електрона у зумовлено-
му ним потенцiалi деформацiї ланцюжка:

𝐻𝑒 =
∑︁[︂

𝑝2

2𝑚𝑥
− 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)

]︂
.

Це приводить до наступних рiвнянь руху для еле-
ктронної та фононної пiдсистем:

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜓(𝑟⃗, 𝑡) = 𝐻𝜓(𝑟⃗, 𝑡); (1)

(︂
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝑉0

2 𝜕
2

𝜕𝑥2

)︂
𝜌(𝑥, 𝑡) +

𝜎𝑎2

𝑀

𝜕2

𝜕𝑥2
|𝜓(𝑥, 𝑡)|2 = 0.

Тут 𝜓(𝑥, 𝑡) – хвильова функцiя електрона, 𝜌(𝑥, 𝑡) –
деформацiя ланцюжка, 𝜎 – стала електрон-фононної
взаємодiї, 𝑎 – стала гратки, 𝑀 – маса елементарної
комiрки, 𝑉0 – швидкiсть звуку в такому ланцюжку.

Розв’язком цiєї системи рiвнянь i є так званий
молекулярний солiтон (давидовський солiтон). Опи-
шемо його детальнiше.

В довгохвильовому наближеннi цi рiвняння зводя-
ться до нелiнiйного рiвняння Шредiнгера:

(︂
𝑖
𝜕

𝜕𝑡
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)

2𝐽𝑔

)︂
𝜓(𝑥, 𝑡) = 0,

де 𝐽 – стала обмiнної взаємодiї у ланцюжку, 𝑔 – без-
розмiрна стала електрон-фононної зваємодiї:

𝑔 =
𝜎2

2𝐽𝑤(1− 𝑠2)
, 𝑤 =

𝑀𝑉 2
0

𝑎2
, 𝑠 = |𝑉 |/𝑉0.

Тут введено позначення для 𝑠 – вiдносної швидко-
стi солiтона та для 𝑤 – сталої пружностi ланцюжка,
яка i визначає швидкiсть звуку у ньому.

Це рiвняння за умови 𝑠2 < 1 має вiдомий солiтон-
ний розв’язок:

𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)) =
1

2

√
𝑔 sech [𝑔(𝑥− 𝑉 𝑡)/𝑎] exp [𝑖(𝑘𝑥𝑥− 𝜔𝑡)] ,

амплiтуда якого вибрана з умови нормування хви-
льової функцiї електрона на одиницю.

Повна енергiя покою солiтона (включаючи енергiю
деформацiї ланцюжка) менша за енергiю вiльного
електрона у ланцюжку, яка вибрана за початок вiд-
лiку енергiї, на енергiю зв’язування, i має вираз

𝐸𝑠(0) = −𝐽𝑔
2
0

12
, 𝑔0 = 𝜎2/2𝐽𝑤.

Повна енергiя солiтона, що рухається, у наближен-
нi ефективної маси (𝑉 2 ≪ 𝑉 2

0 ), задається виразом:

𝐸𝑠(𝑉 ) = 𝐸𝑠(0) +
1

2
𝑀𝑠𝑉

2,

𝑀𝑠 ≈ 𝑚𝑥 +
𝑚𝑥𝑀𝜎4

6𝑤3~2
.

Величина 𝑀𝑠 – ефективна маса солiтона, що пере-
вищує масу вiльного електрона в зонi провiдностi
ланцюжка, 𝑚𝑥, завдяки зв’язку з зумовленою еле-
ктроном деформацiєю ланцюжка (так званий по-
ляронний ефект). У загальному випадку ефективна
маса солiтона залежить вiд його швидкостi (див.[3]]).

2. Рiвняння руху солiтона в магнiтному полi
та їх розв’язок

У цьому роздiлi ми розглянемо вплив осцилюючо-
го магнiтного поля на солiтон. Перш за все заува-
жимо, що у цьому випадку необхiдно узагальнити
розгляд нашої проблеми на тривимiрний простiр, в
якому для визначеностi будемо вважати одновимiр-
ний ланцюжок направленим по осi х.

Тодi для хвильової функцiї справедливо:

𝜓(𝑟⃗, 𝑡) = 𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡).

Гамiльтонiан електрона матиме вигляд:

𝐻𝑒 =

3∑︁

𝜈=1

[︂(︁
𝑝𝜈 − 𝑒

𝑐
𝐴𝜈

)︁2 1

2𝑚𝜈
− 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)

]︂
. (2)

У загальному випадку магнiтне поле має довiль-
ний напрямок. Ми завжди можемо розкласти ма-
гнiтне поле на поздовжню (вздовж молекулярного
ланцюжка) та поперечну компоненти. У вiдповiдно-
стi до цього ми i розглянемо два випадки: магнiтне
поле орiєнтоване вздовж молекулярних ланцюжкiв
та впоперек. В данiй роботi розглядається перший.

Задамо поздовжнє перiодичне магнiтне поле:

𝐵⃗(𝑡) = (𝐵0 cos𝜔𝑡, 0, 0).

Тодi, виходячи з означення векторного потенцiалу
магнiтного поля

(︁
𝐵⃗ = 𝑟𝑜𝑡𝐴⃗

)︁
, можемо вибрати таку

калiбровку поля, в якiй векторний потенцiал має
вигляд:

𝐴⃗ = (0,−𝐵0𝑧 cos𝜔𝑡, 0). (3)

Вiдповiдно до квантової механiки [9], при враху-
ваннi магнiтного поля у вiдповiдному гамiльтонiа-
нi необхiдно зробити замiну 𝑝. Враховуючи те, що
𝑝𝜈 = −𝑖~ 𝜕

𝜕𝑟𝜈
та виходячи з (3) отримуємо для (2) :

𝐻𝑠 = − ~2

2𝑚𝑥

𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡); (4)

𝐻⊥ =
1

2𝑚𝑥

(︂
−~2

𝜕2

𝜕𝑦2
− 2𝑖~𝑒

𝑐
𝐵0𝑧 cos𝜔𝑡

𝜕

𝜕𝑦
+

+
𝑒2

𝑐2
𝐵2

0𝑧
2 cos2 𝜔𝑡

)︂
− ~2

2𝑚𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2
. (5)

Тут 𝑚𝜈 – вiдповiднi компоненти тензору мас еле-
ктрона у зонi провiдностi кристалу.

За допомогою рiвнянь (4) та (5), для хвильової
функцiї солiтона (1) маємо:

𝑖~
𝜕𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

~2

2𝑚𝑥

𝜕2𝜓𝑠(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝜎𝜌(𝑥, 𝑡)𝜓𝑠(𝑥, 𝑡) = 0;

𝑖~
𝜕𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
+

~2

2𝑚𝑦

𝜕2𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑦2

+

+
𝑖~𝑒
𝑚𝑦𝑐

𝐵0𝑧 cos𝜔𝑡
𝜕𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦
−

− 𝑒2

2𝑚𝑦𝑐2
𝐵0

2𝑧2cos2𝜔𝑡𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡)+

+
~2

2𝑚𝑧

𝜕2𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧2

= 0. (6)
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Тут 𝜓𝑠(𝑥, 𝑡) – хвильова функцiя вiльного солiтона.
Розв’язок рiвняння (6) шукаємо у виглядi добутку

плоскої хвилi у одному напрямку (наприклад, 𝑦) та
невiдомої функцiї у iншому напрямку, 𝑧:

𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1√︀
𝑙𝑦
𝜙(𝑧, 𝑡) exp

(︂
𝑖𝑘𝑦𝑦 − 𝑖𝐸⊥𝑡

1

~

)︂
, (7)

де 𝑙𝑦 – характерний розмiр дослiджуваного простору
у вiдповiдному напрямку, що визначає умову норму-
вання хвильової функцiї електрона у всьому просторi
системи, а

𝐸⊥ =
~2𝑘2𝑦
2𝑚𝑦

– вiдповiдна складова енергiї електрона.
Хвильова функцiя 𝜙(𝑧, 𝑡) задовольняє рiвнянню:
(︂
−𝑖~ 𝜕

𝜕𝑡
+
𝑒2𝐵2

0 cos
2 𝜔𝑡

2𝑚𝑦𝑐2
(𝑧 − 𝑧0)

2−

− ~2

2𝑚𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝜙(𝑧, 𝑡) = 𝐸⊥𝜙(𝑧, 𝑡), (8)

в якому введено позначення

𝑧0 = − ~𝑐𝑘𝑦
𝑒𝐵0 cos𝜔𝑡

.

Припустимо, що процес квазiстацiонарний:
𝜕𝜙(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0.

Тодi розв’язком рiвняння (8) є функцiї

𝜙(𝑧′) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−1

2

𝑚𝜔0

~
𝑧′

2
)︂
𝐻𝑛(𝑧

′), (9)

де використано позначення для просторової змiн-
ної 𝑧′ = 𝑧 − 𝑧0, а функцiї

𝐻𝑛(𝑧
′) = (−1)

𝑛
exp(𝑧′

2
)
𝑑𝑛

𝑑𝑧′𝑛
exp(−𝑧′2),

тобто 𝐻𝑛(𝑧
′) – полiноми Ермiта.

Рiвняння (9) спiвпадає з виразом для гармонiчно-
го квантового осцилятора. Тут 𝜔0 – власна частота
осцилятора, 𝑚 – маса осцилятора, якi визначаються
вiдповiдно виразами:

𝜔0 =
|𝐵0𝑒 cos𝜔𝑡|

𝑚𝑐
,

𝑚 =
√
𝑚𝑦𝑚𝑧.

Таким чином, циклотронна частота електрона у по-
перечному напрямку залежить як вiд iнтенсивностi
магнiтного поля, так i вiд його частоти.

Виходячи з виразу (7), остаточно отримуємо
розв’язок для рiвняння (6) :

𝜓⊥(𝑦, 𝑧, 𝑡) =

=
1√︀
𝑙𝑦

exp

(︂
−1

2

𝑚𝜔0

~
𝑧′

2
)︂
𝐻𝑛(𝑧

′) exp

(︂
𝑖𝑘𝑦𝑦 − 𝑖𝐸⊥𝑡

1

~

)︂
.

Висновки
Таким чином ми показали, що осцилююче магнi-

тне поле орiєнтоване вздовж молекулярного ланцюж-
ка, приводить до складної динамiки Давидовського

солiтона. Ця динамiка складається з осциляторної
динамiки електрона у площинi, поперечнiй напрям-
ку ланцюжка, з циклотронною масою 𝑚 =

√
𝑚𝑦𝑚𝑧

та частотою зовнiшнього магнiтного поля, та з ко-
герентного руху електрона у станi вiльного солiто-
на в поздовжньому напрямку. Отже, повна хвильо-
ва функцiя надлишкового електрона у ланцюжку з
електрон-фононною взаємодiєю описується добутком
солiтонної хвильової функцiєї вздовж ланцюжка та
хвильовими функцiями осцилятора у напрямках, пер-
пендикулярних до ланцюжка:

𝜙(𝑧′) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−1

2

𝑚𝜔0

~
𝑧′

2
)︂
𝐻𝑛(𝑧

′).

Така складна динамiка Давидовського солiтона
за наявностi осцилюючого магнiтного поля вiдбиває-
ться на процесах транспорту зарядiв у вiдповiдних
системах, а саме на провiдностi молекулярних лан-
цюжкiв, таких як полiдiацетилен та iншi полiмери.
Особливого значення може мати вплив осцилюючо-
го магнiтного поля на процеси транспорту зарядiв
у бiологiчних системах, якi супроводжують всi ва-
жливi бiологiчнi процеси, як то процеси дихання
та фотосинтезу. Такi процеси транспорту енергiї та
зарядiв на певних дiлянках протiкають через альфа-
спiральнi бiлковi молекули, де цi заряди автолока-
лiзуються i утворюють солiтони. Отже, зовнiшнє
магнiтне поле, спричиняючи змiну динамiки солiто-
нiв, викликатиме i вiдповiднi бiологiчнi змiни.
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